
（597）　－63一

Semitransitive関係とFerrers関係のいくつかの初等的性質

橋　本 寛

Abstract

　Semitransitive　relations　and　Ferrers　relations　are　binary　relations　which　are　important

fbr負mdamental　discussion　of　utility．　We　consider　semitransitive　relations　and　Ferrers

relations　using　Boolean　matrices　having　zeros　and　ones　as　their　elements．　We　obtain

some　properties　of　semitransitive　relations　and　Ferrers　relations　by　combining　their

well一㎞own　properties　and　other　suf臼cient　conditions．　They　show　some魚cets　of

semitransitive　relations　and　Ferrers　relat孟ons　and　give　conditions　that　given　relations

become　semitransitive　relations　or　Ferrers　relations．

1．はじめに

　効用に関する基礎的な議論［4，5，9］などにおいて重要な二項関係である

semitransitive関係とFerrers関係について考察をおこなっている。この

semitransitive関係とFerrers関係を0，1の要素をもつプール行列によって表

現し，その性質について調べている。従来semitransitive関係やFerrers関係

については多くの研究があり種々の性質が知られているが［1，6，7，8］，本論

文ではすでに報告しているsemitransitive関係やFen・ers関係に関する基本的

な性質の条件の一部を，別のそれらの十分条件で置き換えることにより，形

式的に新しい性質を導いている。このようにして得られた性質は

semitransitive関係とFerrers関係のもつ性質や，また与えられた関係が

semitransitive関係やFerrers関係となるための条件を与えている。

2．定義

　関係を表現するプール行列の演算や記法は文献［2］によるものとするが，

いくつかの注意すべきものについて以下に示す。
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　0，1の要素をもつη次プール行列R－［司，8－［副に対して

　　　R＝［rダ］＝［1－7ワ］，

　　　R’一［乃』（転置），

　　　▽R＝R〈．Rl

　　　R×3－［（・，1〈3レ）〉（・12〈3身）〉…〉（乃“〈3。）］，

　　　R◇3－［（7，1＞51ノ）〈（7，、＞3勾）〈…〈（乃。＞8，，）］，

と定義する。また1で単位行列，Eで全要素が1の行列を示す。

　上記の演算のもとでsemitransitive関係はR2≦R◇Rなるプール行列Rで表

現され，Ferrers関係はR×R’×R≦Rなる行列Rで表現される。

3．結果

　すでに知られているsemitransitive関係やFerrers関係の性質に関して，そ

の条件の一部をその十分条件で置き換えることにより新しい性質を導いてい

る。またsemitransitive関係やFerrers関係に関しては，行列Rがsemitransitive

関係行列またはFerrers関係行列となることと，　Rがsemitransitive関係行列

またはFerrers関係行列となることとは同値であるので，これを利用してす

でに知られている性質中のRをRに置き換えて，双対的な性質を得ている。

［性質1］［2］

　　R2≦R，（R）2≦R⇒R2≦R◇R

［性質2］［2］

　　R2≦R，（R）2≦R⇒R×R’×R≦R

［’肚生質3］　［3］

（1）R2≦R◇R，R’〈∫≦R×R’⇒（R）2≦R

（2）　R2≦1～◇R，　R7＼1≦1～’〉〈R　　⇒　　 （R）2≦、～ヒ

［’1生質4］　［3］

（1）R×R’×R≦R，R’〈∫≦R×R’⇒（R）2≦R

（2）　R＞〈R’〉〈R≦R，　1～7＼1≦1～’〉くノ～　　⇒　　 （R）2≦1ヒ

［性質5］
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（1）R×R’×R≦R，R2≦R，R’〈1≦R×R’⇒R2≦R◇R

（2）　R＞〈R’〉〈1～≦1ヒ，　R2≦R，　RF／＼ノ≦R’〉〈R　　⇒　　1～2≦1～◇R

（証明）性質4（1）（2）を性質1に代入すればよい。　　　　　　　　（証明終〉

［性質6］

（1）R2≦R◇R，R2≦R，R’〈1≦R×R’⇒R×R’×R≦R

（2）　R2≦1～◇．R，　R2≦R，　R’／＼／≦、R’〉〈R　　⇒　　1～〉〈1～’〉く」R≦1ヒ

（証明）性質3（1）（2）を性質2に代入すればよい。　　　　　　　　（証明終）

［性質7］

（1）R×R’×R≦R，（R）2≦R，R’〈1≦R×R’⇒　R2≦R◇R

（2）R×R’×R≦R，（R）2≦R，R’〈1≦R’×R⇒R2≦R◇R

（証明）一般に

　　　　　　　R×R’×1～≦R　　⇔　　R×1～7×」1～≦R

　　　　　　　（R）2≦R◇R⇔R2≦R◇R

であるから性質5においてRを天とおけばよい。　　　　　　　（証明終）

［性質8］

（1）R2≦R◇R，（R）2≦R，R’〈∫≦R×R’⇒R×R’×R≦R

（2）　R2≦R◇ノ～，　（R）2≦R，　1ヒ’ノ＼」r≦1～’〉〈R　　⇒　　ノ～〉〈R’〉〈1～≦R

（証明）一般に

　　　　　　　（R）2≦R◇R⇔R2≦R◇R

　　　　　　　R×R’×R≦R　　⇔　　．R×、R’×1～≦R

であるから性質6においてRをπとおけばよい。　　　　　　　（証明終）

　［・1生質9］　［2］

　　R2≦R◇R，▽R≦ノ⇒R2≦R

　［性質10］　［2］

　　R2≦R◇R，R＞R’＞1－E⇒（R）2≦R

［性質11］

　　R2≦R◇R，▽R≦1，RVR’〉ノ＝E⇒R×R’×R≦R

（証明）性質9および性質10を性質2に代入すればよい。　　　　　（証明終）
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［性質12］

（1）R2≦R◇R，R’〈1≦R×RlR’〈1≦R×R’　⇒R×R’×R≦R

（2）　R2≦、～～◇1～，　」R’〈1≦R＞〈R～　1～’／＼1≦、～～’〉＜1～　　⇒　R＞〈1～’〉＜、R≦11～

（3）R2≦R◇R，R7〈1≦R’×R，R’〈1≦R×R’⇒R×R’×R≦R

（4）　R2≦R◇R，　R’〈1≦R’〉〈R，1～7／＼ノ≦R’〉〈R　　⇒　1～〉〈R’〉〈R≦1～

（証明）性質3（1）（2）を性質8（1）（2）に代入すればよい。

［性質13］

（1）R×Rド×R≦R，R’〈．1≦R×R与R’〈ノ≦R×R’　⇒R2≦R◇R

（2）　R＞〈R’〉〈R≦R，　」R’／＼1≦R＞〈Rな　ノ～7／＼ノ≦ノ～’〉〈R　　⇒　」R2≦R◇1～

（3）　R＞〈1～’〉〈1～≦．R，　、R’／＼1≦R’〉〈1～，　1～’／＼∫≦≡R＞〈R’　⇒　R2≦1～◇R

（4）　R＞〈R’〉〈R≦、R，　」R’／＼。1≦≡R’〉〈1ヒ，　R’／＼∫≦R’〉く、R　　⇒　」R2≦1～◇、R

（証明）性質4（1）（2）を性質7（1）（2）に代入すればよい。

［性質14］

（1）R2≦R◇R，▽R≦幻R’〈1≦1～×Rド　⇒R×R’×R≦R

（2＞　R2≦R◇1～，　▽R≦．乙　R’／＼1≦R’〉〈R　　⇒R＞〈R’〉〈R≦R

（証明）性質9を性質6（1）（2）に代入すればよい。

［性質15］

（1）R2≦R◇R，R＞R’＞1＝瓦R’〈ノ≦R×R’⇒R×R’×R≦R

（2）R2≦R◇R，　R＞R’＞1＝E，　R’〈／≦R’×R⇒R×RF×R≦R

（証明）性質14においてRをRとおけばよい。

［’「生質16］　［2］

　　（R）2≦R，▽R≦∫⇒R2≦R◇R

［性質17］

（1）R×R’×R≦R，▽R≦云R’〈1≦R×R’⇒R2≦R◇R

（2）R×R’×R≦R，▽R≦云R’〈1≦R’×R⇒R2≦R◇R

（証明〉性質4（1）（2）を性質16に代入すればよい。

［性質18］

（1）R×R’×R≦R，RVR’V1一瓦R’〈ノ≦R×R’⇒R2≦R◇R

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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（2）R×R’×R≦R，R＞R7＞1一瓦R7〈Z≦R’×R⇒R2≦R◇R

（証明）性質17においてRをπとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）

［」h生質19］　［2］

　　（R）2≦R，▽R≦∫⇒R2≦R

［性質20］

（1）R×R’×R≦R，▽R≦五R’〈1≦R×R’⇒R2≦R

（2）　R＞〈R’×1～≦R，　▽1～≦。乙　1～7／＼1≦1～’〉〈R　　⇒　R2≦R

（証明）性質4（1）（2）を性質19に代入すればよい。　　　　　　　　（証明終）

［性質21］

（1）R×R’×R≦R，R＞R’〉ノー瓦R7〈∫≦R×R’⇒（R）2≦R

（2）　R＞＜R’×1～≦≡R，　1～＞R’〉」r＝五’，　1～’／＼．1≦R’〉く．R　　⇒　　（R）2≦」R

（証明）性質20においてRをπとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）

［性質22］

（1）R×π’×R≦R，▽R≦云π’〈ア≦R×】7’⇒R2≦R〈（R◇R）

（2）　1～〉〈1～’〉〈R≦」R，　▽R≦．乙　1～’／＼1≦1～’〉〈R　　⇒　R2≦1～／＼（R◇1～）

（証明）性質17および性質20による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質23］

（1）R×R’×R≦R，RVR’〉ノー瓦R’〈1≦R×R’⇒R＞R2≦R◇R

（2）　R＞〈R’〉＜R≦R，　R＞R’VIF＝。ε　1～’／＼1≦1～’〉〈R　　⇒　RVR2≦≡R〈＞R

（証明）（R）2≦R〈（R◇R）　⇔　R◇R≧R＞R2

であるから性質22においてRをπとおけばよい。　　　　　　　（証明終）

［性質24］［3］

（1）（R）2≦R，R’〈1≦R×R’⇒R＞R’VI＝E

（2）　（R）2≦R，　R’／＼1≦1～’〉〈R　　⇒　1～＞1～’V1ロ1ヲ

［性質25］

（1）R2≦R◇R，　R’〈1≦R×R’　⇒R＞R’V1＝E

（2）　R2≦R◇R，　R’／＼1≦1～’〉〈R　　⇒　1～＞1～’＞1＝E

（証明）性質3（1）を性質24（1）に，性質3（2）を性質24（2）に代入すればよい。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質26］

（1＞R2≦R◇R，R’〈1≦R×R’⇒▽R≦1

（2）　R2≦R◇1～，　1～’／＼1≦R’〉〈R　　⇒　▽ノ～≦」r

（証明）性質25においてRをRとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）

［｛生質27］　［3］

（1）R×1～’×R≦R，R’〈1≦R×R’⇒。R2≦R

（2）R×R’×R≦R，R’〈1≦R’×R⇒R2≦R

［肇生質28］　［3］

（1）R2≦R，R’〈／≦R×R’⇒▽R≦1

（2）　R2≦」R，1～’／＼1≦1～’〉くR　　⇒　▽1～≦1

［性質29］

（1）．R×R’×1～≦R，　R’〈1≦1～×．R’⇒▽R≦ノ

（2）R×R’XR≦R，　R’〈1≦．R’×R　⇒▽R≦1

（証明）性質27（1）を性質28（1）に，性質27（2）を性質28（2）に代入すればよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質30］

（1）R×R7XR≦R，　R’〈ノ≦R×R’⇒R＞R’VI＝E

（2）R×R’×R≦R，R’〈1≦R’×R　⇒R＞R’＞1＝E

（証明）性質29においてRをRとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）

4．まとめ

　これまで一般には知られていないと思われるsemitransitive関係とFerrers

関係の初等的な性質を示した。いずれもほとんど自明で命題の機械的な代入

で得られており，具体的な応用において特に有用とは思われないが，

semitransitive関係とFerrers関係のもつ基本的な性質の一面を示していると

考えられる。

　前回の報告［3］でもふれたが，関係に関する条件の組み合せで得られるあ
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る特殊な関係がsemitransitive関係やFerrers関係と類似の性質をもつようで

ある。その関係の有用性については今のところよくわからないが，その基本

的性質を明らかにすることは今後の課題の一つである。
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