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Equivalent　Definitions　of　Luce’s　Semiorders

HASHIMOTO，　Hiroshi

Abstract

　　The　equivalence　of　some　definitions　of　semiorders　which　are　binary　relations　is　shown

by　using　Boolean　matrices　over　the　two　element　Boolean　algebra．　Semiorders　are　repre－

sented　in　various　forms　by　using　well－known　properties　of　Boolean　matrices，　and　the

properties　of　semiorders　are　given　as　properties　of　Boolean　matrices．

1　1ntroduction

　　Asemiorder　is　usually　represented　by　a　relation　or　a　pair　of　relations，　and

it　is　a　fUndamental　concept　in　preference，　utility，　measurement　and　so　on．

M。ny、加di，、・f・emi・・ders　h・v・been　p・・f・rm・d　in　v・・i・u・五・ld・（Fi・hbu血，

1970；Roberts，1979；Roubens　and　Vincke，1985），　and　some　definitions　of

semiorders　exist．　In　this　paper　we　represent　semiorders　by　Boolean　matrices

over　the　two　element　Boolean　algebra（Kim，1982），　and　show　the　equivalence

of　these　definitions．　Although　the　logical　equivalence　of　these　definitions　is

well㎞own　among　researchers，　the　proof　of　equivalence　by　Boolean　matrices

is　simple　and　clear．　Semiorders　are　represented　in　various　forms　by　using　well一

㎞own　properties　of　Boolean　matrices，　and　many　properties　of　semiorders　are

shown　as　properties　of　Boolean　matrices．

2　0perations　and　notation

　　For　x，y∈｛0，1｝，we　define　x＞ア＝max（x，ア），　x〈ア＝min（x，ア），　and　x＝

1－x．We　treat　Boolean　matrices　over｛0，1｝and　generally　denote　the（i，ノ）－

element　of　a　Boolean　matrix　A　by（A）i／or砺．　For　m×nBoolean　matrices　A，
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B，and　n×p　Boolean　matrix　C，　we　define　matrix　operations　as　follows：

　　（A＞B）iノ＝（A）i／V（B）η，

　　（A〈B）‘ノ＝（A），ノ〈（B）iノ，

　　（A）り＝（A）iノ，

　　（A’）η＝（A）ノ、，

　　（A×C）りニ＞k（（A）薩く（C）kノ），

　　（A◇C）iノ＝〈k（（A）ik＞（C）kj），

　　A≦B⇔（A）ヴ≦（B）げ．

　　As　special　matrices，we　denote　the　identity　matrix　by　1＝［δ，ノ］（δりis　the

Kronecker　delta），the　zero　matrix　by　O，　and　the　universal　matrix　all　of　whose

elements　are　l　by　J．

3Results

　　We　represent　semiorders　given　by　Luce（1956，1959）and　Scott　and　Suppes

（1958）by　Boolean　matrices．　We　then　show　the　equivalence　of　the　definitions

of　semiorders　represented　by　Boolean　matrices．　First　we　consider　the　definitions

of　semiorders　given　by　Luce．　Luce’s　semiorder　consists　of　a　pair　of　relations．

In　the　fbllowing，　S＝［siノ］and　T＝［tiノ］are　n×nBoolean　matrices，　the　ele－

ments　of　which　are　zero　or　one．

　　Definition　1（Luce，1956）．　A　Boolean　matrix　system　（S，7）represents　a

semiorder　if　fbr　evelyちノ，　k，　and　1

　　（1＞　exactly　one　of　（3）り＝　1，　（S）ノi＝　1，　0r　（T）iノ＝　1　holds，

　　（2）　（T），i＝　1，

　　（3）　（S），ノ＝　1，　（T）ノk＝　1，　（S）k、＝　1　⇒　　（S）i、＝＝　1，

　　（4＞　（S）η＝　1，　（S）パニ　1，　（プ）ノ、＝　1　⇒not　both　（7）i、＝　1　and　（T），、＝　1．

　　Definition　2．　A　Boolean　matrix　system（3，　T）represents　a　semiorder　if　fbr

every　ちノ，　k，　and　1

　　（1）　exactly　one　of　（3）iノ＝＝　1，　（S’）り　＝　1，　0r　（T）iノ＝　1　holds，
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　　（2）　（T），、＝　1，

　　（3）　（S）iノ　＝　1，　（7うノた　＝　1，　（S）k，＝　1　⇒　 （S）ilニ　1，

　　（4）　（S）ノk　＝＝　1，　（1「L、＝　1，　（S’）ノ、＝　1，　（7う〃　＝　1　⇒　 （T）ノ1＝　1．

　　Proposition　l．　Definition　1⇔Definition　2．

　　Proof　As　fbr　condition（1）of　Definition　1，　clearly（S）ノi＝1⇔（S「），ノ＝1．

Condition（4）of　Definition　l　can　be　rewritten　as　fbllows：

　　（S）ゴノ＝　1，　（S）ノk　＝　1，　（7）ノt＝　1　⇒　not　both　（T）〃＝　1　and　（7）kt＝　1

if　and　only　if

　　（S），、＝1，（S）、kニ1，⑦ノ1＝＝1⇒（T）　，1≠1・r⑦k，≠1

if　and　only　if

　　（S）iノ＝1，⑦“＝1，（S）、k＝1，⑦ノ1ニ1⇒⑦“≠1

if　and　only　if

　　（S）。＝1，⑦“－1，（S）、kニ1⇒（T）、，≠1・r⑦“≠1

if　and　only　if

　　（S）、ノー1，⑦ilニ1，（S）、k・＝＝1，⑦kl・＝1⇒（の“≠1

if　and　only　if

　　（S）i、＝1，⑦il＝1，（S）、k＝1，（T）　kt＝1⇒⑦ノ1＝＝O

if　and　only　if

　　（S’）1，＝1，（T）　，，＝1，（S）、k＝1，⑦k，＝1⇒（7）ノ1＝1

if　and　only　if

　　（S）、k＝1，⑦kl　＝＝1，（S’）、、＝1，（T）　、1　＝＝1⇒（T）、，ニ1．□

　　Definition　3．　A　Boolean　matrix　system（S，7うrepresents　a　semiorder　if

　　（1）（S〈吾’〈ア）〉（百くS’〈ア）〉（歪く亙’〈T）＝」，

　　（2）1≦T，

　　（3）　S＞〈T＞〈S≦5「，

　　（4）　（S＞〈7）／＼（S，〉く7う≦T．

　　Proposition　2．　Definition　2⇔Definition　3．

　　Proo£We　consider　the　corresponding　conditions．
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　　（1）一（3）　Obvious．

　　（4）　（3）ノk＝　1，　（T）klニ　1，　（S’）ノ、＝＝　1，　（T）i、＝＝　1　⇒　 （ア）ノ、ニ　1

if　and　only　if

　　（s）、k〈⑦k，〈（s’）、，〈⑦il＝1⇒（ア）ノ1＝1

if　and　only　if

　　（s）、k〈⑦“〈（s’）、i〈（T）　，1≦⑦、、

if　and　only　if

　　＞、Vi（（S）、k〈⑦“〈（S’）、，A⑦“）≦⑦、，

if　and　only　if

　　＞k（（s）、k〈（T）　kl）〈v、（（s’）、，〈（T）　，1）≦⑦、、

if　and　only　if

　　（S×T）、，〈（S’×の、，≦（T）、，

if　and　only　if

　　（（s×T）〈（s’×T））“≦（ア）、、

if　and　only　if

　　（s×のく（s’×の≦ア．口

　Definition　4（Luce，1959；Luce　and　Galanter，1963）．ABoolean　matrix　sys－

tem（S，7うrepresents　a　semiorder　if　fbr　everyちノ，　k，　and　1

　　（1）　exactly　one　of　（S）iノ＝＝　1，　（S）ノ、＝　1，　0r　（7Lノ＝　1　holds，

　　（2）⑦i、　＝1，

　　（3）　（S）iノ＝　1，　（1うノk＝　1，　（S）k、＝　1　⇒　　（S）ii＝＝　1，

　　（4）　（S），ノ＝　1，　（S）ノk＝　1　⇒　not　both　（1『），、＝　1　and　T，　k＝　1．

　Definition　5．　A　Boolean　matrix　system（S，7うrepresents　a　semiorder　if

　　（1）（s〈亙’〈ア）v（冨くs’〈7）〉（亙く亙’〈T）＝＝」，

　　（2）1≦T，

　　（3）　5「〉＜T＞〈S≦5「，

　　（4）　S＞〈5「≦τ〉く1T．

　Proposition　3．　Definition　4⇔Definition　5．
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　Proof．　We　consider　the　corresponding　conditions．

　（1）一（3）　Obvious．

　（4）　（S）1ノ＝　1，　（S）ノkニ　1　⇒　not　both　（T）〃＝　1　and　（7うlk＝　1

if　and　only　if

　（S）iノー1，（S）ノk＝：1⇒（T）il≠1・r（T）lk≠1

if　and　only　if

　（S）i、＝1，（S＞、k＝1⇒（T）il－0・r（T）lk・・＝O

if　and　only　if

　（S）i、ニ1，（S）jk＝1⇒（T）“＝1・r（T）lk＝1

if　and　only　if

　（S）∫ノ〈（S）jk＝1⇒（T）〃V（T）lk＝・1

if　and　only　if

　（3）ij〈（S）ノk≦（T）il＞（T）lk

if　and　only　if

　＞ノ（（s）ij〈（s）ノk）≦〈～（（T）il＞（T）lk）

if　and　only　if

　（s×∫）ik≦（T◇T）ik

if　and　only　if

　s×s≦T◇T＝T×T．口

　Proposition　4　（Luce　and　Galanter，1963）．　If　1≦Tand　S×T×S≦S，　then

s×s≦s．

　Proof　S×S＝S×1×S≦S×T×5「≦S．［］

　Lemma　1．　For〃z×nBoolean　matrices　A，B，　and　C，

　（A〈B）〉（B〈C）〉（C〈A）ニ0，AVBVC＝」

　⇔（A〈B〈C）〉（A〈B〈C）〉（A〈B〈C）　＝J．

　Proo£（A〈B）V（B〈C）V（C〈A）＝0，AVB＞C＝」

　⇔（A＞B）〈（B＞C）〈（CVA）ニJ，AVBVC＝」

　⇔（A＞B）〈（BVC）〈（CVA）〈（AVBVC）ニ」
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　⇔（（A〈C）VB）〈（CVA）〈（A＞B＞C）ニ」

　⇔（（A〈C）V（B〈C）〉（オ〈B））〈（A＞B＞C）＝」

　⇔（A〈B〈C）〉（A〈B〈C）〉（1〈万くC）＝」

　⇔（A〈B〈C）〉（A〈B〈C）〉（A〈B〈C）ニ」．口

　Proposition　5．　（S〈S’〈T）〉（S〈3’〈7）V（百く計く7）ニ、1

　⇔（S〈S’）〉（3’〈T）〉（T〈3）＝0，S＞5「’VT＝J

　Proof　By　Lemma　1．口

　Proposition　6　（Krantz，1967；Luce　and　Galanter，1963）．　If（S〈亙〈ア）

〉　（S〈S’〈T）〉　（3〈S’〈T）＝」，　then　5〈5F’＝O　andノ≦7．

　Proof　By　Proposition　5，　（S〈S’）〉（3’〈のV（τ〈S）＝Oand　S＞S’＞7

ニ 」，so　S〈5げ＝0．　Thus　5「〈1＝0，　and　from　S＞5り＞7＝Jwe　get　1≦T．

口

　Proposition　7　（Luce　and　Galanter，1963）．　If（∫〈∫’〈T）〉（百くS’〈ア）

V　（S〈S’〈7）＝＝Jand　S×7×S≦3，　then　∫×5「≦5「．

　Proof　Using　Proposition　6，　we　have　I≦7．　Thus　fヒom　Proposition　4，　S×

s≦s．口

　Proposition　8．　If　（S〈T）〉（3’〈7）＝O　and　S＞S’＞T＝」，　then　7▼＝：百

く5「’and　T「＝7．

　Proof　From　S　V　3’V7＝・」，5「〈S’〈7＝0，0r　S〈S’≦T．　Moreover丘orn

（3〈T）〉（S’〈T）＝0，（3V3’）〈T＝0，　0r　T≦百く亙．　Therefbre　7＝亙

く5りand　7’＝5りくSニT．□

　Proposition　9　（Krantz，1967；Luce　and　Galanter，1963）．　If（8〈亙〈ア）

〉　（S〈3’〈T）V　（S〈S「〈7）＝」，　then　T＝否「〈否｝and　T’＝　T．

　Proof　It　fbllows丘om　Proposition　5　that（S〈5「’）〉（5り〈T）〉（T〈3）＝O

and　5「＞5りV7ニ」．　Therefbre　using　Proposition　8，　we　have　7＝5「〈3’and　7’

：T．□

　Lemma　2（Chipman，1960；Luce，1952；Sc㎞idt　and　Str6hlein，1993；Sch－

r6der，　1895），
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For　Boolean　matrices　A（m×n），　B（n×p），　and　C（m×p），　the　fbllowing

conditions　are　equivalent：

　（1）A×B≦C．

　（2）　∠4≦C◇B’．

　（3）　B≦A’◇（フ．

　Proof．（1）⇒（2）Let　cik＝Oand　bjk＝　1．　Then　since　A×B≦C，　ai」ニ0．

Hence　we　obtain（2）．

　（2）⇒（1）Let　aik＝1and　b々ノ＝1．　Then　since　A≦C◇B’，　c’ノニ1．　Hence

we　obtain（1）．

　（1）⇒（3）Let　aki＝1and　ckノ＝0．　Then　since　A×B≦C，　b，ノ＝・0．　Hence

we　obtain（3）．

　（3）⇒（1）Letα、　k・＝1andゐ匂＝1．　Then　since　B≦A’◇C，　ciノニ1．　Hence

we　obtain（1）．口

　Lemma　3．　For　Boolean　matrices　A（m×n），　B（n×p），　C（〃z×g），　and　D

（q×p），the　fbllowing　conditions　are　equivalent：

　（1）（．4×B）〈（C×D）＝0。

　（2）　A＞〈B≦C＞＜1）．

　（3）　（ノ1’〉＜C）　／＼　（B＞〈D’）＝0．

　Proo£Clearly（A×B）〈（C×D）・＝0⇔　（A×B）≦C×D・Using　Lemma

2，we　have

　A×B≦C×D

　⇔A×B≦C◇D

　⇔A×B×D’≦C

　⇔B×D’≦．4’◇C

　⇔B×D’≦At×C

　⇔（B×Dt）〈（A’×C）＝0

　⇔（A’×C）〈（B×D’）ニ0．口

　P・・P・・iti・n　10．　lf・T・＝＝T，　th・n　S×S≦T×T⇔（S×T）〈（S’×T）－0・
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　Proof　From　Lemma　3，5「×5’≦T×T⇔（5り×T）〈（5F×T’）＝0⇔（S×

7’）〈（S’×T）－0．Since　T’－T，　S×S≦T×τ⇔（S×T）〈（sr×7）一σ□

　Proposition　11・If　S＞3’VT＝」，　T’＝T，　ノ≦T，　and　S×T×S≦5・，　then

（s×T）〈（s’×7▼）≦ア⇔s×s≦T×T．

P…f（⇒）SupP・・e…k〈skノー1．　It　will　b・・h・㎜th・t　V1（t、t〈tiノ）－0．

Ass・m・by　w・y・f・・甜・di・ti・n　th・t　t・i△tl・－1f・・　s・m・LSince　T’－T，

tl　i＝1andる1＝1．　Then　from（skノ〈tj　l）〈（si　k〈ti　l）＝1it　fbllows　that　tk、＝

0．Since　S＞S’＞T＝」，　Skl＞Stk＝　1．

　Case　1．　skl＝　　1．　Since　sk1〈tli〈si　kニ　　1　and　5「×T×S≦S，　skk＝　　1，

Furthermore　since　skk〈tkk＝　1　and　（S×T）〈（S’×T）≦ア，　tk　k＝0，　which

is　a　contradiction．

　Case　2．　slk＝　1．　Since　8灯くtjl〈stkニ　1　and　S×T×S≦3，　skk＝　1．　Then

since　skk〈tkkニ1and　（3×T）〈（3’×T）≦ア，　tkk＝＝0，　which　is　a　contra－

diction．

　（⇔U・i・gP・・P・・iti・n　10　w・h・v・（S×T）〈（S’×T）－0．　H，nce（S×T）

〈（s’×T）≦T．口

　Proposition　12．　If　（3〈3’〈T）〉（亙くS’〈ア）V　（亙く亙く7）＝Jand　5・

×T×S≦S，　then　（S×T）〈　（5り×T）≦ア⇔5・×3≦T×T．

　Proof　Using　Propositions　5，6，　and　9，　we　have　S＞S’＞T＝」，1≦T，　and

T’＝T．Therefore　the　result　fbllows丘om　Proposition　11．口

　Proposition　13．　Definition　3⇔Definition　5．

　Proof　By　Proposition　12．口

　Definition　6（Krantz，1967）．ABoolean　matrix　system（S，τ）represellts　a

semiorder　if

　（1）（S〈S’〈T）〉（百く5り〈ア）〉（亙く亙〈T）＝Jr，

　（2）　5’〉＜T＞〈S≦5「，

　（3）　S＞＜5「≦T＞〈T．

　Proposition　14．　Definition　5⇔Definition　6．
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　Proof．　By　Proposition　6．□

　Definition　7．　A　Boolean　matrix　S　represents　a　semiorder　if

　（1）S〈S’ニ0，

　（2）S×（S〈5つ×S≦3，

　（3）　S＞＜S≦　（S＞S’）◇（S＞S’）．

　Proposition　15．　Definition　6⇔Definition　7　with　T＝S〈S’．

P…f，（⇒）By　P・・P・・iti・n　6，　fr・m（S〈S’〈ア）V（S〈S’〈T）〉（S〈S’

〈T）ニ」，it　fbllows　that　3〈S’・＝0．　Moreover　using　Proposition　g　we　have

T＝亙く吾｝．　Since　T＝：5「〈乎　　and　S×T×5「≦S，　S×　（S〈5つ　×5「≦S．

Furthermore　since　T・・　S－〈S’　and　S×S≦T×T，　S×S≦（S　V　S’〉◇（S＞S’）．

　（仁）（S〈亙〈7）〉（亙くS’〈T）V（S〈S’〈T）

　＝（S〈srt〈（S　V　5「’））〉（亙くS’〈（S　V　S’））〉（S〈S’〈（S〈Sf））

　＝（s〈s’）〉（s〈s’）〉（3〈s，）

　＝（S〈S’）VS

　＝＝s＞s「＝s〈sρニ」．

　s×T×s　＝s×（5「〈Sf）×s≦s．

　S×S≦（S＞S’）◇（SVS’）＝T◇TニT×T．□

　Definition　8．　A　Boolean　matrix　S　represents　a　semiorder　if

　（1）5「〈1＝0，

　（2）S×（S〈S’）×S≦3，

　（3）　S＞＜S≦（S＞S，）◇（3＞S’）．

　Proposition　16（Monj　ardet，1988）．If　3〈1＝Oand　S×（3〈S「）×S≦5「，

then　S×S≦S．

　Proof．　Since　S〈1　＝0，1≦3；thus　I≦S〈S’．　Then　S×S＝＝S×1×S≦

s×（s〈s’）×s≦s．口

　Proposition　17．　If　5「×（S〈S’）×S「≦S，　then　S〈S’＝＝0⇔S〈1＝0．

　Proof　（⇒）Clearly　S〈1ニ0．

　（く＝）Using　Proposition　16　we　have　S×S≦S．　Since　S×S≦Sand　S〈1ニ
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0，S〈S’＝0．□

　　Proposition　18．　If　S×3≦（S＞S’）◇（S＞5つ，　then　S〈S’＝0⇔S〈1＝

0．

　　Proof．　（⇒）　Clearly　S〈1ニ0．

　　（〈＝）We　assum・th・t・。〈s、、＝1．　Since　S×S≦（S＞S’）◇（S　V　S’），　it

follows　that〈k（sik＞ski＞ski＞sik）＝1．　For　kニ∫，　si’＞sii＞sii＞sii＝1，

This　is　a　contradiction　since　S〈1＝O．　Hence　3〈S’＝0．口

　　Proposition　19．　Definition　7⇔Definition　8．

　　Proof．　By　Propositions　170r　18．口

　　Definition　9．　A　Boolean　matrix　S　represents　a　semiorder　if

　　（1）S〈1－0，

　　（2）S×S’×S≦S，

　　（3）　S＞＜S≦（S＞S’）〈〉（S＞S’）．

　　Proposition　20．　If　S〈1＝0，　then　3×（S〈S’）×S≦S⇔S×Si’×S≦S．

　　Proof．（⇒）Suppose　sik〈蕊くslノ＝LIt　will　be　shown　that　sij　＝1．

　　Case　1．　sk　lニ　1．　Since　3〈1＝＝Oand　S×（S〈3’）×S≦S，　by　Proposition

16we　have　5「×S≦5「．　Therefbre　from　sik〈skl〈slノ＝1it　fb110ws　that　3，ノ＝

1．

　Case　2．　skl＝　0．　Since　sik〈skt〈stk／＼slノ＝　1，　siノ＝　1．

　　（く＝）　Clearly　8×（亙くS「’）×S≦S×亨’×S≦8．［］

　Proposition　21．　Definition　8⇔Definition　9．

　Proof　The　result　fbllows　from　Proposition　20．口

　Definition　10（Scott　and　Suppes，1958）．Amatrix　S　represents　a　semiorder

if　fbr　every　ちノ，　k，　and　1

　　（1）（S）ii＝0，

　　（2）（S）、ノ＝1，（S）k，・＝1⇒（S）“＝1・・（S）、ノ＝1，

　　（3）（S）iノ＝1，（S）ki＝1⇒（S）1、＝1。r（S）kl．＝1，

　Definition　11．　A　matrix　S　represents　a　semiorder　if　for　everyちノ，　k，　and　1
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　　（1）　（S）n＝　0，

　　（2）　（3）り＝　1，　（S’）jk＝　1，　（S）kt＝＝　1　⇒　 （S）il＝　1，

　　（3）　（S）ki＝　1，　（3）iノニ　1　⇒　 （S）kl＝　1　0r　（S）1ノ＝　1．

　　Proposition　22．　Definition　10⇔Definition　11．

　　Proof．　We　can　rewrite　condition（2）of　Definition　10　as　fbllows：

　　（S）i、ニ1，（S）kl＝1⇒（S）“＝lor（S）、、＝1

if　and　only　if

　　（S）iノ＝　1，　（S）鳶ノ≠　1，　（S）klニ　1⇒　（S）il＝　1

if　and　only　if

　　（S），ノ＝　1，　（S）kノ＝：0，　（S）kl＝　1⇒　（S）〃＝　1

if　and　only　if

　　（S），ノ＝　1，　（S「）ノk＝　1，　（S）kl＝　1⇒　（S）il＝　1．口

　　Definition　12（Scott　and　Suppes，1958）．　A　Boolean　matrix　S　represents　a

semiorder　if

　　（1）　S〈」r＝0，

　　（2）　S×S’〉〈S≦S，

　　（3）　S×S≦S◇S．

　　Proposition　23．　Definition　11⇔Definition　12．

　　Proof　Definition　12　is　a　matrix　representation　of　Definition　11．口

　　Proposition　24．　If　5「×S≦S，　then　S×S≦（S　V　S’）◇（S＞Sf）　⇔　S×S≦

s◇s．

　　Proof．（⇒）Let　sik〈skノ＝・1．　It　will　be　shown　that〈t（sil＞slノ）＝＝1．　Then

we　asSume　by　way　of　contradiction　that　si　i＞slノ＝：O　for　some　1．　Since　S×S

≦S，　3ヴ＝　1．Furthermore　since　si・ic＝＝　1　and　sil＝　0，　sk　l＝　0，　and　since　3幻＝

1and　slノ：0，　slk　＝0．　Similarly　since　skj＝1and　skl＝0，　sj　l＝＝0，　and　since

sik＝1and　slkニ0，　sl’＝0．　From　sik〈砺＝1and　S×S≦（S＞S「り◇（5「

＞S’），it　fbllows　that（si　l＞sli）〉（slノ〉防1）＝1，　But　this　is　a　contradiction．

　　（ぐ＝）　Clearly　S×S≦S◇5「≦（S＞S’）〈〉（S＞3’）．□
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　　Proposition　25．　If　S〈1＝Oand　3×（S〈5つ×S≦S，　then　S×S≦（S＞5「’）

◇（s＞s’）　⇔s×s≦5「◇5「．

　　Proof　If　S〈1＝Oand　S×（S〈S’）×S≦S，　then　we　have　S×S≦5「by

Proposition　16．　Thus　the　result　fbllows丘om　Proposition　24．□

　　Proposition　26．　If　S〈1＝＝O　and　S×3’×3≦3，　then　5「×S≦（S＞5つ◇（S

＞s’）　⇔s×s≦s◇s．

　　Proof．　Since　S×（3〈S’）×5「≦5「×5「’×5「≦5F，　the　result　fbllows　from

Proposition　25．□

　　Proposition　27．　Definition　9⇔Definition　12．

　　Proo£The　result　fbllows　fヒom　Proposition　26．□

　　Definition　13　（Ducamp　and　Falmagne，1969）．　A　Boolean　matrix　S　repre－

sents　a　semiorder　if

　　（1）S〈1＝0，

　　（2）　S＞〈S’〉〈3≦S，

　　（3）　S＞＜S＞〈S’≦5「or　（S＞〈S’）／＼　（S’〉〈S）　　：0．

　　Proposition　28　（Ducamp　and　Falmage，1969）．　Definition　12⇔Definition

13．

　　Proo£From　Lemma　2，　S×S≦S◇S⇔S×S×5「「≦S⇔S×3’≦5「’◇S

⇔（S×Sりく（S’◇S）＝0⇔（S×S’）〈（S’×S）ニ0．□

　Proposition　29　（Fodor　and　Roubens，1994）．　If　S〈1・＝Oand　S×S≦S◇

5「，　then　5「×S≦5「．

Proof．　lf　S×S≦S◇S，　then　from　Lemma　2，　S×S×S’≦S．　Since　S〈1＝

0，　ノ≦5「’；thus　S「×3＝S×S×1≦S×S×S’≦3．口

　Proposition　30．　If　S〈S’≦1and　3×S≦S◇S，　then　S×S「≦S．

　Proof．　Suppose　sik〈skノニ1．　It　will　be　shown　that　siノ＝1．　We　then　assume

by　w・y・f・・ntr・di・ti・n、th・t・si・＝：0・F・・m〈・（s・1＞slノ）－1，　it　f・ll・w・th・t

　si　i＝　1．　Since　si　k＝　1　and　siノ＝　0，　k≠ノ；thus場κニ　O．　Furthermore，　since

sii〈sik＝　1，　〈1（sil＞stk）＝　1．　For　1ニノ，3，∫〉蘇＝　1，　which　is　a
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contradiction；hence　siノ＝　1．口

　　Proposition　31．　If　S　V　S’＞1＝／and　5「×S≦5「，　then　S×S≦S◇S．

　　Proo£Suppose　sik〈skノ＝LIt　will　be　shown　that〈1（sil＞slノ）＝1，　We

then　assume　by　way　of　contradiction　that　sil　V　slノ　＝Ofbr　some　1．　Since　sik

〈砺＝1，sij　＝1．　Therefbre，　since　slノ＝0，’≠1．　From　S＞3’VI＝Jit

then　fbllows　that　sliニ1．　Since　sli〈5ηニ1，　slノ＝1，　which　is　a　contradiction；

hence　s、1＞slノ＝　1　fbr　all　1．［］

　　Proposition　32．　If　S〈3’≦1and　S　V　S’V1＝」，　then　S×S≦S◇S　⇔　S

×s≦s．

　　Proof．　By　Propositions　30　and　31．口

　　Definition　14．　A　Boolean　matrix　5「represents　a　semiorder　if

　　（1）S〈1・O，

　　（2）S×亙’≦（S◇S’）〈（S’◇S）．

　　Proposition　33．　Definition　12⇔Definition　14．

　　Proof．　From　Lemma　2，　S×S’×5「≦S⇔S×S’≦S◇3’，

　　s×s≦s◇s⇔s×s×s’≦s⇔s×s’≦s「◇s．

Therefbre　S×S「×S≦3，　S×S≦S◇S

　　⇔s×s’≦（s◇s’）〈（s’◇s）．口

4Conclusion

　　Using　Boolean　matrix　theory　we　have　shown　that　the　definitions　of

semiorders　given　by　Luce　（1956，1959）and　Scott　and　Suppes（1958）are

equivalent．　Redundancy　of　a　condition　in　the　definition　of　semiorders　given　by

L。ce　h。、　been，x・mi・・d．　Necessary・・nditi・n・f・・p・・P6rti…f・emi・・ders　be－

come　clear　by　using　Boolean　matrices．　Moreover　generalization　of　well一㎞o㎜

properties　of　semiorders　is　possible　by　Boolean　matrix　representation．　Thus

Boolean　matrices　are　usefUI　in　the　discussion　of　semiorders．
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