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　　Elementary　Proofs　of　Generalized　Properties　of

Relational　Traces　Represented　by　Boolean　Matrices

HASHIMOTO，　Hiroshi

Abstract

We　examine　generalized　properties　of　traces　of　a　binary　relation　using　Boolean　matrices．

Relational　traces　are　relations　obtained丘om　a　given　relation，　which　are　reflexive　and

transitive．　There　exist　tWo　traces　fbr　a　relation，　the　right　and　left　traces．　Traces　of　a　given

relation　can　be　represented　by　Boolean　matrices．　Sta貢ing　with　a　well一㎞own　fact　about

relations　or　Boolean　matrices　we　show　some　Boolean　matrix　inequalities　and　obtain

Boolean　matrices　which　represent　transitive　relations．

1　1ntroduction

Some　properties　of　relational　traces　are　examined　by　using　Boolean　matrices

over　the　two　element　Boolean　algebra［12］．Traces　of　a　relation　are　binary　re－

lations　which　are　associated　with　it．　There　exist　two　traces　fbr　a　given　relation，

which　are　reflexive　and　transitive．　Relational　traces　appear　in　various　areas　of

application，　and　have　some　interesting　properties［4－11，14，15］．　We　start　with

well－known　results　on　binary　relations　or　Boolean　matrices，　and　show　some　ine－

qualities　related　to　Boolean　matrices。　Then　using　matrix　representations　of　rela－

tional　traces　we　constnlct　Boolean　matrices　which　represent　transitive　relations．

2Notation　and　definitions

　　For　x，ア∈｛0，1｝we　define　x＞ア＝max（κ，ア），x〈ア＝min（x，ア），and　i

＝1－x．Futhermore　we　define　matrix　operations　and　notation　as　fbllows：For

Boolean　matrices　over｛0，1｝A＝［リ］（m×n），B＝［わ，ノ］（m×n），C＝［c　iノ］（n
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×1フ），D＝［d∫ゴ］（n×n），

　　A＞B＝［aiノ＞b，ノ］，

　　A〈B＝＝［aiノ〈b，ノ］，

　　A＝［aiノ］，

　　A’＝［aノ，］，

　　A×C＝［V，（aik〈ekノ）］，

　　A◇C＝［〈k（aik＞Ckノ）］，

　　D2＝D×D，

　　！望≦B　if　and　only　if　a　iノ≦b，ノfbr　all　i，ノ．

　　As　special　matrices，　we　denote　the　identity　matrix　by　1ニ［δ，ノ］（δりis　the

Kronecker　delta），　and　the　zero　matrix　by　O．　For　a　Boolean　matrix．4，矛’◇

A　and　A◇A「correspond　to　the　left　and　right　traces　of　a　relation　represented

by　A，　respectively　［7］．

3Results

　　We　show　properties　of　relational　traces　of　a　binary　relation　using　Boolean

matrices．　First　from　well－known　results　on　relations　or　Boolean　matrices　we　ob．

tain　some　inequalities　related　to　Boolean　matrices．　Then　we　construct　Boolean

matrices　which　represent　transitive　relations　using　relational　traces．　Throughout

this　paper　we　deal　with　Boolean　matrices　over｛0，1｝．We　start　with　the　fbllow．

ing　fact　about　Boolean　matrix　inequalities．

　　Lemma　1［1－3，13，17，18］．　For　any　Boolean　Matrices　A（m×n），　B（n

×p），and　C（m×p），the　fbllowing　conditions　are　equivalent．

　　（1）ノ1×B≦C．

　　（2）　A≦C◇Bl

　　（3）　B≦ノ1’◇C．

　　Proposition　1［18］．　For　any　Boolean　matrices　A（m×η）and　B（p×〃），

（14◇Bt）×B≦A．
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Proof．　Since　A◇B’≦A◇B’，　using　Lemnia　1　we　have（A◇B’）×B≦A．

口

　Proposition　2［18，20］。For　any　Boolean　matrices　A（m×n）and　B（p×η），

（（A◇B’）×B）◇B’＝＝．4◇B’．

Proof　Since（A◇B’）×B≦（A◇B’〉×B，　using　Lemma　1　we　have　A◇万’

≦（（ノ望◇B’）×．8）◇Bt．　Then　by　Proposition　1，　（（ノ霊◇B－’）×B）◇互’≦．4◇

B’．Thus　（（ノ望◇、B’）×B）◇B’＝、4◇B’．口

　Proposition　3．　For　any　Boolean　matrices　A（m×〃），　B（p×n），　and　C（g

×n），（．4◇B’）×（B◇σ）×C≦．4．

　Proof　By　Proposition　1，（．4◇B’）×B≦．4　and　（B◇C’）×C≦B．　Therefbre

（．4◇B’）×（B◇C’）×C≦（．4◇B’）×B≦．4．口

　Proposition　4．　For　any　Boolean　matrices．4（〃1×n），．8（」ρ×n），　and　F（η

×9），（A◇Bt）×（β◇F）≦．4◇F．

　Proof．　By　Lemma　l　and　Proposition　3　we　have　the　result．口

　Proposition　5．　For　any　Boolean　matrices　A（〃z×n），　B（p×η），　and　F（n

×n），（．4◇B’）×（B〈（B◇F））≦．4〈（．4◇F）．

　Proof　By　Proposition　l　we　have

　（．4◇Bt）×（B〈（B◇F））≦（．4◇B’）×B≦．4．

By　Proposition　4　we　have

　（A◇B’）×（B〈（B◇F））≦（、4◇B’）×（B◇F）≦、4◇F．

Therefbre

　（A◇Bt）×（B〈（、B◇F））≦．4〈（．4◇F）．口

　Proposition　6．　For　any　Boolean　matrices　A（m×刀），B（p×n），　C（p×n），

D（〃1×〃），E（p×n），　and、F（n×η〉，　if∠ユ≦D，　C≦、8，　and　E≦B，　then

　（．4◇B’）×（C〈（E◇F））≦D〈（ノ置◇F）．

　Proof　By　Proposition　5．□

　Proposition　7．　For　any　Boolean　matrices　A（m×〃），B（、ρ×η），　C（p×η），

D（m×〃），E（p×η），　F（n×n），　and　G（m×p），　if．4≦D，　C≦B，　and　E
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≦B，then

　（G〈（、4◇B’））×（C〈（E◇17））≦1）〈（．4◇F）．

　Proof　By　Proposition　6　we　have

　（G〈（．4◇、8’））×（C〈（E◇F））≦（．A◇．8’）×（C〈（E◇F））≦D〈（．4◇

F）．口

　Proposition　8．　For　anyη×nBoolean　matrices　A，　B，　and　C，　if　A≦C≦B，

then

　（1）（C〈（A◇B’〉）2≦C〈（A◇B’），

　（2）　（C〈（B’◇！望〉）2≦C〈（B’◇ノ霊）．

　Proof　（1）By　Proposition　7　we　have　the　result．

　（2）Since．4≦α≦B’，　using　（1）above，　we　have　（C’〈（．4’◇万））2≦C’

〈（．4’◇B）．Taking　transposes　on　both　sides　of　the　above　inequality，　we　obtain

（C〈（B’◇A））2≦C〈（B’◇A）．口

　Proposition　9．　For　anyη×nBoolean　matrices　A　and　B，　if・A≦B，　then

　（1）（A〈（オ◇β’））2≦A〈（オ◇B’），

　（2）（A〈（B’◇A））2≦A〈（B’◇A）．

　Proof　By　Proposition　8。□

　Proposition　10．　For　any　n×nBoolean　matrices．4　and　B，　if．4≦B，　then

　（1）（β〈（．4◇B’））2≦B〈（、4◇B’），

　（2）（B〈（B’〈＞A））2≦B〈（B’◇A）．

　Proof　By　Proposition　8．□

　Proposition　11［9，10］．　For　anyη×nBoolean　matrixオ，

　（1）（A〈（．4◇！1’〉）2≦、4〈（、4◇！1’），

　（2）（A〈（A’◇A＞）2≦A〈（A’◇A）．

　Proof　By　Propositions　g　or　10．口

　proposition　12．　For　any　Boolean　matrices　A（m×n），B（p×n），C（p×η），

and　F（n×q），　if　C≦B，　then　（ノ望◇、B’）×（C◇F）≦！望＜＞F．

　Proof　By　Proposition　4，　we　have　G4◇B’）×（C◇，F’）≦（．4◇B’）×（B◇F）



El・m・nt・・y・P…f・・f　G・n・・alized　P・・P・ni…f　（235）－103－

Relational　Traces　Represented　by　Boolean　Matrices

≦A◇17．□

P・・P・・iti・n　13．　F・・any　B・・1・an　m・t・ice・A（m×・），B（m×・），・nd・F（・

×9），if／1≦、B，　then　（A◇B’）×（ノ4◇F）≦ノ1◇F・

　Proof　By　Proposition　12．口

　Proposition　14，　For　any〃1×nBoolean　matrices　A　and　B，　if・4≦B，　then

（A◇B’）2≦A◇B’．

　Proof　From　Proposition　l3　we　have　the　result　by　setting　F＝B　t．口

　Proposition　15　［16］．For　any〃1×nBoolean　matrix　A，（．4◇．4’＞2＝．4◇・4～

　Proof　By　Proposition　14，（A◇A’）2≦．4◇．4’．　Since　1≦．4◇A’，　we　have

（A◇A’）2＝ノ4◇、4’．口

P・・P・・iti・n　16．　F・・any　B・・1・an　m・t・ice・A　（m×・），F（・×9），

　（1）　（．4◇矛’）×（！1◇、F）＝A◇F，

　（2）　（A×A’〉◇（．4×F）＝A×」F．

P…f（1）S・賃i・gB－Ai・P・・P・・iti・n13，w・h・v・（オ◇A’）×（オ◇F）≦

．4◇F．Since　I≦．4◇矛，　it　fbllows　that（A◇A’）×（A◇F）＝！1◇F．

（2）R，pl・・i・gオby匠・nd　F　byアi・（1）・b・v・，（フ◇A’）×（1◇iii）一フ

◇F．Then　taking　complements　on　both　sides　of　the　above　equation，　we　get

（．4×．4’）◇（A×F）＝＝A×F．口

　Proposition　17．　For　any　Boolean　matrices　A（〃1×n），F（g×m），

　（1）　（F◇．4）×（．4’◇A）＝」F◇．4，

　（2）　（F×ノ1）◇（ノ望’〉＜A）＝、F＞〈ノ4．

　Proof　（1）　By　Proposition　16　（1），　（．4’◇1）×（．4’◇F’〉＝．4’◇Ft．　Taking

tr・n・p・・e・・n　b・th・id…fth・ab・ve　equ・ti・n，　w・g・t（F◇A）×（A’◇A）＝F

◇A．

　（2）Using　an　argument　as　in　the　proof　of（1）above　we　get　the　result丘om

Proposition　16　（2）．口

　Proposition　18［18］．For　any〃1×nBoolean　matrix　A，

　（1）　（A＜＞A’）×ノ霊＝ノ望，
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　　（2）　（A＞〈二不’）◇ノ望＝＝1望．

P…f（1）Putti・g　F＝7i・P・・P・・iti・n　16（1＞，，ince　A◇7－A，　w，　h、v，

（A◇A’）×A・・＝A．

　　（2＞Putting　F＝1in　Proposition　16（2），since　A×1＝！望，　we　have（．4×矛’）

◇A＝A．口

　　proposition　19［18］．For　any〃1×ηBoolean　matrix　A，

　　（1）A×（1’◇A＞＝A，

　　（2）A◇（A’×A）＝A．

　　Proof　By　Proposition　17．口

　　Proposition　20．　For　any　Boolean　matrices　A（n×n）and　B（n×p），if　R＝A

〈（．4◇A’）〈（B◇B－’），then　R2≦、R．

　　Proof　By　Propositions　11　（1）and　15．口

　　Proposition　21．　For　any　n×ηBoolean　matrix．4，　if　R＝．4〈（A◇A’）〈（2

◇！望’），then　1～2≦R．

　Proof　By　Proposition　20．口

　Proposition　22．　For　anyη×nBoolean　matrix．4，　if　R＝A〈（．4◇A’）〈（A

◇ノ4’），then　R2≦R．

　Proof　Replacing．4　by！l　in　Proposition　21　we　have　the　result．口

　Proposition　23．　For　any　n×nBoolean　matrix．4，　if　A’＝．4　and　R＝7〈（／望

＜＞A）〈（A◇A），then　1～2＝R．

　Proof　By　Proposition　22　and　symmetry　of　R．□

　Proposition　24．　For　anyη×nBoolean　matrix　5「，　if．R二否く亙’〈（（5「＞S’）

◇（S〈5甲））〈（（否く亙’）〈〉（S＞S’）），then　R2＝R．

　Proof　Letting．4＝・S＞S’in　Proposition　23　we　have　the　result．口

　Proposition　25［19］．　For　any　n×ηBoolean　matrix　S，　if　Pニ3V［（否く亙’）

〈（（（S〈5「’）×5「）〉（S×（否く亨’）））］　and　R＝lii〈7ヲ’，　then　R2＝＝R．

　Proof　Obviously

P－s〈［（svs’）〉（（（s＞s’）◇s）〈（s◇（s＞s’）））］，
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戸’＝亙’〈［（s＞s’）〉（（亙’◇（3＞3’）〉〈（（svs’）◇3’））］．

　　Then

　　R＝P〈P’

＝否く計’〈［（s＞s’）〉（（（3w）◇S）〈（否◇（∫＞3’）））］〈［（s＞5’）v（（3’

◇（S＞8’））〈（（3V3’）◇3’））］

　　二否く吾’〈（（3V3’）◇否）〈（否◇（SVS’））〈（亙’◇（3V3’））〈（（3＞3’）◇

亙’）

＝否く亙’〈（（s＞s’）◇否）〈（（SVS’）◇亙’）〈（否◇（3W））〈（亙’◇（5W））

　　＝否く亨’〈（（3V3’）◇（否く吾’））〈（（3〈3’）◇（5＞3’））．

　　Thus　by　Proposition　24　we　have。R　2＝R．□　　　　　　　　　　　　　・
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