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Semitransitive関係とFerrers関係のNegative推移性

橋　本 寛

Abstract

　We　consider　negative　transitivity　of　semitransitive　relations　and　Ferrers　relations　using

Boolean　matrices　with　zeros　and　olles．　From　generalized　properties　of　negatively　transitive

relations　we　obtain　some　elementary　properties　of　semitransitive　relations　and　Ferrers

relations　which　become　negatively　transitive　or　transitive　under　certain　conditions．

Moreover，　as　special　cases　connectedness，　antisymmetry，　reflexivity，　and　irreflexivity　of

some　types　of　relations　are　examined　shortly．

1．はじめに

　一般に2項関係は0，1の要素をもつプール行列で表現できる。本論文では，

与えられた2項関係がsemitansitive関係やFerrers関係であるとき，その関

係がnegatively　transitive関係または推移関係となるための条件について，プー

ル行列を用いて考察をおこない，これに関するいくつかの初等的性質を示し

ている。このsemitransitive関係やFerrers関係は応用上有用な関係であり，

様々な分野で出現する2項関係である。たとえば，効用に関する基礎理論で

重要な役割を演じるsemiorderの条件の中にはsemitransitive関係やFerrers関

係であるための条件が含まれている［1，12，14，20］。Semitransitive関係や

Ferrers関係のいくつかの基本的性質は古くからよく知られているが［2，16，

17，18］，ここではそれらとは別のタイプの性質を示している。また，本論文

ではnegatively　transitive関係の考察の過程において得られた関係の連結性，

反対称性，反射性，非反射性に関しても若干の性質を示している。

2．定義

　2項関係を0，1の要素をもつn次プール行列で表す。プール行列に関する
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演算や記法は文献［11］に従うものとする。また，以下においては，一般に

n次プール行列をR＝［ri］，　S＝［胡，　Tニ［’，］などで示し，とくに1で単位行

列，0で零行列，Eで全要素が1の行列を示す。よく知られているように，

semitransitive関係を表現するプール行列RはR2≦R◇Rとなり，　Ferrers関

係を表現する行列RはR×R’×R≦Rとなる。ここで演算R◇Sは，R◇S　＝＝

［（r、1＞sll）〈（r、2　V　s2」）〈…〈（r、。　V　s。」）］で定義される。またnegatively　transitive

関係を表現する行列Rは（R）2≦Rとなる。

3．結果

　まず，すでに報告しているnegatively　transitive関係に関する性質を一般化

した性質をもとにして，これからsemitransitive関係およびFerrers関係に関

する性質を導く。次に，それらの性質の特別な場合として種々の関連する性

質を得る。

［性質1］　［10］SV　Tt＞1ニEのとき

（1）R×T≦R　⇒　R×S≦R

［性質2］次の条件は同値である。

（1）S’〈1≦T

（2）　S／＼1≦Tt

（3）　T’／＼ノ≦S

（2）T×R≦R　⇒　S×R≦R

（4）　T／＼1≦S’

（5）　T＞S’v1　＝　E

（6）、∫＞T’＞1＝E

（証明）（1）⇔（2）S’〈1≦T　⇔（S’〈1）’≦T’⇔S〈1≦Tf

（2）⇔（3）S〈1≦T’⇔1≦SV　T’⇔Tt〈1≦S

（3）　⇔　 （4）　T’／＼1≦S⇔　 （Tr／＼／）’≦S’⇔　7ソ＼1≦S’

（4）　⇔　　（5）　T／＼1≦S’⇔　T／＼1／＼S’≦0　⇔　T＞ノ＞S’≧E　⇔　T＞S’VI＝E

（5）　⇔　 （6）　T＞S’＞1＝E　⇔　 （Tvsr＞1）’＝E’⇔　T’VS＞1　：E　⇔　SVT’VI

＝ E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質3］3’〈1≦Tのとき

（1）R×T≦R⇒R×S≦R　　　　　　（2）TXR≦R⇒S×R≦R

（証明）性質2によって，S’〈1≦T⇔SVT’＞1＝Eであるから性質1によ
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る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質4］次の条件は同値である。

（1）　S’／＼1≦R＞〈Rt　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（7芝◇R’）／＼ア≦S’

（2）　S／＼1≦R＞＜Rt　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（R＞〈Rt）VS「〉」r＝＝E

（3）　（R＜＞Rf）／＼1≦S　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　S＞（R＞〈R’）VI＝E

（証明）性質2においてT＝R×R’とおけばよい。　　　　　　　　（証明終）

［注意1］上の性質4（2）に関して，一般には「S〈1≦R×R’⇒S≦R×Rd

とならない。いまS　・・1，R＝0とおけば，　S＝1であるからS〈1＝0とな

り，またR×R’－0となる。したがってS〈1≦R×R’であるが，S≦R×R’

とはならない。しかし，「（S〈ノ）×R≦R⇔S×R≦R」すなわち「S〈1≦R

◇R’⇔S≦R◇R’Jは成立する［11］。

［性質5］次の条件は同値である。

（1）　S’／＼1≦R「〉〈R　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’◇、R）／＼1≦sr

（2）　S／＼1≦R’〉＜R　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（Rt＞＜R）＞3’＞1＝E

（3）　（R「◇R）／＼1≦S　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　S＞（R’〉〈R）＞1＝E

（証明）性質2においてT－R’×Rとおけばよい。　　　　　　　（証明終）

［性質6］　S’〈1≦R×R’のとき

（1）R2≦R◇R⇒R×S≦R　　　（2）R×R’×R≦R⇒S×R≦R

（証明）性質3においてT＝R×R’とおけば，S’〈1≦R×R’のとき，「R×（R

×R’）≦R⇒R×S≦R」となり，明らかに「R×（R×R’）≦R⇔R2≦R◇R」

であるから，「R2≦R◇R⇒R×S≦R」となる。また，「R×R’×R≦R⇒5「

×R≦R」となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質6における前提条件のS’〈1≦R×R’を性質4の同値条件で置

き換えることができる。

［性質7］S’〈1≦R’×Rのとき

（1）　R＞＜7～7×R≦R　⇒　R＞＜百≦R　　　　　　　（2）　R2≦R◇R　⇒　3＞〈】亜≦】亜

（証明）性質3においてT－R’×Rとおけばよい。　　　　　　　　（証明終）

　なお，上記の性質7は性質6においてRをR’，SをS’とおき，転置する
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ことによっても得られる。また，上記の性質7の前提条件のS「〈1≦R’×R

を性質5の同値条件で置き換えることができる。

［性質8］S’≦R×R’のとき

（1）R2≦R◇R⇒R×S≦R

（証明）性質6による。

［性質9］S’≦Rt×Rのとき

（1）R×．R’×R≦R⇒R×S≦R

（証明）性質7による。

［性質10］　1≦R×Rtのとき

（1）R2≦R◇R⇒R×S≦R

（証明）性質6による。

（2）RXRt×R≦R⇒S×R≦R

　　　　　　　　　　　　　（証明終）

（2）R2≦R◇R⇒S×R≦R

（証明終）

（2）　R＞〈、R’〉＜R≦R　⇒　S＞〈R≦R

　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質10は性質6から形式的に得られたものであるが，以下の性質21で

示すように上の性質の条件を満たすRは1次行列となる。したがってSも

1次行列となる。R，　Sが1次行列であれば，　R×S≦R，　S×R≦Rは一般に

成立する。

［性質11］　1≦R’×Rのとき

（1）R×R’×R≦R⇒R×S≦R　　（2）R2≦R◇R⇒S×R≦R

（証明）性質7による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質11に関しても，性質10の場合と同様であり，上の性質の条件を満

たすRは一般に1次行列となる。

［性質12］［10］次の条件は同値である。

（1）R≦S

（2）（R×S’）〈1＝0

（3）　（S’〉くR）〈1＝0

［’1生質13］　　（1）　（ノ～×R’）／＼1＝0

　　　　　（2）　（Rt＞く、R）／＼1＝0

（4）　（R’〉＜S）／＼1＝：0

．（5）　（S＞くR　’）／＼1r＝0

（3）　（、R「〉〈R）／＼1「＝0

（4）　（R＞くR’）／＼1＝0

（証明）R≦Rが一般に成り立つので，性質12においてS・・Rどおけばよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）



Semitransitive関係とFerrers関係のNegative推移性　　（661）－21一

［性質14］　（1）R×Rt≦1

　　　　　（2）R’×R≦1

（証明）性質13による。

［肇生質15］　　（1）　、R◇R’≧1

　　　　　（2）　Rt◇R≧1

（証明）性質14による。

［13］ （3）　R’×R≦1

（4）　、R＞くR’≦1

（3）　Rt◇R≧1

（4）　R◇R「≧1

（証明終）

（証明終）

上の性質15はよく知られている［11，15，19］。

［性質16］　（1）1≦R×R’⇔1＝R×R’　　（3）1≦Rt×R⇔／＝Rt×R

　　　　　（2）　．1≦Rt＞＜R　⇔　1　＝R’×R　　　　　　（4）　1≦」R＞＜」R「⇔　1＝R＞〈R「

（証明）（1）（a）1≦R×Rfのとき

性質14によって，一般にR×R’≦1であるから1＝R×R「となる。

　（b）1＝RXR’のとき：明らかに1≦R×R’となる。

　（2）一（4）（1）と同様である。

［注意2］1・・R×R’となるRの例としてR＝1や次の行列がある。

　　　　　　R一團

［性質17］

（証明）（1）1≦R×RlR2≦R◇Rのとき

（証明終）

ノ≦R×RlR2≦R◇R⇔R＝［1］（1×1）またはR＝［0］（1×1）

　Rの次数をnとし，n≧2のとき矛盾が生じることを示す。／≦R×R’のと

き性質16（1）によって1＝R×R’となる。またR2≦R◇RからR×R×R’≦Rと

なり，1・＝R×R’を用いてR×1≦Rとなる。このR×ノ≦Rと，一般に成り

立つR×1≦Rを用いて，R×（1＞1）≦RすなわちR×E≦Rが得られる。と

ころで1≦EであるからR×E・・Rとなる。E＝［ei」］（e、・＝1）とおけばR×E＝

Rから（r、1〈elj）〉（r、2〈θの〉…〉（r、n〈en」）－ruとなり，　eli－eZi－…－e。」－1だ

からr、1＞r、2＞…Vrin＝rヴとなる。これからruニ0ならばr、1　V　r、2＞…Vrin＝0

すなわちRの第i行はすべて0となる。したがってRの各行はすべて0であ

るか，またはすべて1である。
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　（a）Rの第1行がすべて0のとき：R×R’の（1，ノ）要素は，（rl1〈η1）〉（rl2〈

弓2）V…〉（rln〈r、n）＝oとなる。しかしノ≠1のときは1＝R×R’から（r11〈r、・1）

〉（r12〈r、，）〉…〉（71。～。）－1とならねばならない。これは矛盾する。

　（b）Rの第1行がすべて1のとき：R×R’の（1，ノ）要素は

　　　　（rl1〈乃1）〉（乃2〈r，，）〉…〉（rln〈rln）－r，1　V　r」、V…Vr」．

となる。ノ≠1のときは1・・R×R’から乃1＞r、2V…V㌦＝1となり，あるkに

対してrj、　＝Oとなる。したがってRの第ノ行はすべて0となり，　R×R’の（i，

1）要素は

　　　　（ril〈rl1）〉（乃2〈r12）V…V（r」’n〈rln）＝0

となる。しかし，／＝R×Rtによってノ≠1のときR×R’の（ノ，1）要素は1で

あるから，これは矛盾する。

　（2）R－：［1］（1×1）またはR＝［0］（1×1）のとき

　このとき1≦R×R’，R2≦R◇Rとなることは明らかである。　　（証明終）

［性質18］　1≦R×1～lR×、Rt×R≦R⇔R＝［1］（1×1）またはRニ［0］（1×1）

（証明）（1）1≦R×R；R×R’×R≦Rのとき

　1≦R×R’のとき性質16（1）によって1＝R×R’となるので，R×R’×R≦R

から1×R≦Rとなる。これから1≦R◇R’となり，1≧R×R’すなわち1≧

R×R’が得られる。ところで性質13（1）によって（R×R’）〈1＝0であるから

R×R’＝0となる。したがって1≦R×R「－0となり，これが成り立つため

には1－［1］（1×1）でなければならず，R－［1］（1×1）またはR・・一［0］（1×1）

となる。

　（2）R＝［1］（1×1）またはR－［0］（1×1）のとき

　明らかに1≦R×RlR×R’×R≦Rとなる。　　　　　　　　　　（証明終）

［性質19］　1≦R’×R，R×R「×R≦R⇔R＝［1］（1×1）またはR＝［0］（1×1）

（証明）（1）1≦R’×R，R×R’×R≦Rのとき

　1≦R’×Rから性質16（2）によって1＝R’×Rとなるので，R×R’×R≦Rか

らR×1≦Rとなる。これから1≦R◇Rとなり，1≧R’×Rとなる。ところ

で性質13（3）によって（R’×R）〈1－0であるからR’×R・－OすなわちR’×R一
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0となる。したがって／≦R’×R＝0となるが，これが成り立つためには1＝

［1］（1×1）でなければならず，R－［1］（1×1）またはR＝［0］（1×1）となる。

　（2）R＝［1］（1×1）またはR＝：［0］（1×1）のとき

　ア≦π×R，R×π×R≦Rとなることは明らかである。　　　　　（証明終）

［性質20］　1≦Rt×R，　R2≦R◇R⇔R＝：［1］（1×1）またはR＝［0］（1×1）

（証明）（1）1≦R’×R，R2≦R◇Rのとき

　Rの次数をnとし，n≧2のとき矛盾が生じることを示す。1≦R’×Rの

とき性質16（2）によって1＝R’×Rとなる。またR2≦R◇RからRt×R×R≦R

となり，1－R’×Rによって1×R≦Rとなる。この1×R≦Rと，一般に成

り立つ1×R≦Rを用いて，（1＞1）×R≦RすなわちE×R≦Rが得られる。

ところでノ≦EであるからE×R＝Rとなる。Eニ［eu］（eij　＝1）とおけば，　E×

R＝＝Rから

　　　　（e、1〈rl」）〉（e、2〈ア寄）〉…V（e、n〈r。）－r，

となり，e、1－e、2－…＝　ei．＝1だからrlj＞吻V…＞rnj　＝rtJとなる。これからru

＝ 0ならばri」＞r2，〉…＞r。j－0すなわちRの第ノ列はすべて0となる。した

がってRの各列はすべて0であるか，またはすべて1である。

　（a）Rの第1列がすべて0のとき

　Rt×Rの（f’1）要素は，

　　　　（rl」〈rll）〉（r2J〈r21）V…V（㌦〈r。1）－0

となる。しかしノ≠1のときは1・・Rt×Rから

　　　　（rl」〈rl1）〉（r寄〈r21）〉…〉（r。」〈r。1）ニ1

とならねばならない。これは矛盾する。

　（b）Rの第1列がすべて1のとき

　Rt×Rの（∫1）要素は

　　　　（rlj〈rll）〉（r2コ〈ア21）V…V（r。」〈r。1）－rlJ＞物V…＞rnJ

となる。ノ≠1のときは1－R’×Rから恥V物〉…Vr．＝1となり，あるkに対

してr、」ニ0となる。したがってRの第ノ列はすべて0となるので，R’×R

の（1，ノ）要素は
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　　　　（rll〈rl」）V（r21〈r、」）V…〉（r。1〈r。」）－0

となる。しかし，1＝R「×Rによってノ≠1のときR’×Rの（1，ノ）要素は1で

あるから，これは矛盾する。

　（2）R＝［1］（1×1）またはR＝［0］（1×1）のとき

このとき，明らかに1≦R’×R，R2≦R◇Rとなる。　　　　　　（証明終）

［性質21］次の条件は同値である。

（1）1≦R×RIR2≦R◇R

（2）1≦R×、RlR×R’×R≦R

（3）1≦R’×R，R2≦R◇R

（証明）性質17－20による。

［性質22］次の条件は同値である。

（1）ノ≦R×R；R2≦R◇R

（2）　1≦≡R＞＜R～　」R＞＜Rt＞＜R≦R

（3）　1≦Rt＞くR，　R2≦R◇、R

（証明）性質21による。

［性質23］R’〈1≦R×R’のとき

（1）R2≦R◇R⇒（R）2≦R

（4）　1≦R’〉＜R，R＞〈」R’〉＜R≦R

（5）Rは1次行列である。

　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

（4）　1≦、R’〉＜、R，　、R＞〈R’〉〈R≦R

（5）Rは1次行列である。

　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

（2）R×R’×R≦R⇒（1～）2≦R

（証明）性質6においてS＝Rとおけばよい。

［性質24］R「〈1≦R’×Rのとき

（1）　R＞〈R’〉くR≦≡R　⇒　 （R）2≦R　　　　　　　　（2）　R2≦R◇R　⇒　 （R）2≦R

（証明）性質7においてS＝＝Rとおく。

［性質25］R’≦R×R’のとき

（1）R2≦R◇R⇒（R）2≦R

（証明）性質23による。

（証明終）

（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）　R×、R’〉くノ～≦R　⇒　　（R）2≦、R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意3］一般には，「R’≦R×R’，（R）2≦R⇒RZ≦R◇R」とはならない。いま

　　　　　　　　　　1010

　　　　　　　　　　1111
　　　　　　R＝
　　　　　　　　　　1111

　　　　　　　　　　1011
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とおけば

　　　　　　　0100　　　　　　　　　　　　　　　　0000

　　（R）2－0000≦R，　R×R’＝1001≧R’
　　　　　　　0000　　　　　　　　　　　　　　　　1001

　　　　　　　0000　　　　　　　　　　　　　　　　1000

であるが，

　　　　　1111　　　　　　　　　　　1011

　　　　　1111　　　　　　　　　　　1111

　　　　　1111　　　　　　　　　　　1111

となってR2≦R◇Rとはならない。

　なお，性質54（1）（2）で示すように，R’≦R×R’かつ（R）2≦RのときRVR’＝

Eとなる。

［注意4］一般には，「R≦R×R’，（R）2≦R⇒R×R’×R≦R」とはならない。

いま

　　　　　1011

　　R＝　1111

　　　　　1111

　　　　　1101

とおけば

　　　　　　　　　0000

　　　　　（R）2＝　0000　≦R，

　　　　　　　　　0000

　　　　　　　　　0000

であるが，

　　　　　　　　　　　　1101

　　　　R×Rt×R＝　　1111

　　　　　　　　　　　　1111

　　　　　　　　　　　　1011

　　　　　0001

R×Rt＝　1001　≧R’

　　　　　1001

　　　　　1000
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となって，R×R’×R≦Rとはならない。

［注意5］一般には，「R’〈1≦R×R’⇒R≦R×R’］とはならない。いま

　　　　R＝圏

とおけば，

　　　　R’＝「1？］＝”　R×R’＝圏

となり，R’≦R×R’とはならない。

［性質26］R「≦R’×Rのとき

（1）　R＞＜Rt＞くR≦R　⇒　　（R）2≦R　　　　　　　　（2）　R2≦R◇R　⇒　　（R）2≦R

（証明）性質24による。

［性質27］1≦Rのとき

（1）R2≦R◇R⇒（R）2≦R

（証明）1≦RからR’≦R×R’となるので性質25による。

（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）　R＞〈R’〉くR≦R　⇒　 （R）2≦R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質は，1≦RのときR’≦R’×Rともなるから，性質26からも得られ

る。また，上の性質27（1）は1≦RのときR≦R2となるから次の性質28からも

いえる。

［性質28］R≦R2，1～2≦R◇R⇒（R）2≦．R

（証明）R≦R2≦R◇RからR≦R◇Rとなり，したがって（R）2≦Rとなる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意6］一般には，「R＝R2，　R×R’×R≦R⇒（R）2≦R」とはならない。いま

　　　　　　　R一團

とお

となるが，
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　　　　　　　（R）・一園

であって（R）2≦Rとはならない。

［肇生質29］　　［1，　11］

（1）　R2≦R◇R　⇔　　（R）2≦R◇R　　　　　　　　（2）　R＞〈R’〉〈R≦R　⇔　R＞＜Rt＞〈R≦R

［性質30］

（1）R’〈1≦R×RIR2≦R◇R⇒R2≦R

（2）R’〈1≦R「×R，R2≦R◇R⇒R2≦R

（3）　Rt／＼1≦R×R～　R＞＜Rt＞＜R≦R　⇒　R2≦R

（4）　1～’／＼1≦R’〉＜R，　R＞＜Rt＞くR≦R　⇒　R2≦R

（証明）性質23，性質24においてRをRとおき，性質29を用いる。（証明終）

［性質31］

（1）R〈1≦R×RIR2≦R◇R⇒R2≦R

（2）　R／＼1≦R’〉＜R，R2≦R◇R　⇒　R2≦R

（3）　R／＼1≦≡R＞＜R～　R＞〈R’〉〈R≦R　⇒　R2≦R

（4）　R／＼1≦≡Rt＞＜R，　R＞＜Rt＞〈R≦R　⇒　R2≦R

（証明）性質30による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質32］

（1）R’≦R×RtR2≦R◇R⇒R2≦R

（2）　R’≦Rf＞〈R，　R2≦R◇R　⇒　R2≦≡R

（3）　R’≦R＞＜1～～　R＞〈R’〉〈R≦R　⇒　R2≦R

（4）　R’≦Rt＞＜、R，　R＞〈R’〉＜R≦R　⇒　R2≦ノ～

（証明）性質30による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［Jt生質33］　　［11］

（1）R≦R×R～R2≦R◇R⇒R2≦R

（2）　、R≦R’〉〈R，　R2≦R◇R　⇒　R2≦≡R

（3）　R≦R＞〈R～　R＞〈R’〉くR≦、R　⇒　R2≦」R
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（4）　R≦Rt×R，、R＞〈R’〉く」R≦≡．R　⇒」R2≦、R

（証明）性質32による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質34］　［2，11］R〈1＝0のとき

（1）R2≦R◇R⇒R2≦R　　　　（2）R×R－”×R≦R⇒R2≦R

（証明）R〈1－0から性質1≦Rとなるので，R’≦R’×Rとなる。したがっ

て性質32による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質35］

（1）R≦R×R；R2≦R◇R⇒R2≦R

（2）R≦Rt×R，　RZ≦R◇R⇒R2≦R

（3）　R≦R×R；　R＞〈R’XR≦R　⇒　R2≦R

（4）　R≦R’〉＜R，　R＞〈R’〉くR≦R　⇒　R2≦R

（証明）（1）性質13によってR〈1≦（R×R’）〈1＝Oであるから性質34によ

る。

　（2）一（4）（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質35は形式的には成立するが，以下の性質37で示すように上の性質

の条件を満たす行列RはR＝0に限られる。

［性質36］　（1）R≦R×Rf，R2≦R⇔R＝0（2）R≦R’×R，　R2≦R⇔R＝0

（証明）（1）（a）R≦R×RlR2≦Rのとき

　R×R≦RからR≦R◇R’すなわちR≧R×R’となる。したがってR≦R×R’

≦Rとなり，R≦Rとなる。よって，これからR＝0となる。

　（b）R－0のとき：明らかにR≦R×R～R2≦Rとなる。

　（2）（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質37］

（1）　R≦R＞くR～　R2≦R＜＞R　⇔R＝0　　　（3）　R≦R＞〈1～～　R＞＜R’×R≦R　⇔R＝0

（2）　R≦R「〉＜R，RZ≦≡R◇R　⇔　1～＝0　　　（4）　R≦Rr＞〈R，　R×R’〉〈R≦R　⇔R＝0

（証明）（1）（a）R≦R×R～R2≦R◇Rのとき

　性質35によってR2≦Rとなるから，性質36によってR＝Oとなる。

　（b）R＝0のとき：明らかにR≦R×RIR2≦R◇Rとなる。
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　（2）一（4）（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意7］上記の性質37（3）は「R×R’×R≦R≦R×R’⇔R－0」と表現で

きるが，一般には「R×R’×R≦R×R’⇒R＝0」は成立しない。これはR

としてR・・Eを考えてみればわかる。（4）についても同様である。

［性質38］

（1）R2≦R◇Rのとき　　R≦R×Rt⇔R≦R’×R⇔R・・0

（2）R×R’×R≦RのときR≦R×R’⇔R≦R’×R⇔R・・O

（3）R2≦Rのとき　　　　R≦R×R’⇔R≦Rt×R⇔R＝0

（証明）性質36および性質37による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，R－0の同値条件として次の性質も成立する。この性質の各条件は

ほとんど自明であり，またよく知られていると思われるが，念のため証明を

与える。また，ここで示しているもの以外にもR＝0の同値条件が知られ

ている［4］。

［性質39］

（1）R－0

（2）R≦R

（3）　R＞＜R’≦1r

（4）　、Rt＞＜R≦1

（5）　（R＞くR　’）／＼1＝0

（6）　（R’×R）〈1＝0

（7）　Rt＝R，　R2≦．1

（証明）

次の条件は同値である。

［4］

［4］

（8）R’＝R，R2〈1＝0

（9）　Rt＝R，　▽R＝0

（10）R2－R，　R〈1＝0

（11）R2－R，▽R　・O

（12）R2　＝R，　R”　・・o

（13）　Rt＝R，　Rn＝0

［4］

［4］

（14）　Rt＝R，　、R2≦R，　R／＼1　＝0　　［4］

（1）　⇔　　（2）　ノ～＝0　⇔　R≦0　⇔　R／＼R≦0　⇔　1～≦1～

（2）⇔（3）

（2）⇔（4）

（3）⇔（5）

（4）⇔（6）

（1）⇒（7）

（7）⇒（4）

R≦R⇔1～≦1◇R⇔R×Rt≦I

R≦R⇔R≦R◇1⇔Rt×R≦1

R×、Rr≦ア⇔（R×．Rうく1≦0⇔（R×R’）〈1＝O

R’×R≦ア⇔（Rt×R）〈1≦0⇔（Rt×R）〈1＝O

R－0のとき明らかにR’－R，R2≦1となる。

Rt＝R，　R×R≦1からRt×R≦1となる。
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　（7）⇔（8）R2≦ア⇔R2〈1ニ0であるから明らかである。

　（8）⇔（9）　R2〈1＝0⇔▽R＝0による。

　（1）⇒（10）明らかである。

　（10）⇒（1）R＝R2＝…＝Rn：0

　（1）⇒（11）⇒（10），（1）⇒（12）⇒（11），（1）⇒（13）明らかである。

　（13）⇒（8）R”　＝oからR2〈1・・Oとなる。

　（1）⇒（14）明らかである。

　（14）⇒（13）R2≦R，　R〈1・＝OのときRn－0となる。　　　　（証明終）

　ここで，以下の議論のためにR＞R’＞1＝Eすなわち行列Rで表現される

関係が連結的となるための必要十分条件をまとめておこう。次の性質40およ

び性質41はほとんど自明であり，またすでによく知られていると思われる。

このR＞R’V1ニEについてはここで示しているもの以外にもいくつかの同

値条件が知られている［3，5，8，10］。

［性質40］次の条件は同値である。

（1）R＞1～’＞1＝E

（2）　1≦≡1～VRt　　　　　［18］

（3＞　（a）　1≦（R〈1）＞1～’

　　（b）　1≦（1～’〈1）VR

（4）　（a）　R’≦（R／＼R’）＞1

　　（b）　1～≦（Rr／＼R）＞1

（5）　（a）　ノ～≦（R／＼1）＞R’

　　（b）　R’≦（1～’／＼1）＞R

（6）（a）R’〈ノ≦R

　　（b）　R〈1≦R’

（7）　（a）　1～’／＼1≦1～／＼1「

　　（b）　R〈．1≦R’〈1

（8）（a）R’〈ノ≦R〈R・

　　（b）　R〈．1≦R・〈1～

［5］

（9）　（a）　1～’／＼1　＝＝R〈Rr　　　　　［10］

　　（b）　R〈1＝R「〈R　　　　　　［10］

（10）（a）R’〈1－R〈R’〈1

　　（b）　R〈1　＝1～’／＼1～〈1

（11）（a）R〈R’〈1≦R〈Rr〈1

　　（b）　R〈R’〈1≦1～’〈1～／＼1

（12）（a）　R／＼R7＼1≦R／＼R’

　　（b）　R〈R’〈1≦R’／＼R

（13）（a）　Rノ＼Rt≦、R／＼1

　　（b）　R〈、R’≦Rt〈ノ

（14）　R／＼R’＝R／＼R’／＼1

（15）　R／＼R「ノへ」「≦R／＼．R’／＼1

（16）R〈R’〈1＝0
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（証明）（1）⇒（2）R＞R’VI－EはE≦RVR’VIと表せる。したがってE〈

1≦R＞R’となり，1≦R＞R’が得られる。

　（2）⇒（3）（a）1≦RVR’から1〈1≦（R＞R’）〈1となるので，これから

　　　　　∫≦（R〈1）〉（Rt〈1）≦（R〈1）VRt

となる。

　（3）（a）⇒（7）（a）1≦（R〈1）VR’からR’〈1≦R〈1となる。

　（7）（a）　⇒　　（6）（a）　」R7＼1≦」R／＼1≦R

　（6）（a）⇒（8）（a）R’〈1≦Rから（R’〈1）〈R’≦R〈R’となり，したがっ

てR’〈1≦R〈Rtとなる。

　（8）（a）　⇔　（4）（a）　Rr／＼1≦R〈R’⇔　R’≦（R／＼R’）VI

　（4）（a）⇒（10）（a）R’≦（R〈Rt）＞1からR’〈1≦（（R〈Rt）V1）〈1となり，

これからR’〈1≦R〈R’〈1となる。したがってR’〈1＝＝R〈R「〈1が得られ

る。

　（10）（a）⇒（9）（a）一般にR〈R’〈1＝0であるからR’〈1・R〈R’〈1か

らR’〈1－R〈R「が得られる。

　（9）（a）⇒（13）（a）R’〈1＝R〈R’からRt〈1≦R〈R’となるので，これか

らR－1’≦（R〈ii7’）VIとなる。したがってR〈R’≦R〈（（R〈Rう＞1）となり，　R

〈R’≦R〈1が得られる。

　（10）（a）⇒（11）（a）R’〈1＝R〈R’〈1カ・らR〈R’〈1≦R’〈1＝R〈R「〈1と

なる。

　（11）（a）⇒（12）（a）一般にR〈R’〈1＝OであるからR〈R’〈1≦R〈Rt〈1

＝ R〈R’となる。

　（12）（a）⇒（16）R〈R’〈」≦R〈R’から（R〈R’〈1）〈R≦（R〈、R’）〈R＝0

となり，R〈R’〈1＝0が得られる。

　（13）（a）⇔（5）（a）明らかにR〈R’≦R〈1⇔R≦（R〈1）VR’である。

　（13）（a）⇒（14）R〈R’≦R〈1から（R〈R’）〈R’≦（R〈1）〈R’となり，し

たがってR〈R’≦R〈R’〈1となる。これからR〈Rt＝R〈R’〈1となる。

　（14）⇒（15）R〈R’＝R〈R’〈1からR〈Rt〈1≦R〈R’　・R〈R’〈1となる。
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　（15）⇒（16）R〈R’〈1≦R〈R’〈1カ・ら

　　　　　　（R〈R’〈1）〈1≦（R〈R’〈1）〈1＝0

となりR〈R「〈1－0が得られる。

　（16）⇒（1）R〈R’〈1・＝OからR＞Rf＞1＝Eとなる。

各項の（a），（b）については両辺を転置すれば同値であることがわかる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質41］次の条件は同値である。

（1）　R＞R’〉．1＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　（a）　R＞R’＝R’VI

（2）　R／＼Rt≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［8］

（3）（a）

　　（b）

（4＞（a）

　　（b）

（5）（a）

　　（b）

（RV1）〈1～’≦1

（R’＞1＞〈R≦1

（RVR’）〈1≦Rt

（Rf＞R）〈ノ≦R

（R＞1）〈1～’≦R

（RtVI）〈R≦Rf

（6）（a）R≦R’V1　　［18］

　　（b）　1～’≦、RV1

（7）　（a）　RVI≦R・v1

　　（b）　R’VI≦R＞1　　　　　　　［3］

（8）　（a）　R＞R’≦R’VI

　　（b）　1～’＞1～≦」RV1

（証明）一般に，S≦T⇔T≦s；

から（15）に，

［性質42］　（R）2≦Rのとき

（1）R「〈1≦R×R’⇒RVR・VI＝E

（2）　R’／＼1≦．Rr＞＜R　⇒　R＞Rt＞1＝E

（証明）（1）

（10）（a）R＞R’〉ノーR’＞1

　　（b）　1～’＞R＞1＝」RVI

（ll）（a）RVR’V1≦R＞R’〉∫

　　（b）　R’V、R＞1≦R＞1～’＞1

（12）（a）R＞R’≦R＞R’＞1

　　（b）　1～’＞R≦RV、R’V1

（13）（a）　R＞1≦R＞1～’

　　（b）　1～’Vノ≦R＞R’

（14）　1～V1～’＞1＝1～V1～’

（15）　R＞1～’＞1≦RVR’Vノ

［8］

　　　　　　　　　　　S＝T⇔T＝3であるから，性質40の（2）

これらの性質を適用すればよい。　　　　　　　　　（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R／＼1≦R＞〈R’⇒　RVR・v1＝E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R／＼1≦≡Rt＞〈R　⇒　RVR’VI＝E

　　　　　　　（R）2≦RからR≦R◇RすなわちR×R’≦Rとなり，R’〈1≦R×

R’≦Rが得られる。したがって性質40（6）（a），（1）によってR＞R’＞1＝Eとな
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る。

　（2）（R）2≦RからR≦R◇RすなわちR’×R≦Rとなり，R’〈1≦R’×R≦R

が得られる。したがって性質40（6）（a），（1）によってRVR’＞1・Eとなる。

　（3）（1）による。

　（4）（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　与えられた関係行列RがRVR’VI・・：　Eとなるための条件については，上

記のもの以外にもいくつかの条件が知られている［6，7，9］。

［注意8］一般には，「（R）2≦R，R＞R’＞1－E⇒R’〈1≦R×R’］とはならな

い。いま

　　　　　R二圏

とおけば，

　　　　　（R）2＝［81］＝R’RVR’VI＝E

であるが，

　　　　　π〈ア＝「？9］’R×π＝「訓

であって，R’〈1≦R×Rfとはならない。

［性質43］R2≦Rのとき

（1）　R「ノ＼1≦R×R’⇒　▽R≦1　　　　　　　　（3）　R／＼1≦R＞〈Rt⇒　▽R≦．1

（2）　R「／＼1≦R’〉〈R　⇒　▽R≦1　　　　　　　　（4）　R／＼1≦R「〉〈R　⇒　▽R≦1

（証明）明らかに，▽R≦1⇔R＞R’VI　・Eであるから性質42においてRを

天とおけばよい。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質中の▽Rは▽R－R〈R’で定義され，▽R≦1なるRで表現

される2項関係は反対称的といわれる。

［注意9］一般には，「R2≦R，▽R≦1⇒R〈1≦R×R’］とはならない。いま

　　　　　R＝［81］
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とおけば，

　　　　　　R2　”「81］＝R’▽R＝團≦1

であるが，

　　　　　　R〈1ニ「81］’R×Rr＝「88］

となり，R〈1≦R×R’とはならない。しかし，▽R≦1を▽R－1とすれば次

の性質44で示すように「▽Rニ1⇒R〈1≦R×則は成立する。

［性質44］▽R＝1のとき

（1）　Rt／＼1≦R＞〈」R’　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R／＼1≦、R＞〈R’

（2）　R7＼1≦Rt＞〈R　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R／＼1≦Rt＞〈R

（証明）（1）▽R＝1から▽R≦1であるからR〈R「〈1－0となり，R’〈1≦R

となる。また▽R＝1から1≦R’であるからR≦R×R’となるのでR’〈1≦R

≦R×R’が得られる。

　（2）（1）と同様である。

　（3）（1）による。

　（4）（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質45］R＞R’　・・1のとき

（1）　R’／＼1≦R×R’　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R／＼1≦R＞〈R’

（2）　Rt／＼ノ≦Rt＞〈、R　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R／＼1≦R’〉〈ノ～

（証明）RVR’…ア⇔万〈】甲＝1であるから，性質44においてRをRとおけば

よい。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質46］R＞R’Vl＝E，　R〈1＝＝Oのとき

（1）　R’／＼」「≦≡R＞〈R「　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R／＼ア≦】亜〉＜R’

（2）　1～’／＼1≦Rt＞＜R　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4）　R／＼1≦、Rt＞〈R

（証明）RVR’－1⇔R＞R’＞1＝E，　R〈1＝＝O

であるから，性質45による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意10］一般には，「R＞R’＞1ニE⇒R’〈1≦R×刻とはならない。いま
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　　　　　R＝「81］

とおけば，明らかにR＞R’＞1＝Eであるが，

　　　　　Rr〈7－［g6］’R×R’＝＝［88］

となり，．R’〈1≦R×R’とはならない。

［’t生質47］　　［10］　R2≦1　⇔R2／＼1＝0　⇔　▽R＝0

　上の性質中の▽R－0はこれを満たすRによって表現される関係が非対称

的であることを意味する。

［｛生質48］　　（1）　R2≦R＞〈、R’⇒　▽」R＝0　　　　　　（3）　R2≦R「〉〈R　⇒　▽R＝0

　　　　　（2）　R2≦R’〉＜R　⇒　▽R＝0　　　　　　（4）　R2≦R＞＜R’⇒　▽R＝0

（証明）（1）性質13（1）によってR2〈1≦（R×R’）〈1・・Oとなるので，性質47

によって▽R＝0となる。

（2）一（4）　（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質48の（1），（2）については逆も，以下の性質49で示すように成立す

るが，（3），（4）の逆は次の注意11で示すように成立しない。

［注意11］一般には次の命題はいずれも成立しない。

　　　　▽Rニ0⇒R2≦R’×R；▽R－0⇒R2≦R×R’

いま

　　　　　R一圏

とおけば，

となり，▽R＝0であるが，R2≦R’×R，　R2≦R×R’のいずれも成立しない。
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［性質49］▽R＝0のとき

（1）　R2≦R＞〈Rt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R＞＜R’≦（R）2

（2）　R2≦R’〉＜R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　Rt＞く1～≦（R）2

（証明）（1）▽Rニ0からR〈R’＝0となり，したがってR≦R’となる。よっ

てR×R≦R×R’が得られる。

　（2）（1）と同様である。

　（3）▽R＝0からR〈R’＝0だから，R’≦Rとなり，　R×R’≦R×Rとなる。

　（4）（3）と同様である。

［注意12］一般には，

　　　　　　　R×R’≦（R＞2⇒▽R＝0

とはならない。これはR＝Eとおいてみればわかる。

［性質50］次の条件は同値である。

（1）▽R＝0　　　　　　　　　　　　（3）R2≦Rt×R

（2）　R2≦R＞＜R’

（証明）（1）性質48（1）（2）と性質49（1）（2）による。

［性質51］R2≦Rのとき

（1）　R’≦R＞〈R’⇒　▽R　＝0　　　　　　　　　　（3）　R≦R×Rt⇒　▽R＝0

（2）　R’≦R’〉くR　⇒　▽R＝＝0　　　　　　　　　　（4）　R≦R「×R　⇒　▽R＝0

（証明終）

（証明終）

（証明）（1）R≦R×R’からR≦R×R「となり，R2≦R≦R×R’が得られる。し

たがって性質48（1）によって▽R＝＝Oとなる。

　（2）R’≦R’×RからR≦R’×Rとなり，R2≦R≦R’×Rが得られる。したがっ

て性質48（2）によって▽R・0となる。

　（3）（1）による。

　（4）（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質の（1）は次のようにして示すこともできる。R2≦RからR≦R◇R’

となるので，これからR≧R×R’≧R’となり，R’≦Rが得られる。したがっ

てR〈R’　＝＝　Oとなる。（2）についても同様である。

［性質52］　▽R＝0のとき



　　　　　　　　　Semitransitive関係とFerrers関係のNegative推移性　　（677）－37－

（1）　R’≦R＞〈R「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R≦、R×R’

（2）　R’≦R・〉〈R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R≦R「〉〈R

（証明）（1）▽R－0からR〈1＝＝Oすなわち1≦RであるからR’≦R×R’と

なる。

　（2）一（4）（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質53］R2≦Rのとき次の条件は同値である。

（1）　▽R＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R≦R＞〈R「

（2）　Rt≦R＞〈ノ～t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　、R≦R’〉〈R

（3）　、Rt≦R「〉〈R

（証明）性質51および性質52による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質54］　（R）2≦Rのとき次の条件は同値である。

（1）　R＞RtニE　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R≦R×R’

（2）　Rt≦R＞＜R’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R≦≡Rt＞＜R

（3）R≦R’×R

（証明）性質53においてRをRとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）

［’1彗三質55］　（1）　、R’≦R＞＜R’⇔　1≦R　　　　　　　　　　（3）　　R≦R＞〈R’⇔　1≦≡R

　　　　　（2）　Rt≦、Rt＞〈R　⇔1≦R　　　　　　　　　　（4）　　R≦R’〉＜R　⇔1≦R

（証明）（1）（a）性質13（1）によってR’〈1≦（R×R’）〈1－Oだから1≦Rとな

る。

　（b）1≦Rのとき：明らかにR’≦R×R’となる。

　（2）（a）i’≦i’×Rのとき：性質13（2）によってR「〈1≦（R’×R）〈1－0だ

から1≦Rとなる。

　（b）1≦Rのとき：明らかにRf≦R’×Rとなる。

　（3）（1）による。

　（4）（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質56］次の条件は同値である。

（1）　．1≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R≦R×R’

（2）　Rr≦R＞〈R’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R≦Rt＞〈R
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（3）　Rt≦R「〉〈R

（証明）性質55による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［’1生質57］　（1）　Rt≦R＞＜」R「⇔1≦R　　　　　　　　　　（3）　R≦R＞〈Rt⇔　1≦R

　　　　　（2）　R’≦」R’〉〈R　⇔1「≦R　　　　　　　　　　（4）　R≦R「〉くR　⇔1≦R

（証明）性質55においてRをRとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質における1≦Rは，「1≦R⇔R〈1・・0」であって，Rで

表現される関係が非反射的であることを示している。

［性質58］次の条件は同値である。

（1）　R／＼1＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　　R≦R＞〈i’

（2）　R’≦R＞〈R「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　　R≦R’〉〈R

（3）Rt≦R’×R

（証明）性質57による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［’h生質59］　（1）　R’≦R＞＜R「⇒1≦R　　　　　　　　　　（3）　R≦R＞くRf⇒1≦R

　　　　　（2）　R’≦R’×R　⇒．1≦R　　　　　　　　　　（4）　】亜≦≡i’×、R　⇒　1≦R

（証明）（1）性質13（4）によってR’〈1≦（R×R’〉〈1・Oだから1≦Rとなる。

　（2）性質13（3）によってR’〈1≦（R’×R）〈1ニ0だから1≦Rとなる。

　（3）（1）による。

　（4）（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意13］一般には，「1≦R⇒R’≦R×R’］とはならない。いま

　　　　　R＝「61］

とおけば

　　　　　Rtニ「1計　R×Rr＝［？9］

となり，1≦Rであるが，R’≦R×R’とはならない。

［性質60］（1）R「≦．R×R’⇒1≦R　　　　　　（3）R≦R×R’⇒1≦R

　　　　　（2）　Rt≦Rt＞＜」R　⇒1≦R　　　　　　　　　　（4）　R≦Rt＞〈R　⇒1≦R

（証明）性質59においてRをRとおけばよい。　　　　　　　　　（証明終）
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　なお，上の性質における1≦Rは，性質57のところでも示したように，「1

≦R⇔R〈1：0」となる。

4．まとめ

　本論文では，semitransitive関係およびFerrers関係のnegatively　transitive

関係に関する初等的性質のいくつかを明らかにした。このnegatively

transitive関係の性質は容易に推移関係の性質とすることができる。すなわち，

semitransitive関係またはFerrers関係のもとで成り立つnegatively　transitive

関係の性質は，一般にsemitransitive関係またはFerrers関係のもとでの推移

関係の性質となる。なぜなら，関係行列Rが推移的のとき，Rはnegatively

transitiveとなり，　Rがsemitransitiveであれば，　Rもsemitransitiveとなり，ま

た同様にRがFerrers関係行列であれば，　RもFerrers関係行列となるからで

ある。

　また，本論文ではsemitransitive関係やFerrers関係に関するある種の条件

を満たす関係行列が1次行列に限られることを示した。さらに，従来あまり

知られていないと思われる関係の連結性や反射性に関する性質を示した。こ

の連結性や反射性に関する性質は，反対称性や非反射性に関する性質として

も表現できる。

　ここで得られたsemitransitive関係やFerrers関係の性質はほとんど自明で

あり，また実際の応用において直接役に立つものとは考えられないが，これ

らの性質はsemitransitive関係やFerrers関係の性質の1つの側面を示すものと

考えられる。なお，本論文において，semitransitive関係やFerrers関係に関

しておこなった考察と同様のことを，ある特殊な関係のクラスに対しておこ

なうことが可能であり，それによって若干の類似の結果が得られるが，これ

については次の機会に報告したい。
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