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非反射的推移関係

橋　本 寛

霜。はじめに

　非反射的な推移関係のもついくつかの初等的な性質について考察をおこ

なう。非反射的推移関係は「より大きい」，「より小さい」など具体例も多

く，応用上重要な二項関係の一つである（16）。非反射的推移関係は，狭義の

半順序，強い準順序，strict　partial　order，　irreflexive　orderingなどと呼

ばれ，順序に関する議論においてしばしば出現する（4X‘）〔14）（17）（18）（2°）。また非

反射的推移関係は有向グラフやそれを表現する行列の推移的簡約（1）（6）にお

いても重要な役割を演じる。この推移的簡約とも関連して非反射的推移関

係の構成法，とくに与えられた推移関係から非反射的推移関係を構成する

ことについての考察もすでにおこなわれている（7）。さらに非反射的推移関

係は選好関係や社会的選択の基礎的な議論においても有用である（5）（19）。非

反射的推移関係が連結的であれば系列関係．（serial　relation），系列

（series），またlinear　strict－orderingなどと呼ばれる（2）（3）（16）（2°）（21）。

　これまでにも非反射的推移関係の基本的な性質はよく知られているが，

本論文では非反射的推移関係の従来比較的注目されていない側面について

考察をおこなうとともに，すでに知られている性質の多少の一般化を試み

ている。一般に有限集合上の二項関係は0，1の要素からなるプール行列

で表現できるので，プール行列を用いて非反射的推移関係の性質，とくに

非反射的推移性と同値な条件，推移性のもとで非反射性と同値になる条件，

また一般に非反射性と同値になる条件や，その他の非反射的推移関係に関

連する性質について調べている。さらに関係の非対称性についても考察を
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おこない，非対称的関係行列のもつ興味深い性質のいくつかを明らかにし

ている。一般に関係が非対称的であれば非反射的となるが，推移性のもと

では非対称性と非反射性が同値であることはよく知られている（3）（5）（2°）。ま

た非反射的推移性との関連において，関係行列のべき零性や，推移性の特

別な場合であるべき等性についても若干の考察をおこなっている。

2。定義

　二項関係を0，1の要素からなるプール行列によって表現し，以下の議

論において必要なプール行列に関する演算および記法を定義する。いまn

次プール行列R＝〔r　ij〕，　S＝〔sのに対して次のように定める。

　　R＞S＝　〔rガゴ＞Sij〕＝　〔max（rゼブ，　sガゴ）〕

　　R〈S＝〔rどブ〈sガゴ〕＝〔min（rガプ，　sガブ）〕

　　R’＝〔rゴガ〕（転置）

　　R＝〔rガプ〕＝〔1－rガゴ〕

　　△R＝R〈R1

　　▽R＝R〈R〆

　　R×S＝〔（ril〈s1ブ）〉（ri2〈s2ブ）〉…V（rin〈sηゴ）〕

　　R°＝　〔r讐）〕＝1＝　〔傷〕（（場はクロネッカーのデルタ）

　　Rk＝〔r～夕）〕＝Rk－1×R　　（k＝1，　2，…）

　　R≦S〈≒＝⇒rガ≦sガブ　（i，j＝1，　2，…，　n）

　特殊な行列として，すべての要素が1の行列をE，零行列を0で表わすこ

とにする。単位行列はすでに上で定義されているように1で表わされる。R

〈1＝0となる関係行列Rは非反射的（irreflexive）であるといわれ，▽R≦

1なる行列Rは反対称的（antisyrnmetric），▽R＝0なるRは非対称的（asyrn－

metric）であるといわれる。またR＞Rノ＞1＝Eなる行列Rは連結的（con－

nected），　R2≦Rなる行列Rは推移的（transitive）であるといわれる。した

がって非反射的な推移関係はR〈1＝OかつR2≦RなるRとして表現される。
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さらにR2＝RなるRはべき等（idempotent）であるといわれ，推移的な行列

の特別な場合と見ることができる。Rn＝0となる行列Rはべき零

（nilpotent）であるといわれる。これらの行列は以下の議論において明ら

かになるように，一定の条件のもとで互いに密接な関連を有している。な

お，本論文においては，特に指定しない場合の行列の次数はnとする。また，

一般に行列Rの要素をrηのように表わすことにし，他の行列の場合も同様

である。

3。結果

　与えられた関係行列が非反射的推移関係を表現する行列となるための同

値条件を中心に考察をおこなっていく。関係行列をRで表わすとき非反射

的推移関係を表現する行列は，すでに述べたようにR〈1＝0かつR2≦Rと

なる。まず以下ではR〈1＝0，R2≦Rと同値な条件，とくにR2≦Rのもとで

R〈1＝0と同値になる種々の条件について考える。また，一般にR〈1＝0と

同値な条件についても考察をおこなう。

　〔性質1〕（8）R2≦Rのとき次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

　〔性質2〕

ある。

　（1）　RL〈Rノ＝0

　（2）　RL≦R’

　（3）　RL＋1〈1＝0

R〈1＝0

▽R＝O

Rn＝O

R2≦Rノ

すべてのk（k＝1，2，…）に対してRk≦R’

あるk（k＝1，2，…）に対してRh≦R！

　　すべての1（／＝0，1，2，…）に対して次の条件は同値で
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　　（証明）　（1）9⇒（2）は明らかであるので，（2）ぐ＝⇒（3）となること

を示す。また／≧1の場合に成立することは，すでに文献（9）で与えられて

いるので，1＝0の場合だけを示す。R°＝1であるから，明らかに

　　R°≦Rノぐ＝⇒1≦R’e⇒1≦R⇔⇒R〈1＝0〈＝⇒R°＋1〈1＝0　　（証明終）

　なお，一般に

　　　P×R≦Sc＝⇒P≦S×Rノ

となることが知られているので’（15）（2°），これを用いれば上の（2）〈⇒⇒（3）は

次のようにして示すこともできる。いまP＝Ri，　S＝＝1とおけば，　S＝1である

から

　　　Ri≦R’〈≒＝⇒RL≦1×R／

　　　　　　e＝⇒Ri×R≦1

　　　　　　〈＝⇒Rl＋1≦I

　　　　　　e＝⇒RL＋1〈1＝0

　〔性質3〕　R2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（ユ）　R〈1＝0

　（2）　すべての／（1＝0，1，2…）に対してRL≦Rt

　（3）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦Rノ

　（証明）　（1）⇒（2）1≧1のときは性質1によってRL≦R！となるので，

1＝0の場合，すなわちR〈1＝0のときR°≦R「となることを示す。R〈1＝0

から1≦Rとなり，両辺を転置して1≦R’が得られる。R°＝1であるからR°≦

R！となる。

　（2）　⇒　（3）　明らかである。

　（3）⇒　（1）1≧1のときは性質1によってR〈1＝0となるから，

1＝0の場合，すなわちR°≦R！のときR〈1＝0となることを示す。R°≦R1か

ら1≦R1となり，両辺を転置すれば1≦R。したがってR〈1＝0となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　ここで，すでに性質1で示した条件のいくつかが，上記の性質3におけ

るRL≦Rノの特別な場合となることを示そう。まず，このRt≦R1については，
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性質2で示したように

　　RL〈Rノ＝0〈＝⇒Ri≦R’e＝⇒R‘＋1〈1＝0

となる。いま1＝0とすれば

　　Ro〈R’＝0〈＃＝⇒Ro≦Rノ〈一⇒R1〈1＝0

となるが，R°＝1，　R1＝Rであるから

　　1〈Rノ＝0く＝⇒1≦R1〈≒＝⇒R〈1＝0

となり，性質1の条件（1）が得られる。

　また，／＝1とすれば

　　R〈Rノ＝0く＝⇒R≦R1〈＝＝⇒R2〈1＝0

となり，▽R＝R〈Rノであるから

　　▽R＝0〈＝＝⇒R≦Rノぐ＝⇒R2〈1＝0

が得られる。この▽R＝0は性質1の条件（2）である。

　さらに，／＝2とすれば

　　R2〈R’＝0〈＝＝⇒R2≦R’⇔＝⇒R3〈1＝0

となる。このR2≦R’は性質1の条件（4）である。

　なお，RL≦Rノに関して1＝0，1，2，…，　n－1とすれば，

　　　Ro≦R’，　R1≦R’，　R2≦R’，…，　Rn－i≦Rノ

　ぐ＝⇒R〈1＝R2〈1＝R3〈1＝…＝Rn〈1＝0

となるが，一般に

　　　Rn＝0〈≒＝⇒R〈1＝R2〈1＝R3〈1＝…＝Rn〈1＝0

となることが知られているので（8），

　　　Ro≦R1，　R1≦R’，　R2≦Rノ，…，　Rn一i≦Rノ

　ぐ＝：⇒Rn＝0

となる。これは性質1の条件（3）である。

　　〔性質4〕　　R2≦R〈Ic＝⇒R2≦R，　R〈1＝0

　　（証明）（1）R2≦R〈1のとき

　　　　　R2≦R〈1≦R

　もしrii　＝1であればr曾）＝1となり，　R〈1の（i，　i）要素が1となって矛
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盾が生じる。したがって，すべてのiに対しrii＝0，すなわちR〈1＝0とな

る。

　（2）　R2≦R，　R〈1＝0のとき

　　　R＝（R〈1）〉　（R〈1）＝R〈1

したがってR2≦R＝R〈1となる。

　なお，上記の性質4のR2≦R〈1に関しては，明らかに

　　　R2≦R〈le⇒R2≦R，　R2≦1

となり，R2≦1はR2〈1＝0と同値である。

　〔性質5〕（12）R2≦△R〈＝⇒R2≦R，　R〈1＝0

（証明終）

　この性質5のR2≦△Rに関しても，△R＝R〈R’であるから，明らかに

　　　R2≦△R〈＝⇒R2≦R，　R2≦Rノ

が成立し，R2≦Rノはすでに述べたようにR3〈1＝0と同値である。

　　〔性質6〕　R2≦S≦R，　S〈1＝0⇒R2≦R，　R〈1＝0

　　（証明）　明らかにR2≦S≦RからR2≦Rとなる。次に，もしrii＝1であ

ればr男）＝1となりSii＝1となるが，これはS〈1＝0と矛盾する。したがっ

て，すべてのiに対しrii＝0，すなわちR〈1＝0となる。　　　（証明終）

　いま，上記の性質6においてS＝R〈1とおけば，．R〈1≦Rおよび（R〈D

〈1＝0は一般に成立するから

　　　R2≦R〈1⇒R2≦R，　R〈1＝0

が得られる。これは性質4の一部であり，すでに示しているように逆も成

立する。また，S＝△Rとおけば△R≦R，△R〈1＝0であるから

　　　R2≦△R⇒R2≦R，　R〈1＝0

が得られる。これは性質5の一部となっており，この場合も実際には逆が

成立する。

　　〔性質7〕　　S≦R，S〈1＝0〈＝⇒S≦R〈1

　　（証明）　（1）S≦R，S〈1＝0のとき
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　S≦RからS〈1≦R〈1となる。またS〈1＝0だから

　　　S＝（S〈1）〉（S〈1）＝S〈1

よってS≦R〈1となる。

　（2）　S≦R〈1のとき

　　　　S≦R〈1≦R

　　　S〈1≦（R〈1）〈1＝0

よってS〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質8〕　R2≦S≦Rのとき

　　　S〈1＝Oe＝⇒R〈1二〇

　　（証明）　（1）　S〈1＝0のとき

　性質6によってR〈1＝0となる。

　（2）　R〈1＝0のとき

　S≦RによってS〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　ここで，非反射的関係の同値条件について考察をおこなう。まず，非反

射性の同値条件として，以下のような性質が知られている。

　〔性質9〕（13）次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）すべての／（1＝0，1，2，…）に対してRL〈1≦R＞R1＞1

　（3）　R〈1≦R＞Rt＞1

　（4）　ある1（／＝0，1，2，…）に対してRi〈1≦RVRノ＞1

　　〔性質10〕（13＞次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）　R〈1≦R〈1

　（3）　R〈1≦R＞1

　　〔性質11〕　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）　R＝R〈1

　（3）　R≦R〈1



一
68－（486） 第46巻4号

　　（証明）（1）⇒（2）R＝（R〈1）V（R〈T）＝R〈1

　（2）⇒（3）　明らかである。

　（3）⇒（1）　R≦R〈I

　　　　R〈1≦（R〈1）〈1＝0

したがってR〈1＝0となる。

　　〔性質12〕　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）　すべての1（1＝0，1，

　（3）　R≦R＞Rノ＞1

　（4）　ある1（1＝0，1，　　　　　　　　　　一

　（証明）（1）⇒（2）

の場合を示す。R〈1＝0のとき1≦Rであるから

　　　RO＝1≦R≦R＞Rノ＞1

　（2）⇒（3）　明らかである。

　（3）⇒（4）　明らかである。

　（4）⇒（1）

1＝0の場合を示す。

　　　RO≦R＞R’VI

　　　I≦R＞RIVI

　　（R〈1）〈1≦（R〈1）〈（R＞R’vr）

　　　R〈1≦R〈R1〈1＝R〈（R1〈1）＝R〈（R〈1）＝0

したがってR〈1＝0となる。

　〔性質13〕　R〈S〈1＝（R〈1）×（S〈1）≦（R×S）〈1

　（証明）

（証明終）

2，…）に対してRi≦R＞R’VI

　　　2，…）に対してRi≦RVR’＞I

l≧1の場合は文献（13）で示されているので，1＝0

1≧1のときは，この場合も文献（13）で示されているので，

（証明終）

　　　　　R〈S〈1＝（R〈1）〈（S〈1）であり，（R〈1）〈（S〈1）と（R〈1）×

（S〈Dはともに対角行列であり，（i，i）要素はどちらもrii〈Siiとなり等し

い。またrii〈Sii＝1のときR×Sの（i，　i）要素は1となる。したがって

　　R〈S〈1＝（R〈1）×（S〈1）≦（R×S）〈1　　　　　　　　　　（証明終）

上の性質13は次のようにしても示される。
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　　R〈S〈1＝（R〈1）〈（S〈1）

　　　　　　＝（R〈1）×（S〈1）

　　　　　　＝（（R〈1）×（S〈1））〈1

　　　　　　≦（R×S）〈1

　〔性質14〕　k≧1，1≧0，m≧0，1（1）≧0，1（2）≧0，…，1（k）≧0

のとき

　（1）　RL〈Rm〈1≦RL＋m〈1

　（2）　RL（1）〈RL（2）〈…〈Ri（h）〈1≦RL（1）＋L（2）＋’一一t－1（h）〈1

　（3）　Rt〈1≦RmL〈1

　（4）　Ri〈1≦R21〈1

　（5）　R〈1≦Rm〈1

　　（証明）（1）　性質13によって

　　　RL〈Rm〈1≦Rt＋m〈1

　（2）　（1）を用いて

　　　Ri（1）〈RL（2）〈…〈RL（k）〈1

　　＝（RL（1）〈Rt（2）〈1）〈Ri（3）〈…〈Ri（k）〈1

　　≦（Ri（1）＋1（2）〈1）〈Ri（3）〈…〈Ri（k）〈1

　　＝Ri（1）＋L（2）〈Ri（3）〈…〈Ri（k＞〈1

　　＜．．．．．．

　　≦Rt（1）＋t（2）＋”’＋t（　le）〈1

　（3）　m≧1のときは（2）においてk＝rn，1（1）＝／（2）＝…＝／（m）＝／と

おけば

　　　　RL〈1≦RmL〈I

m＝0のときはR°＝1であるからR°〈1＝1となり，明らかにRt〈1≦1＝R°〈

1となる。

　（4）　（3）においてm＝2とおけば

　　　　RL〈1≦R2L〈1

　（5）　（3）において1＝1とおけば
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　　　　R〈1≦Rm〈1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　〔性質15〕　（1）Rzm〈1＝0⇒RL〈1＝0（1，　m≧1）

　（2）　R6〈1＝0⇒R2〈1＝0，　R3〈1＝0

　（3）　R6〈1＝0⇒▽R＝0，　R3〈1＝0

　　（証明）　（1）性質14による。

　（2）　（1）による。

　（3）　性質2によってR2〈1＝0〈≒⇒R〈Rノ＝0となり，▽R＝R〈Rノであ

るから（2）によって▽R＝0，R3〈1＝0となる。　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質中のR6〈1＝0に関しては，次の命題の成立することが知

られている（12）。

　　　　R6〈1＝0〈・＝⇒R5≦Rt

この命題はすでに示している性質2からも容易に得られる。

　〔性質16〕　R2≦Rのときk＝1，2，…に対して，

　　　　R〈1＝Oe＝⇒Rk〈1＝0

　（証明）　（1）R〈1＝0のとき

　R2≦RからRk≦Rであるので

　　　　Rh〈1≦R〈1

となり，R〈1＝0によってRk〈1＝○となる。

　（2）　Rk〈1＝0のとき

性質14によってR〈1≦Rh〈1となるからR〈1＝0となる。　　（証明終）

　この性質16は，すでに示している性質2および性質3からも得られる。

　〔性質17〕　R2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）　R2〈1＝0

　（3）　R3〈1＝0

　（4）　すべてのk（k＝1，2，…）に対してRh〈1＝0

　（5）　あるk（k＝1，2，…）に対してRk〈1＝0

　（証明）　性質16による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　次に，非反射性の特別な場合であると考えられる非対称性すなわち▽R＝

0について考察をおこなう。非対称性に関しては，すでにいくつかの性質を

示しているが，さらに以下のような性質が成立する。

　　〔性質18〕（8）（9）（12）次の条件は同値である。

　（1）▽R＝0

　（2）△R＝R

　（3）R≦Rt

　（4）　R2〈1＝0

〔性質19〕

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

　　　すべての1（1＝0，1，2，

▽（R21＋1）≦R＞R’〈＝＝⇒▽R＝0

▽（R2乙＋1）≦R〆⇒▽R＝0

▽（R2L＋1）≦R⇒▽R＝O

R21＋1≦Rノ⇒▽R＝O

R21＋1≦R⇒▽R＝0

・ ）に対して

　（証明）　　　　　▽（R21＋1）≦R＞R1のとき

　いまrガ5＝rゴF1とおく。このときr男）＝1であるから，／＝0，1，2，…

に対してr！・3・L＋1）＝r鰯＋1）＝1となり，▽（R21＋1）≦RVRノによってrガVrガ＝1と

なる。しかし，これは恥＝恥＝1と矛盾する。したがって▽R＝0となる。

　（b）　▽R＝0のとき

　R〈R〆＝0だからR＞R’＝Eとなり，したがって

　　　　▽（R2t＋1）≦E＝R＞Rノ

となる。

　（2）一（3）　（1）による。

　（4）　（2）による。

　（5）　（3）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質19（2）（3）に関して，

　　　▽R＝0⇒▽（R21＋1）≦R1　　（1＝0，　1，　2，…），

　　　▽R＝0⇒▽（R2L＋1）≦R　　（1＝0，　1，2，…）
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は，どちらも一般には成立しない。いま1＝1として

とおけば，

となり，▽R＝0ではあるが，▽（R3）≦πとも，▽（R3）≦頁ともならず

　　　　▽R＝0⇒▽（R3）≦R’，

　　　　▽R＝0⇒▽（R3）≦R

は，どちらも成立しない。

　　〔性質20〕　（1）R3≦可⇒▽R＝0

　（2）　R4〈1＝0⇒▽R＝0

　　（証明）　（1）性質19（4）による。

　（2）性質2および上の（1）による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質21〕　　R2≦R〈f⇒▽R＝0

　（証明）性質4によってR2≦R，　R〈1＝0となるから性質1（1）（2）に
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よって▽R＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質22〕　R2≦△R⇒▽R＝0

　（証明）性質5によってR2≦R，　R〈1＝0となるから性質1（1）（2）に

よって▽R＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質23〕（10＞▽R≦1〈＝⇒R〈1＝△R

　〔性質24〕　▽R＝0〈＃⇒R＝R〈1＝△R

　　（証明）　（1）▽R＝0のとき

　性質18によってR＝△Rとなり，また性質23によって△R＝R〈1となるか

ら

　　　　R＝△R＝R〈1

となる。

　（2）　R＝R〈1＝△Rのとき

　性質18によって▽R＝0となる。

　　〔性質25〕　Rn＝0⇒R＝R〈1＝△R

　　（証明）　Rn＝0のとき▽R＝0であるから，性質24によって

　　　　R＝R〈1＝△R

となる。

　　〔性質26〕　　R2≦R，　R〈1＝0⇒R＝R〈1＝△R

　　（証明）

R＝R〈1＝△Rとなる。

〔性質27〕

（証明）

〔性質28）

（証明）

〔性質29〕

（証明）

（証明終）

（証明終）

性質1（1）（2）によって▽R＝0となるから，性質24によって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　R2≦R〈1⇒R＝R〈1＝△R

性質4および性質26による。　　　　　　　　（証明終）

　R2≦△R⇒R＝R〈1＝△R

性質5および性質26による。　　　　　　　　（証明終）

　R2≦△Re＝⇒R2≦R，▽R＝0

性質5および性質1（1）（2）による。　　　　　（証明終）

次に非反射的推移関係行列のべき乗に関する性質について考察をおこな

う。
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　　〔性質30〕　すべてのm，k（m，　k＝1，2，…）に対して

　（1）　Rm＝0⇒Rn＝0

　（2）　Rm＝0，　Rkキ0⇒RんキR々＋1，　k〈mim（m，　n）

　（3）　R2≦R，　R〈1＝0，　Rk・￥　O⇒RkキRh＋1，　k〈n

　　（証明）　（1）（a）m≦nのとき

　　　　Rm＝Rm＋1＝…＝0

であるから明らかにRn＝0となる。

　（ろ）　m＞nのとき

　もしRnキ0とすれば，あるi（O），　i（1），…，　i（n）∈｛1，2，…，　n｝に

対して

　　　　ri（・）i（1）〈ri（1）i（・）〈…〈ri（n－、）i（n）＝1

となる。したがって，あるp，qに対してi（p）＝i（q）（p〈q）となり

　　　　ri（ρ）i（P・1）〈…〈ri（q－1）i（q）＝1

すなわち

　　　　　　r！翻～ヵ）＝1

となる。したがって

　　　　　r脇誘））＝1

となるが，これはRm（q”P）キ0を意味しており，m≦m（q－p）であるからRm＝

0と矛盾する。よってRn＝Oとなる。

　（2）　Rm＝0によってRm＝Rm＋1＝…＝0となるから，　RhSFOのときk〈

mとなる。また（1）によってRm＝0のときRn＝0となるから同様にしてk〈

nとなり，k〈min（m，　n）となる。次に，もしRk・．　Rk＋1であれば

　　　　Rk＝Rk＋1＝…＝Rm＝0

となり，R辱0と矛盾する。よってRh・￥Rk＋iとなる。

　（3）　性質1（1）（3）によって，R2≦R，　R〈1＝0のときRn＝0となるか

ら，上の（2）によってR々キR々＋1，k＜nとなる。　　　　　　（証明終）

　上の性質30の（1）は一般に知られていると思われるが，次の（2）の証明

で使用しているので示している。なお，命題論理の条件文に関するよく知
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られた事実を用いれば，（2）の

　　Rm＝0，　Rんキ0⇒Rh・￥Rh＋1

から

　　Rm＝0，　Rk＝Rk＋1⇒Rk＝0

が得られる。ただしRm＝0，　Rk＝Rk＋1のときk〈min（rn，　n）とはいえない。

また同様に（3）の

　　R2≦R，　R〈1＝0，　RhキO⇒Rk・￥Rh＋1

から

　　R2≦R，　R〈1＝0，　Rk＝Rk＋1⇒Rh＝O

が得られる。ただし，この場合もk〈nとはいえない。この得られた最後の

命題においてk＝1とおけば

　R2≦R，　R〈1＝0，　R＝R2⇒R＝0

となるが，これは明らかに

　　　R2＝R，　R〈1＝0⇒R＝0

となり，容易にわかるように逆も成立して

　　　R2＝R，　R〈1＝0〈＝⇒R＝0

となる（11）。したがって次の性質の（1）が得られる。

　〔性質31〕（1）　R〈1＝0のとき

　　　　R2＝Rぐ＝⇒R＝0

　（2）　R〈1＝0のとき

　　　　R・￥Oe＝⇒R2キR

　（3）　R〈1＝0，Rキ0⇒RキR2

　（証明）（1）（a）R2＝Rのとき

　性質1（1）（3）によってRn＝0となるから

　　　R＝R2＝…＝Rn＝0

　（ろ）　R＝0のとき

　明らかに　R2＝R＝0となる。

　（2）　（1）による。
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　（3）　（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質32〕（1）　Rn＝0，　R2キ0⇒R2キR3

　（2）　R2≦R，　R〈1＝0，　R2キ0⇒R2キR3

　（証明）　性質30による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質32の（2）に関しては，性質31の（3）の場合と違って，R2≦Rをは

ずすことはできない。すなわち，一般には

　　　R〈1＝0，R2キ0⇒R2キR3

とはならない。いま

唖1｝1］

とおけば

となり，R〈1＝0，　R2キ0であるがR2キR3とはならない。

　〔性質33〕　R2＝Rのとき次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）R＝0

　（3）　すべてのk（k＝1，2，…）に対してRh〈1＝0

　（4）　あるk（k＝1，2，…）に対してRk〈1＝0

　（5）　あるk（k＝1，2，…）に対してRk＝0

　（証明）（1）⇒（2）性質31（1）による。

（2）⇒（1）　明らかにR〈1＝0となる。

（1）　⇒（3）　性質16による。
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　（3）⇒（4）　明らかである。

　（4）　⇒（1）　性質16による。

　（2）⇒（5）　明らかである。

　（5）⇒（2）R＝R2＝…＝Rk・＝O　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質34〕　R2＝Rのとき

　　　　R〈1＝0〈≠＝⇒R＝0

　（証明）　性質33（1）（2）による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質34はほとんど自明であり，すでに知られていると思われるが，

以下の議論の都合上示している。なお，この性質は性質31の（1）と同じく

次のように表現することができ，本質的には性質31の（1）と同等であると

考えられる。

　　　R2＝R，　R〈1＝O〈＝⇒R＝0

　〔性質35〕　R2＝Rのとき

　　　　RキOe＝⇒R〈1キ0

　（証明）　性質34による。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質36〕　R2＝Rキ0⇒R〈1キ0

　（証明）　性質35による。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質36は，零でないべき等プール行列の対角要素には少なくとも

1つの零でない要素があることをいっている。

　ところで，この性質36は明らかに

　　　　R2＝R，　Rキ0⇒R〈1キ0

と書き換えられるが，これは前に性質30のところでも言及した命題論理の

よく知られた事実によって，すでに性質31（3）で示されている次の

　　　　R〈1＝0，Rキ0⇒RキR2

と本質的に同じである。さらに，これは

　　　　R〈1＝O，R＝R2⇒R＝○

と表現することもでき，実際にはすでに性質30のところでも述べているよ

うに逆も成立するので
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　　　　R〈1＝0，R＝R2〈＝⇒R＝0

となる。しかし，

　　　　R〈1キ0⇒R2＝R，　Rキ0，

　　　　RキR2⇒R〈1＝0，　Rキ0

は，一般には成立しない。もちろん，明らかに

　　　　R〈1キ0⇒Rキ0，

　　　　RキR2⇒Rキ0

は成立する。これらは次のように一般化され，k＝1，2，　・に対し

　　　　R〈1キ0⇒Rk〈1キO，

　　　　RhキRh＋1⇒Rk・￥O

となる。

4。まとめ

　非反射的推移関係の初等的な性質を明らかにした。とくに，非反射注の

一般的な同値条件や推移性のもとでの非反射性の同値条件を与えている。

また，非反射的推移関係との関連でべき等的な関係行列についてもいくつ

かの性質を示している。これらの性質のうち一部のものは従来知られてい

る性質の若干の一般化となっている。本論文で述べた性質にはほとんど自

明のものも多く，基本的にはすでに知られているのではないかと思われる

ものも含まれているが，これまであまりおこなわれていない観点から考察

をおこない，非反射的推移関係の性質を多少系統的に整理している。

　非反射的推移関係については普通考えられている以上にまだ数多くの性

質が成立するように思われる。これらの性質については今後明らかにして

報告したい。たとえば，推移性のもとでは非反射性と非対称性は同値であ

るので，非反射的推移関係は非対称的推移関係と呼ぶこともできるが，非

対称性は反対称性の特別な場合であるから，反対称的推移関係の性質との

対比で非反射的推移関係の性質を調べてみることが考えられる。非反射的
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推移関係の周辺には，これ以外にもいくつかの興味ある考察すべき課題が

残されている。
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