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関係行列の初歩的な同値条件と非反射的推移性

橋　本 寛

1．はじめに

　二項関係は0，1の要素をもつプール行列によって表現できる。本論文

では非反射的推移関係を表現するプール行列のある特殊な性質について考

察をおこなっている。非反射的推移関係は狭義の半順序とも呼ばれ，応用

上重要であり，これまでにも種々の興味深い性質が知られている［8，11，

14］。本論文では主として非反射的推移関係を表現するプール行列のべき乗

に関するある種の不等式について考察をおこない，その若干の一般化を試

みている。また，これに関連して関係行列の初歩的な等式および不等式を

整理し，さらに関係行列に関する不等式条件のほとんど自明な同値条件を

多数示している。

2．定義

　プール行列に関する演算や記法は文献［8］などに従うものとするが，

主要なものについて示せば次のとおりである。プール行列RとSの行列和

をRVSで示し，要素ごとの論理積をR〈Sで示す。また，　RとSの行列

積をR×Sで示す。さらに，Rの転置をRノで，　Rの否定をRで示す。特殊

な演算として，△R＝R〈R’，▽R＝R〈R’と定める。

　特殊な行列として，単位行列を1で示し，R°＝1とする。全要素が1の

行列をEで示し，零行列を0で示す。非反射的関係を表現するプール行列
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RはR〈1＝0となり，推移関係を表現するプール行列RはR2≦Rとな

る。なお，本論文では，一般にnで行列の次数を表わす。

3．結果

　まず，以下の議論で必要な非反射的推移関係を表現するプール行列の基

本的性質について述べる。次に，非反射的推移関係行列のべき乗に関する

ある特殊な性質をr般化するが，これに関連して，関係行列に関し一般に

成立する初歩的な等式と不等式を調べる。また，関係行列に関するある種

の不等式の同値条件について考察をおこなう。

［性質1］　ある整数m（m≧1）に対してR2m≦Rのとき

　　　R〈1＝0⇔▽R＝0
（証明）　　（1）　R〈1＝0のとき

　　　　もしrfブ〈rガ＝1であれば，　r響＝1となり，　r（乙7）＝1となるので，

　　　R2m≦Rによってrii＝1となる。しかし，これは矛盾する。

　（2）　▽R＝0のとき

　　　明らかにR〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　（証明終）

この性質1から次のよく知られた性質が得られる。

［性質2］［2，3］　R2≦Rのとき

　　R〈1＝0〈⇒▽R＝0
［性質3］［8］　R2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）　すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦π

　（3）　ある1（1＝0，1，2，…）に対してR≦R7

［性質4］　［8］　　R2≦R〈丁⇔R2≦R，　R〈1＝0

［性質5］［5］　　R2≦△R⇔R2≦R，　R〈1＝0

［性質6］　R2≦R，　R〈1＝0＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対

　　してRt≦R1
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（証明）　性質3（1）（2）による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質6の逆は一般には成立しない。いま

　　　　　　010

　　　R＝　001
　　　　　　000

とおけば，明らかにすべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦R’である

が，R2≦Rとはなっていない。

　本論文においては，この性質6の一般化をおこなっている。

［性質7］　R2≦R〈1＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR‘≦

　　　F

（証明）　性質4および性質6による。　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質8］

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（10）

（11）

（12）

（13）

（14）

（15）

（16）

1≦　（Rノ〈1）＞R≦Rノ＞R

I≦（R〈1）＞Rノ≦R＞R’

1≦R’〉　（R〈1）≦Rノ＞R

I≦RV（R’〈1）≦R＞R’

R〈Rノ≦R〈（Rノ＞1）≦I

R’〈R≦Rノ〈　（R＞1）≦I

R〈Rノ≦R’〈（R＞1）≦I

R’〈R≦R〈　（R／VI）≦I

R〈R’〈1＝O

R’〈R〈1＝O

Rノ＞R＞1＝E

RVR’＞1＝E

R〈R’＝R〈Rノ〈I

Rt〈R＝Rノ〈R〈I

Rノ＞R＝R’＞R＞I

R＞R’＝R＞Rノ＞1
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　　（証明）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

1≧（R’〈1）＞R≧R／VR

I≧（Rノ＞1）〈R≧Rノ〈R

　1≧R！〉　（R〈1）≧R／VR

　I≧Rノ〈　（R＞1）≧Rノ〈R

（8）

（9）

（10）

（11）

　R〈Rノ〈1＝O

　R＞R1＞1＝E

　Rt＞R＞1＝E
（12）

（13）

（14）

（15）

　　　　　　　　第47巻第1号

（1）　　1＝（R＞R）〈1＝（R〈1）〉　（R〈1）

　　　　　　　　　　　　＝（Rノ〈1）〉（R〈1）

　　　　　　　　　　　　≦（Rノ〈1）VR

　　　　　　　　　　　　≦Rノ＞R

（1）の各辺を転置する。

1＝　（R＞R）〈1＝（R〈1）〉（R〈1）

　　　　　　　　＝　（R’〈1）〉　（R〈1）

　　　　　　　　≦Rノ〉　（R〈1）

　　　　　　　　≦R／VR

（3）の各辺を転置する。

（1）から

（5）の各辺を転置する。

（3）から

（7）の各辺を転置する。

（5）によるQ

（9）の両辺を転置する。

（9）から

（11）の両辺を転置する。

（5）による。

（13）の両辺を転置する。

（13）から
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　R〈R’＝R〈Rノ〈I

　R＞Rノ＝R＞R’＞I

　Rノ＞R＝Rノ＞R＞1

（16）　（15）の両辺を転置する。

（33）－33一

（証明終）

　上記の性質8の一・部は，表現形式は異なっているが，本質的には関係論

理学においてすでに知られているものである［12，15］。また，（9）は，

定義によって，△R＝R〈R’であるから，△Rが非反射的であることをい

っているが，この△Rの非反射性も一般によく知られている。なお，（16）

はすでに文献［7］でも指摘されている。この性質8の不等式および等式

はほとんど自明であるが，式の変形などにおいて有用であるので整理して

示したものである。

［性質9］　△R≦R〈1

（証明）　性質8（13）によって

　　　△R＝R〈R〆＝R〈R〆〈1≦R〈1　　　　　　　　　（証明終）

［性質10］　R2≦△R＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRt≦R’

（証明）　性質7および性質9による。　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，この性質10は性質5および性質6を用いても得られる。

［性質11］［8］　R2≦△R⇔R2≦R，▽R＝0

［性質12］　R2≦R，▽R＝0⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対し

　　　Rt≦Rノ

（証明）　性質10および性質11による。　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質12は性質2および性質6を用いても得られる。また，性質12に

おいて，▽R二〇を▽R≦1で置き換えると，次の性質が成立する。

［性質13］　R2≦R，▽R≦1⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対し

　　　てRi≦Rノ＞1

（証明）　1≧1の場合はすでに文献［4］で示されているので，1＝0の場

　　　合だけを示す。このとき明らかに

　　　RO＝1≦Rノ＞1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　上の性質中の条件R2≦R，▽R≦1については，これと同値ないくつか

の条件が知られているので［7］，このR2≦R，▽R≦1なる条件をそれら

の同値な条件で置き換えることもできる。以下においては，この性質13を

さらに一般化することを考える。

　次の性質はほとんど明らかであり，またよく知られている。

［性質14］［4，10］　R〈T≦S⇔T≦R＞S

［性質15］　次の条件はすべて同値である。

　（a）　　　　R〈T≦S

（b）　（1）

　　　（2）

　　　（3）

（c）　（1）

　　　（2）

　　　（3）

R〈T≦R〈S

R〈T≦S〈T

R〈T＝R〈S〈T

T≦R＞（R〈S）

T≦R＞（S〈T）

T≦R＞（R〈S〈T）

（証明）　（a）および（b）の各条件が互いに同値であることは明らか

　　である。また（b）の各条件と対応する（c）の条件との同値性は

　　性質14によって得られる。なお，（b）（3）に関しては，一般にR〈

　　T≧R〈S〈Tであるから

　　　　　R〈T・R〈S〈T⇔R〈T≦R〈S〈T
　　が成立する。このR〈T≦R〈S〈Tに性質14を適用すれば

　　　　　R〈T≦R〈S〈T⇔T≦R＞（R〈S〈T）

　　となり，したがって

　　　　　R〈T＝R〈S〈T〈⇒T≦R＞（R〈S〈T）

　　が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質16］　　（R〈T）’＝R〈Tのとき次の条件はすべて同値である。

　（a）　　　　R〈T≦S

　（b）　（1）　R〈T≦Sノ

　　　　（2）　R〈T≦R〈S’
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　　　（3）

　　　（4）

　　　（5）

　　　（6）

　　　（7）

　　　（8）

（c）　（1）

　　　（2）

　　　（3）

　　　（4）

　　　（5）

　　　（6）

　　　（7）

　　　（8）

R〈T≦▽S

R〈T≦S1〈T

R〈T≦R〈▽S

R〈T＝R〈S1〈T

R〈T≦T〈▽S

R〈T＝R〈T〈▽S

T≦R＞Sl

T≦RV（R〈Sノ）

T≦RV▽S
T≦R＞（S！〈T）

T≦R＞（R〈▽S）

T≦R＞（R〈Sノ〈T）

T≦R＞（T〈▽S）

T≦R＞（R〈T〈▽S）

（証明）　　（a），（b）（1），（b）（3）の同値1生だけを示す。これらの条

　　件と（b）の他の条件との同値1生は性質15を用いて得られる。また

　　　（b）の各条件と対応する（c）の条件との同値1生は性質14によっ

　　て得られる。

　　　　（a）⇒（b）（1）　R〈T≦Sから（R〈T）’≦S1となり，　R

　　　〈Tの対称性によってR〈T≦S’となる。

　　　　（b）（1）＝⇒（b）（3）　R〈T≦Sノから（R〈T）1≦Sとな

　　　り，R〈Tの対称性によってR〈T≦Sとなる。したがってR〈T≦

　　　S〈S’＝▽Sとなる。

　　　　（b）（3）＝・》（a）　R〈T≦▽S≦S　　　　　（証明終）

なお，述べるまでもないことであるが，この性質16の（a）のR〈T≦

Sと同値な条件として，すでに示している性質14および性質15もある。

［性質17］　次の条件はすべて同値である。

　（a）　（1）　▽R≦S
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　　　　（2）　▽R≦Sノ

　　　　（3）　▽R≦R〈S

　　　　（4）　▽R≦R〈S’

　　　　（5）　▽R≦R「〈S

　　　　（6）　▽R≦Rノ〈S’

　　　　（7）　▽R≦▽S

　　　　（8）　▽R＝S〈▽R

　　　　（9）　▽R＝S’〈▽R

　　　　（10）　▽R≦R〈▽S

　　　　（11）　　▽R≦R’〈▽S

　　　　（12）　▽R＝▽（R〈S）

　（b）　（1）　　R≦Rノ＞S

　　　　（2）　R≦Rノ＞S’

　　　　（3）　R≦Rノ〉（R〈S）

　　　　（4）　　R≦R’〉　（R〈Sノ）

　　　　（5）　　R≦R／V　（Rノ〈S）

　　　　（6）　　R≦R1＞　（R’〈S’）

　　　　（7）　　R≦R／V▽S

　　　　（8）　　R≦Rノ〉　（S〈▽R）

　　　　（9）　　R≦R／V　（S’〈▽R）

　　　　（10）　　R≦R！〉　（R〈▽S）

　　　　（11）　　R≦R／V　（Rt〈▽S）

　　　　（12）　　R≦Rノ〉▽　（R〈S）

（証明）　　（a）　性質15および性質16においてT＝Rtとおけばよい。

　　　（b）　　（a）に対して性質14を適用する。　　　　　（証明終）

上記の性質17中の（a）（12）の▽（R〈S）に関しては，一般に

　　▽（R〈S）＝R〈S〈（R〈S）1

　　　　　　　　＝R〈R’〈S〈Sノ
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　　　　　　　　＝▽R〈▽S

　　が成立する。

［性質18］　次の条件は同値である。

　（1）　▽R≦1

　（2）　▽R＝R〈1

　（3）　R≦R’〉（R〈1）

（証明）　　（1）〈⇒（2）　性質17（a）（1），（a）（3）においてS＝

　　　1とおけば，

　　　　　▽R≦1⇔▽R≦R〈1
　　　ところで，一般に▽R≧R〈1であるから

　　　　　▽R≦R〈1⇔▽R＝R〈1

　　　したがって

　　　　　　▽R≦1⇔▽R＝R〈1

　　　　（1）〈⇒（3）　性質17（a）（1），（b）（3）においてS＝1

　　　とおくことにより，

　　　　　　▽R≦1⇔R≦π〉（R〈1）　　　　　　　　（証明終）

　なお，性質18（1）に性質17（a）（1），（b）（1）を適用すれば

　　　▽R≦1〈⇒R≦R’＞1

が得られるが，これはすでに知られている［6］。また▽R＝R〈R’である

から，性質14によっても得られる。

［性質19］　T＝T’のとき次の条件はすべて同値である。

　（a）　　　　R〈T≦S

　（b）　（1）　Rノ〈T≦S’

　　　　（2）　Rt〈T≦R〆〈S’

　　　　（3）　R’〈T≦Sノ〈T

　　　　（4）　R’〈T＝Rノ〈Sノ〈T

　（c）　（1）　T≦Rf＞Sノ

　　　　（2）　T≦R’〉（Rノ〈S’）
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　　　　（3）　T≦R’〉（S’〈T）

　　　　（4）　T≦R’〉（R〆〈Sノ〈T）

（証明）　まず（a）と（b）（1）は，Tノ＝Tのとき次のようにして同値

　　　となる。

　　　　　　R〈T≦S〈＝⇒（R〈T）ノ≦S1⇔R’〈Tノ≦S「⇔Rt〈T≦

　　　　　Sノ

　　　　次に（b）の各条件は性質15によって互いに同値となり，また（b）

　　　の各条件と対応する（c）の条件は性質14によって同値となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

性質19に関連して，一般には

　　　T’＝T，R〈T≦S＝⇒T≦R’＞S

とはいえない。これは，いま

R＝

とおけば

π＝

10
11

00
10

，T＝
11
11 ，S＝R

であって，T＝T’，　R〈T≦Sであるが，　T≦Rノ＞Sとはならないことか

らわかる。

［性質20］　（R〈T）’・．　R〈T，Tノ＝Tのとき次の条件はすべて同値で

　　　ある。

　（a）　　　　R〈T≦S

（b）　（1）

　　　（2）

　　　（3）

　　　（4）

　　　（5）

　　　（6）

Rノ〈T≦S

R’〈T≦R〈S

R’〈T≦R〈S’

R’〈T≦R’〈S

Rノ〈T≦▽S

R1〈T≦S〈T
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　　　（7）

　　　（8）

　　　（9）

　　　（10）

　　　（11）

　　　（12）

　　　（13）

　　　（14）

　　　（15）

　　　（16）

　　　（17）

　　　（18）

　　　（19）

　　　（20）

（c）　（1）

　　　（2）

　　　（3）

　　　（4）

　　　（5）

　　　（6）

　　　（7）

　　　（8）

　　　（9）

　　　（10）

　　　（11）

　　　（12）

　　　（13）

　　　（14）

R1〈T≦S〈▽R

R’〈T≦S〆〈▽R

Rノ〈T≦R〈▽S

Rノ〈T≦Rノ〈▽S

Rノ〈T＝R〈S〈T

R1〈T＝R〈Sノ〈T

Rノ〈T＝Rノ〈S〈T

Rノ〈T≦T〈▽S

Rノ〈T≦▽（R〈S）

Rノ〈T＝S〈T〈▽R

R1〈T＝S’〈T〈▽R

R〆〈T二R〈T〈▽S

Rノ〈T＝Rノ〈T〈▽S

R〆〈T＝T〈▽（R〈S）

T≦R’＞S

T≦R’〉（R〈S）

T≦R〆〉（R〈Sノ）

T≦Rt＞（R’〈S）

T≦Rノ〉▽S

T≦Rノ〉（S〈T）

T≦Rノ〉（S〈▽R）

T≦R’〉（Sノ〈▽R）

T≦R’V（R〈▽S）

T≦R’〉（Rノ〈▽S）

T≦R〆〉（R〈S〈T）

T≦R／V（R〈Sノ〈T）

T≦R1＞（R’〈S〈T）

T≦Rt＞（T〈▽S）

（39）－39一
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（証明）

（15）

（16）

（17）

（18）

（19）

（20）

T≦Rノ〉▽（R〈S）

T≦R’〉（S〈T〈▽R）

T≦R1＞（Sノ〈T〈▽R）

T≦Rノ〉（R〈T〈▽S）

T≦Rノ〉（Rノ〈T〈▽S）

T≦R1＞（T〈▽（R〈S））

（a），（b）（7），（b）（15），（b）（16），（b）（20）の同値性だ

けを示す。（a）と，（b）の他の条件との同値性は，

　　　R〈T＝（R〈T）ノ＝R’〈Tt＝R1〈T

であるから，性質15，性質16およびR！〈Tの対称性を用いて得られ

る。また（b）の各条件と対応する（c）の条件との同値性は性質

14によって得られる。以下の順番で証明する。

　（a）⇒（b）（20）　R〈T≦Sによって

　　　R〈T＝（R〈T）〈S＝R〈S〈T

（R〈T）1＝（R〈S〈T）ノ＝Rノ〈S’〈T’＝R’〈Sノ〈T

ここで　（R〈T）ノ＝R〈Tだから

　　　R〈T＝R！〈S’〈T

（R〈T）〈（R〈T）＝（R〈S〈T）〈（R’〈S’〈T）

　　　R〈T＝R〈R’〈S〈S’〈T

またR〈T＝R’〈Tだから

　　　Rノ〈T＝R〈Rt〈S〈S’〈T＝T〈（R〈S）〈（R〈S）ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　＝T〈▽（R〈S）

　（b）（20）⇒（b）（15）＝＝＝〉（b）（7）

　　　Rノ〈T＝T〈▽（R〈S）≦▽（R〈S）≦S〈▽R

　（b）（20）⇒（b）（16）⇒（b）（7）

　　　Rノ〈T＝T〈▽（R〈S）≦S〈T〈▽R≦S〈▽R

　（b）（7）⇒（a）

　　　R〈T＝Rノ〈T≦S〈▽R≦S　　　　　　　　（証明終）



［性質21］

　（1）

　（2）

　（3）

　（4）

　（5）

　（6）

　（7）

　（8）

　（9）

　（10）

　（11）

　（12）

　（13）

　（14）

　（15）

（証明）
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　次の条件は同値である。

R〈1≦S
I≦Rノ＞S

I≦Rノ＞S／

1≦Rf＞　（R〈S）

1≦R’〉　（R〈S’）

1≦Rノ〉　（Rノ〈S）

1≦Rノ〉　（R’〈Sノ）

1≦RIV▽S

I≦R’〉　（S〈1）

1≦Rf＞　（S〈▽R）

1≦R／V　（Sノ〈▽R）

1≦Rノ〉（R〈▽S）

1≦R’〉　（R’〈▽S）

1≦R〆V　（R〈S〈1）

1≦Rノ〉▽（R〈S）

（3），（7）は性質19による。その他のものは，（R〈1）’＝R

　　　〈1かつ1’＝1であるから，性質20においてT＝1とおけばよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

上記の性質に関して，一般に

　　　Rt〈1＝R〈1＝1〈▽R

　　　S’〈1＝S〈1＝1〈▽S

であり，また

　　　R〈S〈1＝R〈Sノ〈1

　　　　　　　　＝Rノ〈S〈1

　　　　　　　　＝Rノ〈Sノ〈1

　　　　　　　　＝S〈1〈▽R

　　　　　　　　＝S’〈1〈▽R
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＝R〈1〈▽S

＝R’〈1〈▽S

＝1〈▽（R〈S）

となる。

［性質22］　　R’〉▽R＝R’＞R＝R’＞RVI

（証明）　Rt＞▽R＝R’〉（R〈R’）

　　　　　　　　＝　（Rノ＞R）〈　（R’VR’）

　　　　　　　　＝　（R’＞R）〈E

　　　　　　　　＝R’＞R

　　　性質8（16）によれば

　　　　　R’＞R＝Rノ＞R＞1

　　　であるから

　　　　　Rノ〉▽R＝Rノ＞R＝R’＞RVI　　　　　　　　（証明終）

［性質23］　▽R≦S＝⇒1≦π＞S

（証明）　R〈1≦▽Rだから，▽R≦SによってR〈1≦Sとなり，性

　　　質21（1）（2）によって1≦R’VSとなる。　　　　　　（証明終）

　なお，この性質の逆はいえない。それはn＝2，R＝E，　S＝1とおい

てみればわかる。

［性質24］　R2≦R，▽R≦S⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対し

　　　てRL≦Rt＞S

（証明）　（1）　1≧1のとき

　　　性質22によって

　　　　　Rノ〉▽R＝R／VR

　　　またR2≦RからRi≦Rとなるので

　　　　　Rt≦R≦R〆＞R＝R〆〉▽R≦R’＞S

　（2）　1＝0のとき

　　　性質23によって1≦R’＞Sとなるので

　　　　　R°＝1≦R’＞S　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　ところで，性質17によれば

　　　▽R≦S⇔R≦Rノ＞S
であるから，上記の証明の（1）はこれを用いておこなうこともできる。

［性質25］　R2≦R，▽R≦D≦1⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に

　　　対してRt≦R’VD

（証明）　性質24においてS＝D≦1とおけばよい。　　　　（証明終）

　上記の性質中のD≦1なるDは対角行列である。いまD＝1とすれば

　　　R2≦R，▽R≦1＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦

　　　百＞1

となる。これはすでに述べた性質13である。さらにD＝0とすれば▽R≦

0は▽R＝0と同値であるから

　　　R2≦R，▽R＝0＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対してRi≦

　　　マ

が得られる。これは性質12である。ところで性質2で述べたように

　　　R2≦R，▽R＝0⇔R2≦R，　R〈1＝0

であるから

　　　R2≦R，　R〈1＝0⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR≦

　　　π

も得られる。これはすでに示している性質6である。

［性質26］

　（1）

　（2）

　（3）

　（4）

　（5）

（証明）

　　次の条件は同値である。

　R〈T≦S

　R≦S＞T

　R〈T≦S＞T

　R＞S≦SVT
　R＞T≦S＞T
　（1）⇔（2）　性質14による。

（2）⇒（3）　R〈T≦R≦SVT

（2）⇒（4）　R≦S＞T
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（3）⇒（5）

（4）⇒（2）

（5）＝＝〉（2）

R＞S≦（S＞T）＞S＝S＞T

R〈T≦S＞T
（R〈T）＞T≦（S＞T）〉下

（R＞T）〈（T＞T）≦S＞一〒『

R＞T≦S＞T

R≦R＞S≦S＞T
R≦R＞T≦S＞T　　　　　　　（証明終）

　上の性質26はR〈T≦Sと同値な条件を与えているが，R〈T≦Sと同

値な条件としては性質14や性質15で示されている条件もある。

［性質27］　R2≦R，　R〈T≦S＝⇒すべてのk（k＝1，2，…）に対し

　　　てRk≦T＞S

（証明）　R2≦RからRk≦Rとなる。また，性質26によってR〈T≦Sか

　　　らR≦TVSとなる。したがって。

　　　Rk≦R≦T＞S　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質27でk＝0の場合は一般には成立しない。すなわち，一般には

　　　R2≦R，　R〈T≦S＝⇒1≦T＞S

とはならない。いまR＝S＝0，T＝Eとおけば，明らかにR2≦R，　R〈

T≦Sであるが，1≦T＞Sとはならない。しかし，以下の性質29で示す

ように条件にT〈1≦S〈1を付加すればk＝0の場合も成立する。

［性質28］

　（1）

　（2）

　（3）

　（4）

（証明）

　　次の条件は同値である。

　T〈1≦S〈I

　T〈1≦S〈T

　T〈1≦S

　I≦T＞S
　　（1）＝⇒・（2）　T〈1≦S〈1≦S

　　　　　　　　　　　（T〈1）〈T≦S〈T

　　　　　　　　　　T〈1≦S〈T

（2）＝＝〉（3）　T〈1≦S〈T≦S
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　　　（3）⇔（4）　性質14によって

　　　　　　　　　　　T〈1≦S〈⇒1≦T＞S

　　　（4）⇒（1）　1≦T＞S

　　　　　　　　　　　　（T〈1）〈1≦（T〈1）〈（T＞S）

　　　　　　　　　　　T〈1≦T〈S〈1≦S〈1　　　（証明終）

　性質21でRをTとおくとT〈1≦SしたがってT〈1≦S〈1の同値条

件力漸尋られる。

［性質29］R2≦R，　R〈T≦S，　T〈1≦S〈1＝⇒すべての1（1＝0，

　　　1，2，…）に対してRL≦T＞S

（証明）　1≧1のときは性質27によってRi≦T＞Sとなる。1＝0のときは

　　　T〈1≦S〈1から性質28によって1≦T＞Sとなり，

　　　　　　RO＝1≦T＞S

　　　が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質30］　▽R≦S＝⇒R〈1≦S〈1

（証明）　R〈Rノ≦S

　　　　　（R〈Rつく1≦S〈I

　　　　　R〈1≦S〈1　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，一・般には

　　　R〈1≦S〈1＝＝〉▽R≦S

とはいえない。これはn＝2，R＝E，　S＝1とおいてみればわかる。

　性質29と上の性質30を用いて，すでに示している性質24を得ることもで

きる。すなわち，いま性質29においてT＝R’とおけば，

　　R2≦R，▽R≦S，　Rノ〈1≦S〈1＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）

　　に対してRt≦Rノ＞S

となる。ところで，性質30によれば

　　　▽R≦S＝＝・＞R〈1≦S〈1

であり，また明らかにR〈1＝R’〈1であるから

　　　▽R≦S⇒R〆〈1≦S〈1
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となる。したがって，条件中に▽R≦SがあればRノ〈1≦S〈1は不要と

なり，

　　　R2≦R，▽R≦S＝⇒すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR≦

　　　π＞S

が成立することになる。これは性質24である。

4．まとめ

　非反射的推移関係に関する若干の初等的な性質を明らかにした。また，

与えられた関係行列に関するある種の不等式条件が様々な形の同値条件と

して表現されることを示した。ここでの結果の大部分はほとんど自明であ

り，すでに知られていると思われるものも含まれているが，このような同

値条件も整理しておくことは有意義であり，いくつかの性質は二項関係に

関する議論において有用であると考えられる。本論文で示した性質には，

特殊な演算である▽に関するものがいくつかあるが，▽RはRの対称核

［9］と呼ばれ，▽の性質は△とともに選好関係の基礎的な考察において

本質的な役割を演じている［1，13］。

　非反射的推移関係については，さらに考察すべきことがある。例えば，

非反射的推移関係の必要十分条件に関しては，まだ考察すべき余地があり，

いくつかの新しい形の条件も考えられる。これらについては今後検討をお

こない，次の機会に報告したい。
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