
（969）－39一

Semiorderに関するLuceの最初の定義と
Scott　and　SupPesの定義

橋　本 寛

1．はじめに

　一般にsemiorderはある種の順序と考えられ，選好関係や効用，また意志決

定などの基礎的な議論において重要である。semiorderの性質はこれまで経

済学や心理学などを中心に比較的広い分野で調べられており，多くの研究が

なされている［3，4，7，11，12，15，16，18，21，23，24，25，26，28］。

本論文ではLuceによって与えられたsemiorderに関する最初の定義［19］と

Scott　and　Suppesによって与えられたsemiorderの定義［28］について考察

をおこない，両者が実質的に等価であることを，プール行列［17］を用いて

示している。また，これらのsemiorderの定義に関連する性質を調べ，プール

行列の性質として示している。

　semiorderの定義には大きく分けて二つの定義がある。一つは2個の関係

を用いてsemiorderを定義するものであり，他の一つは単一の関係を用いて

semiorderを定義するものである。　Luceの定義は2個の関係を用いてなされ

ており，Scott　and　Suppesの定義は単一の関係で与えられている。また，そ

れぞれにいくつかの変形された同値な定義が存在している。Luceの与えた定

義にも一部条件の異なる二つの定義がある［19，20，21］。Scott　and　Suppes

の単一の関係で表現されたsemiorderは特殊な非反射的推移関係となってい

る。本論文では，Luceのsemiorderの定義を構成する二つの関係のうちの一つ

を消去し，同値1生を保ちながら変形をおこなって，Scott　and　Suppesの定義

に帰着させることにより，それらの等価性を示している。
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2．演算および記法の定義

　プール行列に関する演算および記法は文献［13，14］などによるものとす

るが，注意すべき演算として，0，1の要素をもつn次プール行列R＝［r司，

S＝［sガ』に対するプール行列積R×Sと，それに双対な演算R◇Sは次のよう

に定義される。

　　R×S＝［（ri1〈s1ゴ）〉（ri2〈s2ゴ）〉…〉（rin〈sηゴ）］

　　R◇S＝［（rii　Vslj）〈（rゴ2Vs2ゴ）〈…〈（rin＞sηゴ）］

ここに，x，　yを0，1の値をとるものとするとき，xVy＝max（x，　y），ar〈y＝

min（x，　y）とする。演算R◇Sはプール行列に関する不等式の変形の議論など

において有用である。

　特殊な行列として，単位行列を1＝［（Si、’］（傷はクロネッカーのデルタ）で，

零行列を0で，すべての要素が1の行列をEで表わす。行列1，0，Eは文脈で

決まる適当な次数をもつものとする。次数をとくに明示しない行列は，原則

としてn次行列であるとする。また，行列Sの（i，j）要素を恥のように表わす

ことにする。他の行列の場合も同様である。

　一般にプール行列SがS×S≦Sとなるとき，Sで表現される二項関係は推移

的どいわれる。また，S〈1＝0のとき対応する関係は非反射的といわれ，　S

〈S〆＝0のときは非対称的といわれる。なお，行列に関するくの演算は要素ご

との演算であり，S〆はSの転置行列である。

3．結果

　Luceが最初に与えたsemiorder［19］とScott　and　Suppesのsemiorder［28］

が実質的に等価であることを示す。まずLuceのsemiorderを構成する二つの

関係のうち一つを消去し，残り一つの関係で定義されたsemiorderを求める。

次にその条件の一部を，他の条件のもとで，同値な条件で置き換えることを

繰り返し，最終的にScott　and　Suppesの定義にもっていく。また，その変形
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の過程においてそれぞれの定義に関連する基本的性質を調べる。

［定義1］［19］

　プール行列S，Tが次の条件を満たすならば，（S，　T）はsemiorderを表現

する行列対である。

　（1）　（S〈Sノ〈T）〉（S〈S’〈T）V（S〈S’〈T）＝E

　（2）1≦T

　（3）S×T×S≦S

　（4）　（S×T）〈（Sノ×T）≦T

上の定義1はLuceが最初に与えたsemiorderの定義の行列表現である。こ

の定義における条件（2）の1≦Tは，以下の性質6で示すように条件（1）から得ら

れるので，条件としては冗長である。

［性質1］　［14］

　　　（S〈Sノ〈T）V（S〈S〆〈T）〉（S〈S’〈T）＝E

　e＝⇒（S〈Sf）V（S〈T）〉（Sノ〈T）＝0，　S＞S！＞T＝E

［性質2］　A，Cをm×nプール行列とするとき

　　　A〈C＝0，AVC＝E〈＝⇒C＝A

（証明）

　（1）A〈C＝0，AVC＝Eのとき

　明らかにA〈C＝0からC≦Aとなる。またA＞C＝EからA〈C＝0となり，

さらに五≦Cとなる。したがってC＝Aとなる。

　（2）C＝Aのとき

　　　A〈C＝A〈A＝O

　　　AVC＝AV入＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質はほとんど自明であり，よく知られていると思われるが，以下で

使用するので示している。

　［性質3］　A、，A2，…，　A，，　Cをm×nプール行列とするとき

　　（A1＞A2＞…VA‘）〈C＝0，　A1＞A2V…VA，＞C＝E
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　　　　ぐ＝⇒C＝A1〈A2〈…〈A，

　（証明）　性質2による。

　［性質4］　A，B，　Cをm×nプール行列とするとき

　　（A〈C）V（B〈C）＝0，A＞B＞C＝Eぐ＝⇒C＝五く百

　（証明）　性質3による。

　［性質5］［14］

　　（S〈T）V（S’〈T）＝0，S＞S〆＞T＝Eく＝⇒T・・百くず

　（証明）　性質4による。

　［性質6］

　（S〈S！〈T）〉（S〈Sノ〈T）〉（S〈亜くT）＝Eのとき

　（1）　S〈Sノ＝0

　（2）　S〈1＝0

　（3）T＝S〈S’

　（4）T’＝T

　（5）1≦T

　（証明）

　（1）　’1生質1による。

　（2）　（1）による。

　（3）性質1および性質5による。

　（4）　（3）による。

　（5）　（2），（3）による。

［性質7］

（証明）

　（1）　（S〈S1〈T）〉（S〈Sノ〈T）〉（S〈亜くT）＝Eのとき

　性質6によって

　　　S〈S’＝0，T＝S〈Sノ

　（2）S〈S1＝0，　T＝S〈S1のとき

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（S〈S！〈T）V（S〈S’〈T）〉（S〈Sノ〈T）＝E〈＝⇒S〈Sノ＝0，T＝百くS〆
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　S＞S’＝E，T＝SVSノであるから

　　（S〈Sノ〈T）〉（S〈S〆〈T）〉（S〈S〆〈T）

　＝（S〈百ア〈（S＞S’））V（S〈S〆〈（S＞Sノ））〉（S〈S’〈S〈Sノ）

　＝（S〈S’）〉（S〈Sノ）〉（S〈Sつ

　＝（（S〈Sノ）V（S〈Sf））V（（S〈S’）V（S〈S’））

　＝S’＞S

　＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質8］　1≦T，S×T×S≦S⇒SxS≦S

（証明）

　　S×S＝S×1×S≦S×T×S≦S　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質8は明らかであり，よく知られているであろう。この性質は次の

性質9の証明で使用される。

［性質9］

　（S〈S！〈T）〉（S〈Sノ〈T）V（S〈Sノ〈T）＝E，S×T×S≦S⇒S×S≦S

（証明）　（S〈評く了）V（百くS’〈T）V（S〈Sノ〈T）＝Eのとき，性質6によっ

て1≦Tとなる。したがって性質8からS×S≦Sとなる。

［性質10］　1≦T，（S×T）〈（S1×T）≦T⇒S〈1＝0

（証明）　1≦Tだから

　　　S＝S×1≦S×T，

　　　S’＝S’×1≦S！×T

となる。したがって

　　　S〈S’≦（S×T）〈（S〆×T）≦T

（証明終）

となる。また1≦TからT≦1となるのでS〈S’≦1となる。これから（S〈Sノ）

〈1＝0となり，S〈1＝0が得られる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意1］　次の命題は，一般には成立しない。

　　　1≦T，（S×T）〈（Sノ×T）≦T⇒S×S≦S

　いま
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　　　T－ll・s－ll〕

とおけば，1≦Tであり，

　　　」ii－［ll

　　　（S×T）〈（S・×T）－S〈S・－ll〕≦7ii

であるが，

　　　s×s－〔ll〕×〔91〕－ll

であって，S×S≦Sとはなっていない。

［定義2］プール行列S，Tが次の条件を満たすならば，（S，　T）はsemiorder

を表現する行列対である。

　（1）　（S〈S’）V（S〈T）〉（S〆〈T）〉（S〈S1〈T）＝0

　（2）1≦T

　（3）S×T×S≦S

　（4）　（S×T）〈（Sノ×T）≦T

　この定義2が定義1と等価であることを示す。

［性質11］　定義1の条件く＝⇒定義2の条件

（証明）　性質1によって

　　　（S〈S’〈T）〉（S〈S’〈T）V（S〈S’〈T）＝E

　ぐ＝⇒（S〈S1）〉（S〈T）〉（Sノ〈T）＝0，　S＞S〆VT＝E

　ぐ＝⇒（S〈S’）V（S〈T）〉（Sノ〈T）＝0，百く豆く丁＝0

　く＝⇒（S〈S’）〉（S〈T）〉（S’〈T）〉（S〈S’〈T）＝0

［定義3］

る行列である。

　（1）　S〈Sノ＝0

（証明終）

プール行列Sが次の条件を満たすならば，Sはsemiorderを表現す
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（2）　S×（S〈S〆）×S≦S

（3）　（S×（S〈S！））〈（Sノ×（S〈Sつ）≦SVSt

上の定義3はLuceの最初の定義を単一の行列で表現したものに相当して

いる。以下において，この定義3が定義1から導かれることを示すが，先に

この定義を満たすSの性質を調べる。

［性質12］［22］

　　S〈1＝0，　S×（S〈Sノ）×S≦S⇒S×S≦S

（証明）　S〈1＝0から1≦S，1≦Sノとなり，したがって1≦S〈S’となるので

　　S×S＝S×1×S≦S×（S〈S！）×S≦S

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質13］

　　S〈S’＝O，　S×（S〈S’）×S≦S⇒S×S≦S

（証明）　性質12による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意2］　　一般には，

　　　S〈S’＝0，　S×S≦S⇒S×（S〈S’）×S≦S

とはならない。いま，

S＝

0010
0000
0000
0100

とおけば

S’＝

0000
0001
1000
0000

，
5＝

1101
1111
1111
1011
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S〈Sノ＝0

S×S＝

S〈S’＝

0010
0000
0000
0100
1101
1111
1111
1011

S×（S〈Sノ）＝

S×（S〈Sノ）×S＝

×

〈

0010
0000
0000
0100
0111
0000
0000
1110

0010
0000
0000
0100
1111
1110
0111
1111

×

×

1101
1110
0111
1011
0010
0000
0000
0100

0000
0000
0000
0000
1101
1110
0111
1011

＝0≦S

0111
0000
0000
1110
0100
0000
0000
0010

となり，S〈S’＝0で，かつS×S≦SであるけれどもS×（百く豆）×S≦Sとは

なっていない。

　次の性質はよく知られている。

［性質14］　［1，　13，　27］

　S×S≦Sのとき

　　S〈1＝0ぐ＝＝⇒S〈S1＝0
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［性質15］　S×（S〈Sノ）×S≦Sのとき

　　　S〈1＝0〈＝＝＞S〈S！＝0

（証明）

　（1）S〈1＝0のとき

性質12によってS×S≦Sとなるので，性質14によってS〈Sノ＝0となる。

　（2）S〈S’＝0のとき

　明らかにS〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意3］　　一般には，

　S〈1＝0，（S×（S〈S’））〈（S’×（S〈S！））≦S＞Sノ⇒S〈S／＝0とはならな

い。いま，

　　　s－〔91〕

とおけば，明らかに

　　S〈1＝0，　S〈S！＝1

であり，

　　　（S×（S〈Sノ））〈（S’×（S〈Sノ））＝S〈Sノ≦S＞Sノ

となるが，S〈S「＝Sキ0であって，　S〈Sノ＝0とはならない。

［注意4］　次の命題も一般には成立しない。

　S〈S1＝0，　（S×（S〈S！））〈（Sノ×（S〈S’））≦S＞S「⇒S×S≦S

　いま，

　　　　　　　　　　　　　　　！
とおけば，

　　S〈Sノ＝0
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　　　　　　101　　　　110　　　　100

　　S〈Sノ＝　　1　10　　〈　　0　1　1　　＝　　010　　＝1

　　　　　　011　　　　101　　　　001

　　（S×（S〈Sつ）〈（S〆×（S〈S’））＝S〈S’＝・O≦SVS’

となるが，

　　　　　　010　　　010

　　S×S＝　　001　×　　001　＝

　　　　　　100　　　100

であって，S×S≦Sとはなっていない。

［性質16］

001
100
010

　　定義1の条件ぐ＝⇒定義3の条件およびT＝＝S〈S〆

（証明）

　（1）定義1の条件のとき

　性質1によって

　　　（S〈S〆〈T）〉（S〈S’〈T）V（S〈S’〈T）＝E

　e＝⇒（S〈Sノ）V（S〈T）V（S1〈T）＝0，　S＞S／VT＝E

であるから，S〈S’＝0となる。また性質5によってT＝S〈Sfとなる。このT＝

S〈SノをS×T×S≦Sに代入して

　　　S×（S〈Sノ）×S≦S

が得られる。さらにT＝S〈S’を

　　　（S×T）〈（Sノ×T）≦T

に代入すれば，

　　　（S×（S／＼Sノ））〈（Sノ×（S〈S／））≦S＞Sノ

となる。

　（2）定義3の条件およびT＝S〈S1のとき

　S〈Sノ＝0でT＝S〈S’であるから性質7によって

　　　（S〈S’〈T）〉（S〈S！〈T）V（S〈Sノ〈T）＝・E

となる。次に，S〈S’＝・OによってS〈1＝0だから1≦S〈Sノ＝Tとなる。さらに
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T＝S〈S！によって

　　　S×T×S＝S×（S〈Sノ）×S≦S

　　（S×T）〈（S／×T）＝（S×（S〈Sノ））〈（Sノ×（S〈Sノ））≦SVS’＝T

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［定義4］プール行列Sが次の条件を満たすならば，Sはsemiorderを表現す

る行列である。

　（1）　S〈S1＝0

　（2）　S×（S〈S〆）×S≦S

　（3）　S×S×（S〈S1）≦S＞S！

　以下において，この定義4が定義3と等価であることを示す。まず，上の

定義の条件を満たすSの若干の性質を調べる。

［性質17］　S×S×（S〈Sノ）≦S＞S’のとき

　　　　S〈1＝0〈＝＝⇒S〈S’＝0

（証明）

　（1）S〈1＝0のとき

　助＝sゴf＝1とおく。このとき矛盾の生じることを示す。Sii＝0であるから

恥く貼く（Sii〈Sii）＝1となり，Sii＞Sii＝1となる。しかし，これは矛盾する。

　（2）S〈S’＝0のとき

　明らかにS〈1＝0となる。

［注意5］　すでに性質13で示したように，S〈S〆＝0のとき

　　S×（S〈Sノ）×S≦S⇒S×S≦S

となる。しかし，一般には，

　S〈Sf＝0のとき

　　S×S×（S〈S1）≦S＞S「⇒S×S≦S

とはならない。いま，注意4の場合と同じく

（証明終）
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とおけば，注意4で示したように

　　　S〈S’＝O

　　　S〈S’＝1

〔糊

であり，

「翻×／馴1｝i／≦svs’

となって，S〈S’＝0で，かつS×S×（S〈Sf）≦S＞S’であるけれども，S×S≦

Sとはなっていない。

［’1生質18］

　S×S×（S〈Sノ）≦S＞S’〈＝⇒（S×（S〈Sノ））〈（S’×（S〈S’））＝0

（証明）

　　S×S×（S〈Sつ≦S＞S’

　ぐ＝＝⇒S×（S〈S’）≦S「◇（SVSノ）

　e＝⇒（S×（S〈Sノ））〈（S’◇（SVSt））＝0

　〈＝⇒（S×（S〈S〆））〈（S’×（S〈S’））＝0　　　　　　　　　　（証明終）

［’1生質19］

　S×S×（S〈Sノ）≦S＞Sノ⇒（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S／＼S’））≦S＞S’

（証明）　性質18によって



Semiorderに関するLuceの最初の定義とScott　and　Suppesの定義　　（981）－51一

　S×S×（S／＼S！）≦S＞S’e＝⇒（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S〈S「））＝O

　　　　　　　　　　　　　⇒（S×（S〈S’））〈（S’×（S〈Sノ））≦SVSノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意6］　一般には，S×（S〈Sノ）×S≦Sであっても

　（S×（S〈Sノ））〈（S’×（S〈S’））≦S＞S’⇒S×S×（S〈Sノ）≦S＞S〆

とはいえない。いま，

　　　s－（ll〕

とおけば，

s－
〔91〕・豆一〔ll〕・Si；〈豆一〔ll〕

s×（S〈S’）一
〔ll〕×〔92〕一〔ll〕I

S×（S〈S’）×S－
〔81〕×［ll〕一〔認〕≦S

s’×（S〈S’）一
［ll〕×〔ll〕一〔ll〕

s＞s’一
［ll〕

（S×（S〈S’））〈（S・×（9〈豆））一
〔81〕〈〔81〕一〔81〕≦svsr

s×s－
〔il〕×ql〕－q｝〕

s×s×（S〈S1）一
〔ll）×〔ll〕一〔91］

であり，

　　S×（S〈S’）×S≦S

　　（S×（S〈S’））〈（S〆×（S〈S’））≦SVSノ
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となるが，

　　S×S×（S〈S’）≦SVSt

とはなっていない。

［性質20］　S×S≦Sのとき

　（S×（S〈S！））〈（Sノ×（S〈Sつ）≦S＞S’く＝⇒S×S×（S〈S！）≦S＞S・

（証明）

　（1）　（S×（S〈S！））〈（S’×（S〈Sノ））≦S＞S’のとき

　Sik〈Skl〈s‘ゴ〈靴＝1とおく。このとき賜＞sゴf＝0とおけば矛盾の生じるこ

とを示す。S×S≦Sだから，　Sik＝1，貼＝0によってSkj＝0となる。また，

SkL＝1，　S」1　＝0によってs躍＝0となる。ところで

　　s、t〈s乙ゴ〈Sπ＝1，　s、h〈s、ゴ〈sガ＝1

であるから，

　　（S×（S〈S’））／＼（Sノ×（S〈Sノ））≦S＞S1

によって賜＞Sth＝1となる。しかし，これは矛盾する。

　（2）S×S×（S〈S’）≦SVStのとき

　性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質21］　S〈1＝0，S×（S〈S／）×S≦Sのとき

（S×（S〈S’））〈（S’×（S〈Sノ））≦SVSノ〈＝＝⇒S×S×（S〈S〆）≦S＞Sf

（証明）　性質12および性質20による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質22］　S〈Sf＝0，　S×（S〈Sf）×S≦Sのとき

（S×（S〈S’））〈（S／×（S〈Sノ））≦SVSノ〈≒＝⇒S×S×（S〈Sつ≦S＞S・

（証明）　S〈S’＝0のときS〈1＝0であるから，性質21による。（証明終）

［性質23］　定義3の条件e⇒定義4の条件

（証明）　性質22による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［定義5］プール行列Sが次の条件を満たすならば，Sはsemiorderを表現す

る行列である。

　（1）　S〈1＝0

　（2）　S×（S〈Sノ）×S≦S
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（3）　（S×（S〈Sノ））〈（S〆×（S〈S！））≦SVS’

この定義5が定義3と等価であることは次の性質によって示される。

［性質24］　定義3の条件く⇒定義5の条件

（証明）　性質15による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意7］　すでに注意3でも述べたように，一般には，

　　　（S×（S〈S’））〈（Sf×（S〈Sf））≦S＞S’のとき

　　　　　S〈1＝0＝⇒S〈S「＝0

とはならない。

［定義6］プール行列Sが次の条件を満たすならば，Sはsemiorderを表現す

る行列である。

　（1）　S〈1＝0

　（2）　S×Sf×S≦S

　（3）　（S×（S〈Sノ））〈（S1×（S〈S1））≦S＞S！

　この定義6が定義5と等価であることを示す。次の性質はよく知られてい

る。

［性質25］［2，6，7，10］

　　S〈1＝0，　S×S！×S≦S⇒S×S≦S

（証明）　S×（S〈S〆）×S≦S×S／×S≦S

であるから性質12による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質中のS×S〆×S≦Sを満たすSの表現する二項関係はFerrers関係

またはbiorderとよばれる［2，10］。　S〈1＝0かつS×Sノ×S≦SなるSはinter－

val　orderまたはirreflexive　biorderとよばれる二項関係を表現するプール行

列となる［2，7，16］。

［注意8］　一般には，

　　　S〈1＝0，　S×S≦S⇒S×S’×S≦S

とはいえない。注意2の場合と同じく



一
54－（984） 第48巻第5号

S＝

0010
0000
0000
0100

とおけば，注意2で示したように，このSはS〈S’・＝O，S×S≦Sであるけれど

も，S×（S〈S！）×S≦Sを満たさない。明らかにS×（S〈S’）×S≦S×豆×Sで

あるから，このSはS×S’×S≦Sも満たさない。実際，

S×S’＝

SXS〆×S＝

0010
0000
0000
0100
0111
0000
0000
1110

×

×

1111
1110
0111
1111
0010
0000
0000
0100

0111
0000
0000
1110
0100
0000
0000
0010

となるから，S×Sノ×S≦Sとはなっていない。

［性質26］　S×Sノ×S≦Sのとき

　　　　S〈1＝0ぐ＝＝⇒S〈Sノ＝0

（証明）　S×（S〈Sノ）×S≦S×S’×S≦S

であるから性質15による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質27］　S×S≦Sのとき

　　　S×（S〈S1）×S≦S〈＝⇒S×S1×S≦S

（証明）

　（1）S×（S〈Sノ）×S≦Sのとき

　Sik＝1，Slh＝0，s‘ゴ＝1とおく。このとき恥＝0とすると矛盾の生じるこ

とを示す。Sik・＝1，恥＝・0だからS×S≦Sによってs々ゴ＝0となる。またs‘ゴ＝

1，sんゴ＝0によってSkl＝0となる。こうしてSih〈（Sht〈Slh）〈Szゴ＝1だから

賜＝1となる。しかし，これは矛盾する。



Semiorderに関するLuceの最初の定義とScott　and　Suppesの定義　　（985）－55一

　（2）S×Sノ×S≦Sのとき

　明らかに

　　　Sx（S〈Sノ）×S≦S×S’×S

であるからS×（S〈S’）×S≦Sとなる。

［性質28］　S〈1＝0のとき

　　　S×（S〈S’）×S≦S〈＝⇒S×Sノ×S≦S

（証明）

　（1）S×（S〈Sノ）×S≦Sのとき

　S〈1＝0だから性質12によってS×S≦Sとなる。

S’×S≦Sとなる。

　（2）S×Sノ×S≦Sのとき

　明らかに

　　　S×（S〈Sノ）×S≦S×Sノ×S≦S

となる。

［性質29］　S〈S’＝0のとき

　　　S×（S〈Sノ）XS≦Sぐ＝・＝⇒S×Sノ×S≦S

（証明）　S〈S’＝0のときS〈1＝0であるから性質28による。

［注意9］　一般には，

　　（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S〈Sノ））≦S＞S’のとき

　　　　S×（S〈S’）×S≦S⇒S×Sノ×S≦S

とはいえない。いま，

S＝

1110
1111
1011
1111

（証明終）

したがって性質27からS×

（証明終）

（証明終）

とおけば，
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5＝

0001
0000
0100
0000

，豆＝

0000
0010
0000
1000

S〈Sノ＝0

（S×（S〈Sノ））〈（Sノ×（S〈Sノ））＝0≦S＞S・

S×（S〈S’）×S＝0≦S

S×S’＝

S×Sノ×S＝

1110
1111
1011
1111
0010
1010
1000
1010

×

×

0000
0010
0000
1000
1110
1111
1011
1111

0010
1010
1000
1010
1011
1111
1110
1111

となり，

　（S×（S〈S’））〈（S！×（S〈Sノ））≦S＞S’

　S×（S〈Sノ）×S≦S

であるけれども，S×S〆×S≦Sとはなっていない。

［注意10］　次の命題も一般には成立しない。

　S×S×（S〈S’）≦S＞Sfのとき

　　S×（S〈Sノ）×S≦S⇒S×S〆×S≦S

いま，注意9と同じく

S＝

1110
1111
1011
1111

とおけば，
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　　S〈Sノ＝O

　　S×S×（S〈Sつ＝0≦S＞S’

　　S×（S〈S’）×S＝0≦S

となり，

　　S×S×（S〈Sノ）≦S＞S’

　　S×（S〈S’）×S≦S

であるけれども，上の注意9で示したようにS×S！×S≦Sとはなっていない。

［性質30］　S〈1＝0，S×Sノ×S≦Sのとき

　（S×（S〈Sノ））〈（Sノ×（S〈S〆））≦S＞S’e＝⇒S×S×（S〈S／）≦S＞Sf

（証明）　明らかに

　　　S×（S〈S’）×S≦S×S〆×S≦S

であるから性質21による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質31］　S〈Sノ＝0，S×S！×S≦Sのとき

　（S×（S〈S’））〈（S〆×（S〈Sつ）≦S＞Sノく＝⇒S×S×（S〈Sつ≦S＞S！

（証明）　性質30による。

［注意11］　　一般には，

　　S×S’×S≦S，　（S×（S〈S！））／＼（Sノ×（S〈S’））≦S＞S’

　　　⇒S×S×（S〈Sf））≦S＞Sf

とはならない。いま，注意6の場合と同じく

　　　s－〔B〕

とおき，注意6の計算を参照すれば

亜一

s×豆一 〔B〕×〔81〕一喘〕

S×豆×S一 ㈱×〔ll〕－cg〕≦S

（証明終）
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　　（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S／＼Sノ））≦S＞S〆

SVSt－
〔B〕

s×s×（S〈Sノ）一
〔91〕

であって

　　S×Sノ×S≦S

　　（S×（S〈S’））〈（S’×（S〈Sノ））≦S＞Sノ

となるが，

　　S×S×（S〈S’）≦S＼／S「

とはなっていない。

　［性質32］　定義5の条件く＝⇒定義6の条件

　（証明）　性質28による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質33］　次の条件は同値である。

　（1）　S〈Sノ＝・0，S×（S〈Sつ×S≦S

　（2）　S〈Sノ＝0，S×Sノ×S≦S

　（3）　S〈1＝0，S×（S〈S’）×S≦S

　（4）　S〈1＝0，　S×S’×S≦S

　（証明）

　（1）〈＝⇒（3）　性質15による。

　（2）〈＝⇒（4）性質26による。

　（3）e⇒（4）性質28による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質33に関して，（1）e⇒（2）であることは性質29からもわかる。

　［定義7］［5，28］

　プール行列Sが次の条件を満たすならば，Sはsemiorderを表現する行列で

ある。

　（1）　S〈1＝0

　（2）　S×Sノ×S≦S
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（3）　S×S≦S◇S

　この定義7が定義6と等価であることを示す。まず上の定義の条件を満た

す行列sの性質を調べる。次の性質はよく知られている。

［性質34コ　［9，10］

　　S〈1＝0，S×S≦S◇S⇒S×S≦S

（証明）　一般に

　　　S×S≦S◇S〈≒＝⇒S×S×Sノ≦S

であり，またS〈1＝0から1≦Sノとなるので

　　　S×S＝S×S×1≦S×S×S’≦Sとなる。　　　　　　　　（証明終）

　上の性質34におけるS×S≦S◇Sを満たすSで表現される関係はsemitran－

sitive関係と呼ばれる［8，10］。上の証明中で示しているようにS×S≦S◇S

はS×S×豆≦Sと同値であるが，さらに，S×S≦S◇Sを変形することにより，

このほかにも様々な同値条件が得られる。

［性質35］　　S〈S’＝0，S×S≦S◇S⇒S×S≦S

（証明）　S〈Sノ＝0のときS〈1＝0であるから性質34による。

［注意12］　　一一般には，

　　　S〈S’＝0，　S×S≦S⇒S×S≦S◇S

とはならない。いま，

S＝

0110
0010
0000
0000

（証明終）

とおけば，

　　S〈Sノ＝　O
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S×S＝

S◇S＝

0110
0010
0000
0000
0110
0010
0000
0000

×

◇

第48巻第5号

0110
0010
0000
0000
0110
0010
0000
0000

0010
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000

≦S

となり，S〈Sノ＝0で，かつS×S≦Sであるけれども，S×S≦S◇Sとはなって

いない。

［性質36］　S×S≦S◇Sのとき

　　　　S〈1＝Oc＝＝＞S〈S’＝0

（証明）

　（1）S〈1＝0のとき

　性質34により，S×S≦Sとなる。したがってS〈1＝0のとき，性質14によっ

てS〈Sノ＝0となる。

　（2）S〈S1＝0のとき

　明らかにS〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに性質28で示しているように，

　　　S〈1＝0のとき

　　　　S×（S〈Sつ×S≦Se＝⇒S×S！×S≦S

となる。しかし，次の注意13で示すように，条件のS〈1＝0を，S×S≦S◇S

で置き換えることはできない。

［注意13］　一般には，

　　S×S≦S◇Sのとき

　　　S×（S〈S〆）×S≦S⇒S×S／×S≦S

とはならない。いま，注意9と同じく
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S＝

1110
1111
1011
1111

とおけば，

S◇S＝

S×S＝

1110
1111
1011
1111

1110
1111
1011
1111

×

◇

1110
1111
1011
1111

1110
1111
1011
1111

1111
1111
1111
1111

1111
1111
1111
1111

≦S◇S

となり，また注意9で示したように

　　S〈Sノ＝O

　　S×（S〈S’）×S＝0≦S

S×Sノ×S＝

1011
1111
1110
1111

となって，S×S≦S◇Sで，かつS×（S〈S〆）×S≦Sであるけれども，　S×S’×

S≦Sとはなっていない。

［性質37］　［5］

　　S×S≦S◇Sぐ＝＝⇒（S×S〆）〈（S〆×S）＝0

（証明）

　　　S×S≦S◇S

　〈＝＝⇒S≦S’◇S◇S

　〈＝＝⇒S×S’≦S’◇S
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ぐ＝⇒（S×S’）／＼（S「◇S）＝0

ぐ＝＝⇒（S×S’）〈（Sノ×S）＝0

上の性質の右辺は，

　　（S×Sノ）〈（Sノ×S）＝0

ぐ＝⇒（S×St）〉（Sノ×S）＝E

〈＝⇒（S◇S’）〉（S’◇S）＝＝E

c＝⇒（S◇Sノ）ノV（S’◇S）＝E

e＝⇒（S◇Sノ）〉（S〆◇S）〆＝E

第48巻第5号

さらに以下のように変形できる。

（証明終）

変形によって得られた式中のS◇S’はSの表現する関係のright　traceとよ

ばれ，S’◇Sに相当するものはleft　traceとよばれる［4，10］。

［性質38］　S×S≦S◇S⇒（S×（S〈S1））〈（S’×（S〈S’））＝0

（証明）　性質37によって

　　S×S≦S◇Sc＝＝⇒（S×S’）〈（Sノ×S）＝0

であり，また明らかに

　　（S×S’）〈（S！×S）≧（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S〈S’））

であるから

　　　（S×（S〈Sつ）〈（Sノ×（S〈S’））＝0

となる。

［性質39］

　　S×S≦S◇S＝〉（S×（S〈Sつ）〈（S’×（S〈Sノ））≦S＞S’

（証明）　性質38による。

［性質40］　S×S≦Sのとき

　　（S×（S〈S’））〈（S〆×（S〈S’））≦S＞S’〈≒・⇒S×S≦S◇S

（証明）

　（1）　（Sx（S〈Sり）〈（S’×（S〈S’））≦S＞S’のとき

（証明終）

（証明終）

Sik＝1，s々ゴ＝1とする。このときSit＝0，s‘ゴ＝0とおくと矛盾の生じるこ

とを示す。Sih・””1，Sit＝0のときS×S≦SによってShl＝0となる。同様にs々ゴ＝

1，s乙ゴ＝0によってsth＝0となる。s雇＝1とskl＝0によってsゴt、・＝0となり，
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Sih＝1，　Stk＝0によってSli＝0となる。したがって，

　　sんゴ〈（sゴ乙くs、ゴ）＝1，s、k〈（Sit〈Sli）＝1

となり，Skl＞Stk＝1が得られる。しかし，これは矛盾する。ゆえに，　S×S≦

S◇Sとなる。

　（2）S×S≦S◇Sのとき

　性質39によって

　　（S×（S〈S〆））〈（Sノ×（S〈Sノ））≦SVSt　　　　　　　　　（証明終）

［性質41］　S〈1＝0，S×S〆×S≦Sのとき

　　（S×（S〈S’））〈（S’×（S〈S’））≦S＞S’〈＝＝⇒S×S≦S◇S

（証明）S〈1＝0，S×S’×S≦Sのとき，性質25によってS×S≦Sとなるか

ら，性質40による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意14］　上の性質の条件のS〈1＝0をはずすことはできない。すなわち，

一般には，

　　S×S’×S≦Sのとき

　　（S×（S〈S〆））〈（S’×（S〈S’））≦SVSt⇒S×S≦S◇S

とはいえない。いま，注意6と同じく

　　　s－〔ll）

とおき，注意6を参照すれば

　　　“一〔81〕

　　　s×豆一〔B〕×〔91〕一喘〕

　　　S×豆×S－〔91〕×〔B〕一〔18〕≦S

　　　（S×（S〈Sノ））〈（S’×（S〈S’））≦S＞S’

　　　s×s－［ll〕×（ll〕一〔ll
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　　　s◇s－〔B〕◇〔B〕一［ll）

となり，S×Sノ×S≦Sで，かつ

　　　（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S〈Sつ）≦S＞S’

であるけれども，S×S≦S◇Sとはなっていない。

［注意15］上の性質41において，S×S／×S≦Sをはずすこともできない。す

なわち，一般には，

　　S〈1＝0のとき

　　　（S×（S〈Sノ））〈（S’×（S〈S’））≦S＞S1⇒S×S≦S◇S

とはいえない。いま，

　　　s－〔ll〕

とおけば，

s－ 〔ll〕・蓉一〔12〕ふず一〔ll〕－1

　　（S×（S〈Sノ））〈（S！×（S〈S’））＝S〈S1≦S▽Sf

s×s－
〔ll〕×〔？1〕一〔12〕

s◇s－
〔ll〕◇〔ll〕一〔91）

であって，S〈1＝0で

　　（S×（S〈S’））〈（Sf×（S〈Sノ））≦S＞Sノ

となるけれども，S×S≦S◇Sとはなっていない。

［性質42］　S〈Sノ＝0，S×Sノ×S≦Sのとき

　（S×（S〈S’））〈（Sノ×（S〈S〆））≦S＞Sノ〈≠＝⇒S×S≦S◇S

（証明）　性質41による　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質43］　S〈1＝0，S×（S〈Sノ）×S≦Sのとき

　（S×（S〈Sノ））〈（Sノ×（S〈S〆））≦S＞S’〈⇒S×S≦S◇S
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（証明）　S〈1＝0，S×（S〈S’）×S≦Sのとき，性質12によってS×S≦Sと

なるから，性質40による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質44］　S〈S’＝0，S×（S〈Sf）×S≦Sのとき

　（S×（S〈S〆））〈（S！×（S〈S’））≦S＞S1〈≒＞S×S≦S◇S

（証明）　性質43による　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質45］

　　S×S≦S◇S⇒S×S×（S〈Sノ）≦SVSノ

（証明）

　　　S×S≦S◇S

　e＝⇒S×S×Sノ≦S

　＝＝＝＞S×S×（S〈Sノ）≦S

　＝⇒S×S×（S〈S’）≦S＞S1　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質46］　S×S≦Sのとき

　　　S×S×（S〈S’）≦SVS’く・＝＝⇒S×S≦S◇S

（証明）　性質20および性質40による。　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質47］　S〈1＝0，S×Sノ×S≦Sのとき

　　S×S×（S〈S’）≦SVSt〈＝⇒S×S≦S◇S

（証明）S〈1＝0，S×Sノ×S≦Sのとき，性質25によってS×S≦Sとなるか

ら性質46による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［注意16］　　一般には，

　　S×Sノ×S≦Sのとき，

　　　　S×S×（S〈Sf）≦S＞Sノ⇒S×S≦S◇S

とはならない。いま，

S＝

1010
1111
1111
1000

とおけば，
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S！＝

S×S〆＝

1111
0110
1110
0110
1010
1111
1111
1000

S×Sノ×S＝

S×S＝

S＝

S〈S〆＝

S＞S1＝

，S1＝

×

0001
1001
1001
0000

1010
1111
1111
1000
0101
0000
0000
0111
0101
0000
0000
0111
1111
1111
1111
1110

×

〈

0000
1001
0001
1001

0000
1001
0001
1001

×

1010
1111
1111
1000

1010
1111
1111
1000

0000
1001
0001
1001

0001
1001
1001
0000

1000
1010
1010
0000

1111
1111
1111
1010

0000
0000
0000
0001

≦S
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S×S×（S〈S’）＝

S◇S＝

1010
1111
1111
1000

1111
1111
1111
1010

◇

×

1010
1111
1111
1000

0000
0000
0000
0001

1000
1111
1111
1000

0001
0001
0001
0000

≦S＞Sノ

となり，S×S！×S≦Sで，かつS×S×（Sノ〈S〆）≦S＞SfであるけれどもS×S≦

S◇Sとはなっていない。

［性質48］　S〈S’＝0，S×S’×S≦Sのとき

　　S×S×（S〈Sノ）≦SVSノ〈＝⇒S×S≦S◇S

（証明）　性質47による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質49］　S〈1＝0，S×（S〈S’）×S≦Sのとき

　　S×S×（S〈Sノ）≦SVS’〈＝＝⇒S×S≦S◇S

（証明）　S〈1＝0，S×（S〈S’）×S≦Sのとき性質12によってS×S≦Sとな

るから性質46による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質50］　S〈S’＝0，S×（S〈Sノ）×S≦Sのとき

　　S＞ぐS×（S〈S！）≦SVSノぐ＝＝⇒S×S≦S◇S

（証明）　性質49による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質51］　定義6の条件ぐ＝⇒定義7の条件

（証明）　性質41による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質52］

　　定義1の条件e⇒定義7の条件およびT＝S〈S’

（証明）

　定義1の条件e⇒定義3の条件およびT＝S〈S〆（性質16）

　　　　　　　ぐ＝⇒定義5の条件およびT＝S〈Sノ（性質24）

　　　　　　　ぐ＝⇒定義6の条件およびT＝S〈S’（性質32）
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　　　　　　　←⇒定義7の条件およびT＝S〈S’（性質51）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質52は，Luceによって与えられた最初の定義［19］とScott　and

Suppesによって与えられた定義［28］が，実質的に等価であることを示して

いる。

4．まとめ

　Luceによって与えられたsemiorderに関する最初の定義とScott　and

Suppesによって与えられたsemiorderに関する定義が，実質的に等価である

ことを，プール行列を用いて示した。一般には，Scott　and　Suppesのsemior－

derの定義はLuceの定義を論理的に簡単化したものとして理解されており，

両者の等価性は，論理的には知られていると思われるが，本論文では，両者

の定義をプール行列で表現し，それらの等価性をプール行列の性質として示

した。プール行列を用いることにより議論が明確になり，semiorderのもつ性

質も明らかとなる。またLuceの定義における一部条件の冗長性なども明白と

なる。さらに，定義の中の条件に関して，ある性質が成立するために必要な

条件などがはっきりする。また，プール行列を用いて議論することにより，

これまで知られている性質の一般化も可能と考えられる。

　なお，semiorderに関しては，　Luceのsemiorderについても，またScott　and

Suppesのsemiorderについても，本論文で述べた以外に様々な性質や種々の

同値条件が知られている。これらをプール行列を用いて表現し考察をおこな

えば，さらに興味ある性質が得られるものと考えられる。また，今後の課題

として，本論文で一部示している推移性のもとでのFerrers関係やsemitran－

sitive関係についても，考察の余地があると思われる。これらについては次の

機会に報告したい。
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