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三重対角行列の並列逆行列計算アルゴリズム
　　　Parallel　Algorithms　for　lnverting　Tridiagonal　Matrices

成　富　　　敬

Naritomi　Takashi

　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　In　this　paper，　new　parallel　algorithms　for　inverting　tridiagonal　matrices　are

proposed．　The　algorithms　are　characterized　by　their　parallel　computability

originates　in　bi－reduction　method　for　tridiagonal　linear　systems．　The　efficiency

of　these　algorithms　are　also　discussed　based　on　cost　analysis．　Parallel　process－

ing　algorithm　II　is　the　most　efficient　one，　which　has　the　speedup　factor　of

apProximately　2　with　two　processors．

　Kaywords：tridiagonal　matrix，　matrix　inversion，　bi－reduction　method，　parallel

　　　　　　processing　algorithm

1　はじめに

　三重対角行列の逆行列を求める問題は，さまざまな科学技術計算における

重要な問題のひとつである。たとえば連立一次方程式を解く場合，通常は逆

行列を求めずに，LU分解などにより求める。しかし，連立一次方程式の係数

行列の一部分を変更して解きたい場合，改めてLU分解をせずに，すでに得ら

れている逆行列をもとに変更後の係数行列の逆行列を求めたほうがよい場合

があり，新しい逆行列計算法の開発は不可欠である。

　三重対角行列の逆行列を求める研究は文献［1］，［2］，［4］，［5］などがあり，

例えば文献［1］では計算量が約4N2のアルゴリズム，また文献［2］では計算量

が約（10／3）1＞2のアルゴリズムが提案されている。いっぽう，本稿で提案し
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ているアルゴリズムの計算量は約（11／4）N2である。

　いま，正則で対角優位なN行2＞列の三重対角行列A

．4＝

d，

C2

61

d，e2
c3偽　e3

CN＿1　dN＿1　eN＿1

　　　CN　　ゐ

，

（1）

の逆行列を考える。また，Aを係数行列に持つ三重対角連立一次方程式を次の

ように表す。

Ax＝h． （2）

ここで，x＝（Xl　，x2，．．．，XN）T，　　　　　．．，酬）T。

　このとき，Axz＝hを解くbi－reduction法は次の三つのステージで表される

［7］。ただし，N＝2mとする。

ステージ1　次式により，d｛一，％，ゐ，紘を各々計算する。

ステージII

ステージ皿

d｛－d，・必＋Zil・k－1－rmi，ei－，（i－2，3，…・窺），

d←d・，4灸一ゐ一 讃、・…（ん一N－1，N－2，…，酬），

h｛－h，，h｛・＋諺1傷一1（i－2・3・…・繊

樋轟一乃・一 讃1属＋1（々－Nヨ，N－2，…・囲）・

次式により，Xmとκm＋1を各々計算する。

　＿臨6砺＋1一脇＋1em
κパ 協轟．1－6胴6ガ

　　　臨＋、協一脇6研、
Um＋1＝

轟協＋一Cm＋1em・

次式により，Xiとκkを各々計算する。

　＿h；－eiXi＋、
　　　　　　（i＝m－1，m－2，．．．，1），Xi－
　　　41

（3a）

（3b）

（4a）

（4b）

（5a）

（5b）

（6a）
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　　　　　　x・一属r箔1（fe－m＋2・・m＋3・…・N）・　　（6b）

　三重対角連立一次方程式を解くアルゴリズムとしては，これまでガウスの

消去法やサイクリックリダクション法をはじめさまざまなアルゴリズムが提

案されているが［1］，［3］，［6］，本論文で用いるbi－reduction法は文献［6］で提

案されているbi－recurrence法と同様，　Gaussの消去法に匹敵するほど計算量

が少ないという特徴を持っている。

2　Bi－reduction法による逆行列計算

2．1　Ax＝hの求解と逆行列計算

いま，XをN行N列の行列とし，次のように分割する。

　　　　　　X＝（Xl，x2，　．．．，」じハr）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

ここで，　Vjは，

　　　　　　x、＝（κ1，ゴ，κ2，ゴ，…，κN，ゴ）T．　　　　　　　　　（8）

また，HをN行N列の単位行列とし，次のように表す。

　　　　　　H＝（h1，h2，　．．。，hN）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

ここで，hjは，

　　　　　　hノ＝（h、，ゴ，la，ゴ，＿海，ゴ）T

　　　　　　　＝（0，．．．，0，1，0，．．．，0）T．　　　　　　　　　　　　　　　（10）

　　　　　　　　一　　　一　　　　　　　　　ブー1　　　　　1＞一ゴ

　このとき，係数行列Aの逆行列を求める問題は，AX＝Hの解を求める問題

に帰着される。すなわち，逆行列は次のN個の行列方程式を解くことによっ

て得られる。

　　　　　　AXj＝hj（1≦ブ≦N）．　　　　　　　　　　　　　　　　（ll）

2．2　Bi－reduction法によるAxゴ＝h」の計算

　三重対角連立一次方程式AXj＝んを以下のように表現する。
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d，　el

c2　d，　e2

　　Cj　d／　ej
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CN＿1　d，〉＿l　e！＞＿1

　　　CN　　dN

Xl，ゴ

あ，ブ

惣ゴ

XN－1，ゴ

XN，ゴ

h，，ゴ

勿，ゴ

hiゴ

酬＿、，ゴ

殊，ブ

．（12）

　このとき，式⑰の求解は，bi－reduction法を用いると次の三つのステージで

表される。

ステージ1　次式により，必，礁，鶴，履ゴを各々計算する。

dl－d，，必＋4皇1・ト1（i－2，3・・…m），　　（13・）

4圃・，ゐ一d・一 讃1・・＋・（k－N－1，N－2・…，m＋・）・（13b）

【1≦ブ≦mのとき】

房，」＝0（i＝1，2，．．．，ブー1），

属ゴ＝1（i＝」），

妬一妬一
諺、hl－一・・（i一ブ＋1・i＋2，…，m），

履ゴ＝0（k＝N，N－1，．。．，m十1）．

【m十1≦ブ≦Nのとき】

hl，ゴ＝0（i＝1，2，．．．，m），

砿・一姫議、嶋（ん＝ブー1，ブー2．．．m－1－1），

　　　　　　　　砿ブ＝1（k＝ブ），

　　　　　　　　砿ブ＝0（k＝N，N－1，．．．，ブ十1）．

ステージII次式により，κ脚とCm＋、4を各々計算する。

　　　　　　κ脚一鷺，

　　　　　　鰯一雛・

（14a）

（14b）

（14c）

（14d）

（14e）

（14f）

（14由

（14h）

（15a）

（15b）
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ステージ皿　次式により，κ翻とκ幻を各々計算する。

　・・，」一ムr磐（i＝m－1，m－2，．．．，1）・

　　　　　　x・，・一属r艶一1・」（k－m＋2，・…N）・

2．3　コスト計算

（309）－229一

（16a）

（16b）

　表1，表2は，逆行列の第1列目の要素（Ax、＝h1の解）と第N列目の要

素（AXN＝hNの解），逆行列の第2列目の要素（Ax2＝h，の解）と第N－1列

目の要素（Ax．一、＝hN－1の解）を，それぞれbi－reduction法により求めた場合

の時間コストを示している。ここで，κ3，κ4，．．．sXm，JCm＋、，．．．，κ莇3，κル2

を求めるコストに関する表は省略している。

　したがって，逐次処理により逆行列を求めるときのコスト：Cseqは，

　Cseq＝3（2＞－2）

　　　－F（m－2）一ト7→－3（m－1）十2（7＞－m－1）一ト（1＞’－m－2）十4一ト2（m－1）

　　　一ト3（1＞’－m－1）

　　　一ト（m－3）十4十3（m－1）十2（1＞－m－1）十（1＞－m－3）一ト4十2（m－1）

　　　－F3（1＞－m－1）

　　　一ト1→－4十3（m－1）十2（ノ〉－m－1）十1一ト4→－2（m－1）十3（1＞’－m－1）

　　　十〇一ト4一ト3（m－1）一ト2（2＞－m－1）一ト0十4十2（〃z－1）一｝－3（2＞－m－1）

　　　＋0＋4＋3（m－1）＋2（N－m－1）＋0＋4＋2（m－1）＋3（N†1）

　　　＝旦N・＿⊥1V＿1．　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）
　　　　4　　　2

　ここで，式（17）の計算の際，式（13a），式（13b）における41，礁，あるいは式（15a），

式（15b）における轟砺＋1－Cm＋1emなどは，　Ax、＝h、の求解のときに一度計算し

ておけばよいため，Ax2＝h2，．．．，AXN＝酬のコストには含めていない。
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表1；κ1とκNを求めるコスト

孟κ1＝ゐ1 ．4κ2v＝んN

± × ÷ ± × ⊥

4を（1≦ガ≦吻 m－1 m－1 rn－1 m－1 m－1 m－1
礁伽＋1≦々≦N） N－m－1 N－m4 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1

妬，孤N（1≦ガ≦吻 0 m－2 0 0 0 0

砿、，紘κ伽＋1≦ん≦N） 0 0 0 0 N－m－2 0

勘，1，κ肱N 1 3 1 0 1 1

筋＋1山κη叶1，N
0 1 1 1 3 1

κム西ノ〉伽一1≧ゴ≧1） m－1 m－1 m－1 0 m－1 m－1
κ鳥1，κ尾1v（ηz十2≦々≦2V’） 0 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－ln－1

表2：κ2とκrv－、を求めるコスト

．4κ2＝ん2 ．4κ1v－FんN－1

± × ÷ ± ×
　　一
÷

広（1＜i〈m） m－1 m－1 m－1 m－1 m－1 m－1
4寝伽＋1≦ん≦N） N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1

砿，，孤N1（1≦ゴ≦吻 O m－3 0 0 0 0

盈、孤κ．1伽＋1≦ん≦N） 0 0 0 0 N－m－3 0

κη，2，編，N＿1 1 3 ユ 0 1 1

翫＋1，2，κ研1，N．4 0 1 1 1 3 1

κ鵡、，蔑Ml伽一1≧ゴ≧1） m－1 m－1 m－1 0 m－1 m－1
κ鳥，，κ研．1伽＋2≦々≦N） 0 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1 N－m－1

3　逆行列計算の並列処理アルゴリズム

　Bi－reduction法はもともと並列計算性を持っている。すなわち，各Axノ＝hj

（1≦ブ≦N）の計算に対して，式（3a），式（4a），式（5a），式（6a）におけるの添字iの

系列：必，孤ゴ，κ4ゴ（1≦i≦m）の処理と式（3b），式（4b），式（5b），式（6b）におけるの

添字んの系列：礁，砿ゴ晦ゴ（m＋1≦k≦N）の処理をほぼ独立に実行すること

ができる。以下，2個のプロセッサによる並列度2の並列処理アルゴリズム

1と並列処理アルゴリズムII，そしてN個のプロセッサによる並列度Nの並

列処理アルゴリズムIIIについて述べる。

3．1　並列処理アルゴリズム1（並列度2）

　表1，表2において，各ブに対して，添字iの系列：dl，妬，κ4ゴ（1≦i≦m）に関
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する処理をプロセッサ1に割り当て，添字kの系列：轟，砿ゴ，編（m＋1≦k≦

N）に関する処理をプロセッサ2に割り当てる。アルゴリズムは以下のとお

りである。

ステージ1　41（Isi≦m），轟（m＋1≦k≦N）を，それぞれプロセッサ1，

　　　　　　プロセッサ2に入力する。

ステージII　AX」＝鵡（1≦ブ≦N），を順番に解く。

ステージ皿　挽ブ（m≦i≦1），Xk，、（m＋1≦k≦N）より逆行列の各要素を構成

　　　　　　し，出力する。

　各プロセッサにおける計算負荷を表3に示す。表3において，たとえばブ＝

1のとき，プロセッサ1による必，孤1，Xi，1のコストがそれぞれ3（m－1），　m

－
2，5＋3（m－1），また，プロセッサ2による轟，砿、，κk，、のコストがそれぞ

れ3（N－〃z－1），0，5＋2（N－m－1）であることを示している。

　したがって，並列処理アルゴリズム1により逆行列を求めるときのコス

ト：Cメ，arαIC2よ，

　　　　　　C，。，aI一子N・－N＋2・　　　　　（18）

3．2　並列処理アルゴリズムII（並列度2）

　並列処理アルゴリズム1では，たとえば，ブ＝1のときに孤1と硫、を求める

際，プロセッサ1の方はコストm－2の処理を実行する必要があるが，プロ

セッサ2の方は遊んでいる状態にある。しかも，次の境1とκ毎の計算を開始す

るためには互いのプロセッサ間で妬1と臨＋1，1を交換する必要があるため，こ

こで同期を取らなければならない。そのため，1≦ブ≦mのときプロセッサ1の

負荷が重く，m＋1≦ブ≦Nではプロセッサ2の負荷が重くなり，計算負荷が

不均等になってしまう。

　並列処理アルゴリズムIIでは，並列処理アルゴリズム1で発生した計算負

荷の偏りを解消するため，たとえば，ブ＝1に対する処理とブ＝Nに対する処理

を組み合わせて実行する手法を取り入れている。これにより各プロセッサに

かかる計算負荷の均等化を実現している。このとき，添字iの系列：必，hゴ，褐
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表3：並列処理アルゴリズム1による各プロセッサの計算負荷

プロセッサ1 プロセッサ2
（ノ＝1） 41，礁 3（m－1） 3（N－m－1）

尾，、，履、

κど，1，撫1

　m－2
5＋3（m－1）

　　　0
5＋2（N一肝1）

（ブ＝2） 孤、，砿、

κピ，2，擁2

　m－3
2＋3（m－1）

　　　0
2＋2（N一肝1）

：

…
…

…

（ブ＝2＞－1） 孤M1，砿κ．、

κf，N－1，撫N＿1

　　0
2＋2（m－1）

　N－m－3
2＋3（N－m－1）

（ノ＝N） 孤N，紘N
κ・，κ，κ々，N

　　0
2＋2（m－1）

　N－m－2
2＋3（N－m－1）

（1≦i≦m）に関する処理をプロセッサ1に割り当て，添字kの系列：礁，砿ブ，

編（m＋1≦k≦N）に関する処理をプロセッサ2に割り当てることに関して

は，並列処理アルゴリズム1と同じである。アルゴリズムを以下に示す。

ステージ1　必（1≦i≦m），ゐ（m＋1≦々≦N）を，それぞれプロセッサ1，

　　　　　　プロセッサ2に入力する。

ステージII　AXj＝h」と．4謝．ノ＋、＝　hN．．j＋、，1≦ブ≦m，を組にして順番に解

　　　　　　く。たとえば，プロセッサ1はブ＝1とブ＝ノVの添字iの系列に関

　　　　　　する処理を担当し，プロセッサ2はグ＝1とブ＝Nの添字んの系

　　　　　　列に関する処理を担当する。

ステージ皿　撫（m≧i≧1），編（m＋1≦k≦N）より逆行列の各要素を構成

　　　　　　し，出力する。

　各プロセッサにおける計算負荷を表4に示す。表4において，たとえば，

ブ＝1／ブ＝Nのとき，スラッシュ記号（／）の左側はブ＝1に対するコスト，右

側はブ＝Nに対するコストである。すなわち，プロセッサ1では，孤1，孤Nのコ

ストがそれぞれ窺一2，0であり，Xi，、，、Ui，Nのコストがそれぞれ5＋3（m－1），2＋

2（m－1）であることを示している。

　したがって，並列処理アルゴリズムIIにより逆行列を求めるときのコス

ト：（つン）αrαII　6ま，
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表4：並列処理アルゴリズムIIによる各プロセッサの計算負荷

プロセッサ1 プロセッサ2

（ノ＝1／ブ＝1＞）　　41，礁 3（m－1） 3（N－m－1）

妬／属，N，砿1／硫N
κ、，、／恥，κ、，、／κ、，N

　　　　m－2／0

5＋3（m－1）／2＋2（m4）

　　　　0／N－m－2

5＋2（N－m－1）／2＋3（N－m－1）

（ノニ2／グ＝N－1）　尾，，嘱N－1，砿，／紘N．、

　　　　　　　　　　　κ、，、／κ、，N－、，κ尾，／κ、，N－、

　　　　m－3／0

2＋3（m－1）／2＋2（m－1）

　　　　0／N－m－3

2＋2（N－m－1）／2＋3（N－m－1）

（ブ＝m／ブ＝m十1）妬／妬＋1，砿刑／紘窺．・
　　　　　　　　　　　κ綿／編．、，κ醸／κ、，規．、

　　　　0／0

2＋3（m－1）／2＋2（m－1）

　　　　　　0／0

2＋2（N－m－1）／2＋3（N－m－1）

　　　　　　CPara・ll一号NL÷N＋1・　　　　　　　（19）

3．3　並列処理アルゴリズムIII（並列度N）

並列処理アルゴリズムIIIは，並列処理アルゴリズムIIの並列計算性を高め

て並列度Nにしたアルゴリズムであり，アルゴリズムは以下のとおりである。

ステージ1　必（1≦i≦m），臨（m＋1≦k≦N）を，それぞれN個のプロセッ

　　　　　　サに入力する。

ステージII　AXj＝hjとAXN－j＋、＝hNゴ＋、，1≦ブ≦m，に関する処理を，それ

　　　　　　ぞれプロセッサ2グー1とプロセッサ2ブに割り当て，N個のプ

　　　　　　ロセッサで同時に処理する。

ステージ皿　褐（m≧i≧1），Xk，j（m＋1≦k≦N）より逆行列の各要素を構成

　　　　　　し，出力する。

　このアルゴリズムでは，もっとも計算負荷の重いプロセッサはブ＝1とブ＝

Nの処理を担当するプロセッサ1とプロセッサ2であり，もっとも計算負荷

の軽いプロセッサはブ＝mとブ＝m＋1の処理を担当するプロセッサ2m－1と

プロセッサ2mである。

　表4より，並列処理アルゴリズムIIIにより逆行列を求めるときのコスト：

CParalllは，
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c・・剛一号N－3． （20）

4　考察とまとめ

　本稿で提案した，それぞれの並列処理アルゴリズムのコスト，スピードアッ

プ率，効率の比較を表5に示す。表5において，Sp。。、1，　Sp。r。IIはそれぞれ並

列処理アルゴリズム1，並列処理アルゴリズムIIのスピードァップ率を，ま

た，Ep。。。1，島。。αIIはそれぞれ並列処理アルゴリズム1，並列処理アルゴリズ

ムIIの並列処理の効率を示している。ここで，並列処理アルゴリズムIIIにっ

いては表5に記述していないが，その効率は約0．61である。各並列処理アル

ゴリズムのなかでは，明らかに並列処理アルゴリズムIIがスピードアップ，

効率ともに勝っている。特に並列処理アルゴリズムIIでは，スピードアップ

は2個のプロセッサでほぼ2倍となり並列処理の効率もほぼ1である。

　これまで，実際の処理において問題となる，プロセッサ間でのデータ交換

に伴う通信時間については考慮していない。並列処理アルゴリズム1では，

各プロセッサ間で交換する必要のあるデータは，各ブに対して臨」と臨＋瑠の

みである。いっぽう，並列処理アルゴリズムIIでは，たとえば（ブ＝1／ブ＝N）

のとき，プロセッサ1が二つの方程式の系列ia計算を担当し，プロセッサ2

も同じく二つの方程式の系列kの計算を担当している。このため，方程式の求

解終了時点で，Ax、＝h、とAXN＝hNの解系列のうち，　Xi，1（1≦i≦m）とκi，N（1

≦i≦m）はプロセッサ1に保持されており，擁1（m＋1≦k≦N）とκk，N　（M＋1

≦le≦N）はプロセッサ2に保持されている。そのため，求解により得られた

ベクトルをもとに逆行列の各要素を構成し，出力する点については，並列処

理アルゴリズムIIのほうが手間がかかると考えられる。

　ところで，逆行列計算の並列度を向上するためには，分割統治法を利用す

ることもできる［6］。また，メモリを共有する場合と共有しない場合での処理

効率への影響の違いも考えられる。これらは残された課題である。
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表5：並列処理アルゴリズムのコスト，スピードアップ率，効率の比較

N C8θq C卿α1 C卿αII Sραγα1 SヵαrαII E卿α1 EραプαII

10 269 167 141 1．6107784 1．9078014 0．8⑪53892 0．9539007

100 27，449 17，402 13，776 1．5773474 1．9925232 0．7886737 0．9962616

1，000 2，749，499 1，749，0⑪2 1，375，251 1．5720388 1．9992707 0．7860194 0．9996353

10，0⑪0 274，994，999 174，990，002 137，502，501 1．5714898 1．9999273 0．7857449 0．9999636

100，000 27，499，949，999 17，499，900，0⑪2 1．5714347 1．9999927 0．7857173 0．9999964

1，000，000 2，749，999，499，999 1，375，000，250，001 1．5714292 1．9999993 0．7857146 0．9999996
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