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反射的推移関係の性質

橋　本 寛

　1．はじめに

　二項関係は様々な数理的分野で出現し，それぞれの分野において基本的

な役割を演じており，重要ないくつかの特殊な二項関係が存在するが，そ

の一・つは推移的な関係である9）（2×9）（11）ここではその推移関係がさらに反射

的である場合について，考察をおこなっている。一般に有限集合上の二項

関係は0，1の要素からなるプール行列によって表現されるので，この反

射的でかつ推移的な二項関係をプール行列で表現し，その初等的な性質を

調べている。反射的推移関係は擬順序（pseudo－order）または前順序（preor－

der）とも呼ばれ～1°）種々の興味深い性質を有しており，これまでにも数多く

の性質が知られている。

　本論文においては，与えられた関係が反射的推移関係となるための必要

十分条件，すなわち実際には与えられたプール行列が擬順序を表現する関

係行列となるための必要十分条件や，これらに関連するいくつかの性質を

示している。また反射的で，推移的で，かつ反対称的な関係の必要十分条

件に関する性質についても考察をおこなっている。この種の関係は一般に

半順序（partial　order）と呼ばれているが～1°）与えられたプール行列が半順

序を表現する関係行列となるためのいくつかの必要十分条件を与えている。

さらに，反射的で，推移的で，反対称的で，かつ連結的な関係の同値性に

関する性質についても調べている。このような関係は全順序（total　order）

または線形順序（1inear　order）と呼ばれているが～1°）与えられたプール行列
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がこの全順序を表現する関係行列となるための必要十分条件についても若

干の考察をおこなっている。

　2．定義

プール行列に関する記法や演算の定義は文献（3，8）などに従うもの

とする。いくつかの注意すべきものについて示せば次のとおりである。0，

1の要素をもつn次プール行列R＝［7司に対して

　　　Rf＝［7　　Jt］（転置）

　　　R＝［7司（否定）

　　　▽R＝R〈R’

　　　Rk＝［γ鉢　t．フ）］

　　　RO＝1＝　［6i，・］（単位行列）

と定める。

　対角要素がすべて1の行列Rは1≦Rとなり，反射的と呼ばれる。また，

すべての要素が1の行列はEで表わされ，R＞Rノ＞1＝EなるRは連結的

といわれる。▽R≦1なるRは反対称的といわれ，R2≦RなるRは推移的

と呼ばれる9）（9）（12）本論文においては1≦RかつR2≦Rなるプール行列Rす

なわち反射的な推移関係行列を主要な考察の対象としている。

　3．結果

　反射的な推移関係行列のもつある種の初等的な性質について考察をおこ

なうために，まず反射的推移関係行列の基本的性質や反射性の条件のもと

での推移関係行列に関する必要十分条件などについて述べる。次の性質1

はほとんど自明であり，またよく知られているが，以下における他の性質

を考察する上で有用であるので，念のため掲げている。

　［性質1］

　（1）1≦Rのとき

　　　　R2≦Rぐ＝⇒R2＝R
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（2）R2≦R，　1≦R⇔⇒R2＝R，　1≦R

　以下の性質中において，しばしばR2≦R，1≦Rなる条件が現われる

が，これは上記の性質1によってR2＝R，1≦Rで置き換えることができ

る。

　［性質2］⑧次の条件は同値である。

　（1）（R〈1）2≦R

　（2）R×（R〈1）≦R

　（3）（R〈1）×R≦R

　（4）R2≦R

　［性質3］1≦Rで，非負の整数1，mに対し1十m≧1のとき，

　　Ri×（R〈1）×Rm≦R〈＝⇒R2≦R

　（証明）1≦Rによって1≦Ri，1≦Rmとなる。

　（1）Rt×（R〈1）×Rm≦Rのとき

　（a）1≧1のとき

　　　　　R≦Ri

　　　R×（R〈1）≦Rt×（R〈1）×Rm≦R

したがって性質2によりR2≦Rとなる。

　（b）m≧1のとき

　　　R≦Rm

　　　（R〈1）×R≦Ri×（R〈1）×Rm≦R

したがって性質2によりR2≦Rとなる。

　（2）R2≦Rのとき

　　Ri×（R〈1）×Rm≦Rl＋m＋1≦R

［性質4］1≦Rのとき

　R×（R〈1）×R≦Re＝⇒R2≦R

（証明）　性質3による。

［性質5］　非負の整数1，mに対し1＋m≧1のとき，

（証明終）

（証明終）
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　　　Rt×（R〈1）×Rm＞1≦Rく＝⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）　性質3による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質6］　1≦Rのとき，すべての非負の整数1，mに対して，

　　　Rt×（R〈1）2×Rm≦R〈＝⇒R2≦R

　（証明）　1≦Rによって1≦Rt，1≦Rmとなる。

　（1）Ri×（R〈1）2×Rm≦Rのとき

　　　　（R〈1）2≦Rt×（R〈1）2×Rm≦R

したがって性質2によりR2≦R。

　（2）R2≦Rのとき

　　　　Rt×（R〈1）2×Rm≦Rt＋m＋2≦R　　　　　　　　（証明終）

　［性質7］　すべての非負の整tw　1，　mに対して，

　　Rt×（R〈1）2×Rm＞1≦Rc＝⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）　性質6による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　次の性質は自明であるが，以下において他の性質との比較のために使用

するので，念のため証明を与える。

　［性質8］　1≦Rのとき，すべてのm（m＝2，3，…）に対して，

　　　Rm≦Rぐ＝⇒R2≦R

　（証明）（1）　Rm≦Rのとき

　1≦Rで，m≧2だからR2≦Rm≦R。

　（2）R2≦Rのとき

　m≧2だからR《R2≦R。

　［性質9］　すべてのm（m＝2，3，…）に対して，

　　　Rm＞1≦Rc＝⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）　一般に

　　　Rm＞1≦R⇔⇒Rm≦R，　1≦R

であるから，性質8による。

　なお，性質12で示すように，すべてのm（m＝2，

　　　Rm＞1＝Rc＝⇒R2≦R，　1≦R

（証明終）

（証明終）

3，…）に対して，
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が成立する。

　［性質10］　次の条件は同値である。

　（1）R×（R〈1）＞1≦R

　（2）（R〈1）×R＞1≦R

　（3）R×（R〈1）×R＞1≦R

　（4）（R〈1）2＞1≦R

　（5）R×（R〈1）2VI≦R

　（6）（R〈1）2×RVI≦R

　（7）R×（R〈1）2×R＞1≦R

　（8）R2VI≦R

　（9）R3＞1≦R

　（10）R2≦R，　1≦R

　（証明）　性質5，性質7，性質9による。

　［性質11］　非負の整数1，mに対し1十m≧1のとき，

　　Rt×（R〈1）×Rm＞1＝Rc＝⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）（1）Ri×（R〈1）×Rm＞1＝Rのとき

　性質5によってR2≦R，1≦Rとなる。

　（2）R2≦R，1≦Rのとき

　性質5によって

　　　Ri×（R〈1）×Rm＞1≦R

　次にR≦Ri×（R〈1）×Rm＞1となることを示す。

　　　R＝（R〈1）V（R〈1）

　　　　ニ1×（R〈1）×1＞1

　　　　≦Rt×（R〈1）×RMV　I

こうしてRL×（R〈1）×Rm＞1＝Rとなる。

　［性質12］　すべてのm（m＝2，3，…）に対して，

　　　Rm＞1＝R〈＝⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）（1）Rm＞1＝Rのとき

（1203）－115一

（証明終）

（証明終）
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性質9によってR2≦R，1≦R。

　（2）R2≦R，1≦Rのとき

　R2＝Rとなり，　Rm＝Rとなるから

　　　RMV　I＝R＞1＝R

　［性質13］　すべてのm（m＝1，2，3，…）に対して，

　　　Rm＞1≦Re＝⇒Rm＞1＝R

　（証明）（1）m＝1のとき

　（a）R＞1≦Rのとき

　　　R≦RVI≦R
したがって

　　　R＝R＞1＝R
　（b）R＞1＝Rのとき

　明らかに

　　　R＞1≦R
　（2）m≧2のとき

性質9と性質12による。

　［性質14］　次の条件は同値である。

　（1）R×（R〈1）＞1＝R

　（2）（R〈1）×R＞1＝R

　（3）R×（R〈1）×R＞1＝R

　（4）R2＞1＝R

　（5）R3＞1＝R

　（6）R2≦R，1≦R

　（証明）　性質11および性質12による。

（証明終）

（証明終）

（証明終）

　すでに示した性質10ではR2≦R，1≦Rとなるための必要十分条件が不

等式で与えられていたが，上記の性質14においてはその必要十分条件が等

式で与えられている。

　［性質15］
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　　　（R〈1）2VI＝R⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）　性質7による。

上記の性質の逆は成立しない。すなわち，一般には

　　　R2≦R，　1≦R－⇒（R〈1）2＞1＝R

とはいえない。いま

R－
〔61〕

とおけば，

R〈・一〔86〕

　　（R〈・）2－〔86〕×〔81〕一〔88〕

となり，（R〈1）2＞1キRである。

　もちろん，性質10で示したように

　　R2≦R，　1≦R〈＝⇒（R〈1）2＞1≦R

は成立する。

　［性質16］（8）

　　1≦R，R＞R’＞1＝E⇔＝⇒R＝R＞R’＝R＞R’＞1

（証明終）

　なお，上記の性質中の1≦R，RVR’＞1＝Eは，一般に

　　　1≦R，RVRノ＞1＝Eぐ＝⇒R＞Rノ＝E

であるから，R＞Rt＝Eで置き換えることができる。

　［性質17］　1≦R，RVR’＞1＝Eのとき，非負の整数1，mに対して

　　Rt×（R〈1）×Rm＞1＝R＞Rt＞Ie＝⇒R2≦R

ただし1＋m≧1とする。

　（証明）　性質11および性質16による。　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質18］　1≦R，R＞Rノ＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）R×（R〈1）VI＝RVR’＞1
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　（2）（R〈1）×R＞1＝R＞R’＞1

　（3）R×（R〈1）XR＞1＝R＞R’＞1

　（4）R2≦R

　（証明）　性質17による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

上記の性質18に関して，一般には

　　R＞R’VI　：E，R×　（R〈1）＞1＝R＞Rノ＞1⇒R2≦R

とはいえない。すなわち1≦Rが必要である。これは，いま

　　　　R－［糊

とおけば，R＞R’VI＝EでR×（R〈1）＞1＝R＞R’＞1であるが，

R2≦Rとはならないことからわかる。

　［性質19］（8）1≦Rのとき

　　　R×（R〈1）＝（R〈1）×R

　［性質20］　R2≦R，1≦Rで，かつ非負の整数1，mに対し1十m≧1の

とき，

　　Ri×（R〈1）×Rm＝R×（R〈1）＝（R〈1）×R

　（証明）　性質19によってR×（R〈1）＝（R〈1）×Rであるから

　　　Ri×（R〈1）×RM・R×（R〈1）

となることだけを示す。まず性質1によってR2≦R，1≦RのときR2＝R

となる。

　（1）1≧1，m≧1のとき

　このときR』R，Rm＝Rであり，また性質19によって

　　　Ri×（R〈1）×R栩＝R×（R〈1）×R

　　　　　　　　　　　＝R×R×（R〈1）

　　　　　　　　　　　＝R×（R〈1）

　（2）1≧1，m＝0のとき

　　Rt×（R〈1）×Rm＝R×（R〈1）×1＝R×（R〈1）
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（3）1＝0，m≧1のとき

　　Rt×（R〈1）×Rm・＝1×（R〈1）×R

　　　　　　　　　　＝R×（R〈1）

［性質21］　R2≦R，1≦Rのとき

　R×（R〈1）×R＝R×（R〈1）＝（R〈1）×R

（証明）　性質20による。

［性質22］（4）（6）次の条件は同値である。

（1）（R〈1）2≦R〈1

（2）R×（R〈1）≦R〈1

（3）（R〈1）×R≦R〈1

（4）R2≦R，▽R≦1

（1207）－119一

（証明終）

（証明終）

上記の性質22に関して

　　R×（R〈1）×R≦R〈1⇒R2≦R，▽R≦1

は，一般には成立しない。このことは

　　　R－〔91〕

とおいてみればわかる。

　［’1生質23］（8）

　　R2≦R，　1≦R，▽R≦1⇒R×（R〈1）＝（R〈1）×R＝R〈1

　なお，一般に

　　　1≦R，▽R≦Ie＝⇒▽R＝1

であるから，上記の性質23の1≦R，▽R≦1を▽R＝1で置き換えても

よい。

　［性質24］（8）

　（1）R×（R〈1）＝R〈1⇒R2＝R，▽R≦1

　（2）（R〈1）×R＝R〈1⇒R2＝R，▽R≦1
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　［性質25］　1≦R，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）（R〈1）2≦R〈1

　（2）R×（R〈1）≦R〈1

　（3）（R〈1）×R≦R〈1

　（4）R2≦R

　（5）R×（R〈1）＝R〈1

　（6）（R〈1）×R＝R〈1

　（7）R2＝：R

　（証明）（1）e⇒（2）e⇒（3）e⇒（4）性質22による。

　（4）⇒（5）　性質23による。

　（5）⇒（4）　’1生質24（1）による。

　（4）⇒（6）　性質23による。

　（6）⇒（4）　性質24（2）による。

　（4）c⇒（7）性質1による。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質26］　すべての1（1＝1，2，…）に対して，

　　Rt＋1≦Rノ＞1≦R4⇒R2≦R，　1≦R

　（証明）　まずR2≦Rとなることを示す。このためにr　ik二7ん戸1とお

きγピゴ＝1となることを示す。i＝kまたはk＝ブのときはそれぞれ明ら

かであるから，i＝＃　k，々キブとする。

　（1）iキブのとき

　もしγfゴ＝0とすればγ51）＝1。ところでr　ik＝1だからγ％）＝1。また

一方7々ゴ＝1とRt＋1≦R’＞1よりγ！㌘1）＝0となるが，これは矛盾する。ゆ

えにηゴ＝1。

　（2）i＝ブのとき

　r　ik＝r　ki＝1。よって7財1）＝7財1）＝0。また1≦Riによってr（2．＝1

であるから，これとr　ih＝1によって7！㌘1）＝1。しかし，これは矛盾す

る。ゆえに，この場合はありえない。

　こうしてR2≦Rとなり，1≦Riによって1≦Rとなる。　　（証明終）



反射的推移関係の性質 （1209）－121一

　なお，一般には

　　　Ri＋1≦Rノ＞1≦Rz＞1⇒R2≦R（1＝1，　2，…）

とはいえない。これは

　　　1－・・R－〔16〕

とおいてみればわかる。ただし1＝2の場合，すなわち

　　　R3≦Rt＞1≦R2＞1⇒R2≦R

は成立することが知られている（5）の。

　［性質27］　すべての1（1＝：1，2，…）に対して，

　　Ri＋1≦Rノ＞1≦RL⇒▽R≦1

　（証明）　いまγfブ＝7ガ＝1（iキブ）とすればγ！ヶ1）＝7！学1）＝0とな

るが，性質26によってr　ii＝1であるからr（1｝＝1となり，γfゴ＝γ」∫＝1に

よって些ヶ1）＝γ穿1）＝1となる。しかし，これは矛盾するので，iキブの

とき㌦〈7ガ＝0。したがって▽R≦1。　　　　　　　　　（証明終）

　なお，性質26によれば，上記の性質の条件のもとで1≦Rとなるから，

すべての1（1＝1，2，…）に対して，

　　　Ri＋1≦R’＞1≦Ri⇒▽R＝1

となる。

　［性質28］　すべての1（1＝1，2，…）に対して，

　　Rl＋1≦R’＞1≦Rq⇒R＞R’＞1＝E

　（証明）　いま㌦＝0（iキブ）とすればRノ＞1≦Riによってγ5？＝1。

また性質26によってR2≦RだからγゴF　1となる。したがって

　　　　RVR’＞1＝E　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

上記の性質28の条件のもとでは，すでに示した性質26によって1≦Rと

なるから，この性質28の条件のもとでR＞Rノ＝Eが得られる。

　［性質29］　R2≦R，1≦R，▽R≦1，R＞R／VI＝Eのとき，すべ

ての1（1＝1，2，…）に対して，

　　　　Ri＋1≦R’＞1≦Ri
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　（証明）　R2≦R，1≦Rだから性質1によってR2＝Rとなる。したが

ってRi＝Ri＋1・＝Rとなるから

　　　R≦R’＞1≦R
を示せばよい。

　まずR≦Rノ＞1となること，すなわち7ぎゴ＝1のときγガ＞6i，・＝1とな

ることを示す。i＝ブのとき傷＝1であるからiキノとする。▽R≦1に

よって7ゴゴ＝1のときγガ＝0。したがって7ガ＝1。

　次にRノ＞1≦Rとなること，すなわち7ガ〉δ々＝1のとき7ゴゴ＝1とな

ることを示す。1≦Rによってi＝ブのとき7ガ戸1となるからiキブと

する。7ガ＝1すなわちr」i＝0のときR＞R’＞1＝Eによって7fゴ・＝1と

なる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質中の▽R≦1に関して

　　　▽R≦Ic＝⇒R≦Rt＞1

なることが知られている曾）

　［性質30］　すべての1（1＝1，2，…）に対し，次の条件は同値で

ある。

　（1）Rt＋1＝Rノ＞1＝Rt

　（2）Ri＋1＝R〆＞1≦Rt

　（3）RL＋1≦R「＞1＝Rt

　（4）Rt＋1≦R／VI≦Rt

　（証明）（1）⇒（2）⇒（4）および（1）⇒（3）⇒（4）は明らかであるので

（4）⇒（1）となることを示す。

　性質26によってR2≦R，1≦RだからR2＝Rとなる。したがってRi＋1＝

Ri＝R。このとき

　　　R≦R’VI≦R
となり

　　　R＝R’＞1＝R
となるから
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　　　Ri＋1＝R’＞1＝Ri　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質31］　次の条件は同値である。

（1）R2≦Rノ＞1≦R

（2）ある1（1＝1，2，…）に対してRi＋1≦Rノ＞1≦Rt

（3）すべての1（1＝1，2，…）に対してRi＋1≦R’＞1≦Ri

（4）R2＝R’VI＝R

（5）ある1（1＝1，2，…）に対してRt＋1ニR’＞1＝Rt

（6）すべての1（1＝1，2，…）に対してRt＋1＝Rノ＞1＝Rt

（7）R2≦R，　1≦R，▽R≦1，　R＞R’＞1＝E

（証明）　性質26，性質27，性質28，性質29，性質30による。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

この性質31と類似の結果が文献（7）にも示されている。

4．まとめ

反射的な推移関係すなわちいわゆる擬順序について考察をおこない，そ

の若干の初等的性質を明らかにしている。また擬順序の特別な場合である

半順序や全順序についても，それらの必要十分条件などに関する性質を示

している。これらの性質の大半はほとんど自明のものであるが，いくつか

のものはこれまで一般には知られていない性質のようにおもわれ，擬順序，

半順序，および全順序に関してこれまで比較的議論されていない一つの側

面を示すものであると考えられる。推移関係については，すでに多数の基

本的性質が知られているが～9）（11）非反射性（2）や連結性との関連において，ま

だ数多くの考察すべき性質が存在しているように感じられる。これらの点

については今後検討をおこない，次の機会に報告したいと考えている。
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