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凸解析の一つの命題

南 正　義

　経済・経営理論に用いられる数理計画論，最適制御理論の数学的道具の

一つは凸解析である。これらの理論の研究を進めるなかで，凸解析に関す

る次の命題1が成り立つことに気づいた。この命題1は集合の内部，閉包，

凸包の間の一つの基本的な関係を示しているが，凸解析に関するテキスト

などにはこの形のものは見られない。

命題1　Rnの集合Cについて，　intCキφならば，

　　　int（c1C）⊂int（convC）

が成り立つ。ここで，記号intAは集合Aの内部を，記号clAは集合Aの

閉包を，記号convAは集合Aの凸包を表す（注1）。

命題1の証明

　z∈int（clC），　x∈Rnとすると，

　y－z一ε。（x－z）∈clCをみたすε。＞0が存在する。

　任意のε＞0に対して，

y・＝y．＋εb。，y．∈C，　ll　b，ll＜1（注2）をみたすy。，　b，が存在する。

intC≒・φだから，　x∈intCとし，　bを11ろll＜1をみたすものとする。

ε＞0が十分小さいとき，
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pc＋・（語＋1：tgeg－os°b）∈c

となる。そのようなε＞0に対して，

z＋・b－ 、鴛κ＋1指y＋・b

「鴛κ＋1辛。。（Ys＋・ω＋・b

　　　　1皐衡（x＋。（1∂。＋1＋・・∂　　　　　　ε0　　　　　　ε0））＋1旱動舞

となり，z＋εb∈convCが成り立つ。

故に，z∈int（convC）となる。

（証明終わり）

　記号affAは集合Aを含む最小のアフィン空間（注3）を表すものとすれば，

アフィン空間は閉凸集合だから，Rnの集合Cに対して，

　aff（c1C）＝aff（convC）＝affC

が成り立つ。このことに注意すれば，よく知られた次の命題2が命題1か

ら導かれる。

命題2　Rnの凸集合C（Cキφ）について

　　　rel．int（c1C）＝rel．int　C

が成り立つ。ここで記号re1．intAはaffAに制限したときの相対位相に関

する集合Aの内部を表す。

命題2の証明

　affCの次元がm（＞0）のとき，　Cの部分集合としてm次元単体（注4）が

取れるし，m次元単体の内部にm次元球が取れるから，　re1．int　Cキφとな

る。したがって，affCを全空間と考えれば，命題1から命題2の片方の包
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含関係が導かれる。逆の包含関係は明らかである。

　affCの次元が0のときも命題2は成り立つ。 （証明終わり）

（注1）それぞれ次の集合である。

　intA＝｛x∈R”IU。（x）⊂Aをみたす点xのε一近傍U。（x）（ε＞0）

が存在する｝

　clA＝｛x∈R”IU。（x）∩Aキφが点xの任意のε一近傍U，（κ）（ε＞

0）について成り立つ｝

　convA＝｛x∈R”lyi∈A（i＝1，2，…，々）および£ん＝1をみたす

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピエユ　　　　　　　　　　　　　　　hん≧0（i＝1，2，…，々）でx＝．Σ　A，yiと表せる（k＝1，2，…）｝
　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
（注2）記号IIx旧まxのノルムを表す。

（注3）Rnの集合Aがアフィン空間であるとは，　Aに属する任意の元x，

yおよび任意の実数λに対して，λκ＋（1一λ）yがAに属することである。

（注4）Rnのm次元単体とは，　Rnのm＋1個のベクトルからなるアフィ

ン独立系da，　al，…，　amに対して定まるconv｛th，　a、，…，　am｝のことで

ある。ここで，dn，　al，…amがアフィン独立系であるとは，次が成り立っ

ことである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　Σんの＝0，　．Σん＝0ならば，λo＝A1＝…＝・煽＝0。
　i＝O　　　　　　　i＝0
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