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R3＝RtVlを満たすプール行列
　Boolean　Matrices　Which　Satisfy　R3・・　R‘VI

柏　木　芳　美

Yoshimi　Kashiwagi

Abstract

We　consider　Boolean　matrices　with　the　property　R3＝R‘Vl　and　show

that　if　a　Boolean　matrix　R　with　this　property　is　of　order　2，30r　4，　then

there　exists　a　permutationσwith　Rσ＝Z，　where

z＝

1　1　…　1

0　1　…　1

0　0　…　1

Induction　and　calculation　are　used　in　the　proof．　Permutations　and　trans－

position　decrease　the　number　of　cases　that　we　should　handle．

1　はじめに

　橋本とのディスカッションにおいて「プール行列Rが関係式R3＝Rt＞1

を満たすならば1≦Rか」という問題が提起された（橋本［3］参考）。Zは

R3＝Rtv1を満たす。ここで，　Zは次の形のn次プール行列で，　Znと書くこ

ともある。

z＝Zn＝

1　1　…　1

0　1　…　1

0　0　…　1
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　残念ながら証明は出来ていないが，少し計算してみると

予想1．プール行列Rが関係式R3－R‘VIを満たすならば，置換σ存在し

てRσ＝Zとなる

が予想でき，従って1＝1σ『’≦Rとなる。

　この論文では，プール行列Rの次数nが4以下の場合にこの予想が正し

いことを計算により示す。キーポイントは，置換と転置を利用して計算すべ

き場合の数を減らすことである。

2　記号

　この論文では，成分が0または1であるプール行列を扱う。単位行列を1，

成分がすべて1のプール行列をEと書く。R＝＝＝（7の，　S－（sのをn次プール

行列としたとき

　　R＞s＝（7が＞sが）

　　R〈s＝（ri」〈Si」）

　　　Rt＝（r、・i）（橋本の論文ではR’と書かれている）

　　　R＝（アが）

　　　RS＝R×S＝（〉鴛一1（rih〈sんゴ））

　　Rk＋1＝RkR

と定める。（i5nをn次対称群としσ∈（iisnとしたとき

　　Rσ＝（ri・ブ・）

と定める。柏木［1］ではRσ＝（γσωσω）と定義したが，これではSnが準

同型に作用しないので（［1，命題3．1（1）］の証明は誤り），上のように定義

を改める。

　　r＝（r、，r2，…，　rn）を行ベクトルとしたとき

　　　w（r）＝＃｛ilri≠0｝

をベクトルrの重さという。rが列ベクトルの場合も同じ記号を用いる。
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3　準備

　ここでは後の証明で用いるR3＝Rt＞1に関係したいくつかの性質を示

す。

　次の性質は既に知られている。尚，元の主張は3ではなくすべての奇数に

対して示されている。

命題2．R＝（rij”）をプール行列とする。このとき，次が成り立つ。

　（1）（橋本［2，性質20］）R3≦RtVIならばR〈Rt≦1。すなわち，　i≠iで

　　rij＝1ならば塩＝0。

　（2）（橋本［3，性質5］）R3－RtVIならばR≦R3。

　まず，R3・．Rt＞1という性質が転置や置換で不変であることを示す。

命題3．Rをプール行列としたとき，次が成り立っ。

　（1）R3…1？t＞1となるため必要十分条件は（R‘）3＝（Rt）t＞1。

　（2）o．∈Snとする。　R3＝Rt＞1となるため必要十分条件は（Rσ）3＝（Rσ）t

　　＞1。

証明．

　（1）（Rt）3＝（R3）t　：＝（RtVJ）t＝（Rt）tVlt＝（Rt）tVI。（R解＝Rより十分

　　性も言える。

　（2）（1）の証明とほぼ同様。十分性は（Rσ）σ一1＝Rを使う。　　　　　　□

　次にR3≠RtVlとなる場合をいつくか与える。

命題4．Rをプール行列としたとき，次が成り立つ。

　（1）1を自然数とする。Rのある行またはある列の成分がすべて0ならば

　　Riのその行またはその列の成分はすべて0。従って，このときはR3≠

　　Rt＞1。
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　（2）R≦1ならばR3≠Rt＞1。

　（3）R3＝EならばR3≠RtVI。

証明．

　（1＞容易。

　（2）R≦1ならばRtは対角成分以外に1を持つ。一方，　R≦1なのでR3≦

　　R2≦R≦1。よってR3≠Rt＞1。

　（3）R3＝Rtv1と仮定する。　R3＝EならばRtVI＝E。従って，　R≦1。こ

　　れは（2）に反する。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

系5．Rをプール行列，　i∈｛1，2，…，　n｝とする。　Rの（i，　i）成分が0で

他の第i行の成分がすべて1ならばR3≠R－tVI。行を列に変えても同じ結果

が成り立っ。

証明．命題2（1）よりRの第i列の成分はすべて0になるので命題4（1）より。□

特別な場合には予想1は正しいことが解る。

2V＝

0　1　1…1

0　0　1…1

0　0　0…1

0　0　0…0

とする。

命題6．プール行列RがR3＝Rtv1を満たすとする。このとき，次が成り立

つ。

　（1）N≦RならばR＝Z。特に，Z≦RならばR＝Z。

　（2）Z≧RならばR＝Z。
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証明．R＝（玲ブ）とおく。

　（1）i〈ノとする。N≦Rよりん＝1である。よって，命題2（1）より冷＝0と

　　なる。よって，R≦Zとなる。従って，ある1≦1によりR＝N＞ノFと書

　　ける。よって，R2＝（N＞1）（2＞Vノ）＝2V2＞2Vノ『＞12V＞12≦N＞1＝R。

　　よって，1≦R3＝R2R≦R2≦1V＞J。よって，ノ＝1。従って，　R　＝Ai＞1＝

　　z。

　（2）もしri」＝0でi〈ノとなるi，ノが存在するならばR‘≦Zとなる。一方，

　　Rt≦R－t＞1＝R3≦Z3＝Z。これは矛盾。従って，　N≦R。よって（1）より

　　R＝z。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　命題6は次のように一般化できる。

系7．R3＝π～∫とする。このとき，次が成り立つ。

　（1）1＞≦R3ならばR＝Z。特に，　Z≦R3ならばR＝Z。

　（2）Z≧R3ならばR＝Z。

証明．

　（1）N≦R3＝1醸VIなのでN≦Rt。よって，　Z＝Nt≧R。従って，命題6

　　（2）よりR＝Z。

　（2）Z≧R3＝R－tVI≧Rt。よって，　N＝Z，≦R。従って，命題6（1＞よりR＝

　　z。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　帰納的に考えるとき，以下の性質が役に立つ。

命題8．n＞1とし，　n－1のとき予想1が成り立つとする。　RをR3＝Rtv

Iを満たすn次プール行列とする。このとき，次が成り立つ。

　（1）ブ∈｛1，2，…，n｝とする。　Rの（ノ，ノ）成分が1で他のブ列の成分はす

　　べて0とする。このとき，Rσ＝Zとなるσ∈Gnが存在する。列を行に

　　変えても同様。

　（2）Rのある行またはある列のすべての成分が1とする。このとき，Rσ＝Z



一 6－（522）　　　　　　　　　第49巻第3号

　　となるσ∈Snが存在する。

証明．列に関する主張が示されると，行に関する主張は命題3（1）によって示

される。

　（1）ブ＝1のときは（1ノ）＝1とする。R（u）は次の形になる。

R（1の＝

1　＊　…＊

O

i　　s

O

ただし，Sはn－1次のプール行列で，＊は0または1を表す。ここで，

（R（1’））3＝

1　＊…＊

O

i　　S3

0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　1…　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊
　　（R（1の）3＝（R3）（1の＝（R－t＞1）（1の＝（R（1’））t＞1＝　　　＿　　＞1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　　s，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊

　従って，

　　S3＝S，＞1。

　帰納法の仮定より，τ∈G払1が存在してSτ＝Z。一，となる。よって，σ∈

　鉱が存在してRσ≦Zとなる。従って，命題6（2）よりRσ＝Zとなる。

（2）Rの第ブ列のすべての成分が1であるとする。命題2（1）より第ブ行は

　（ノ，ガ成分が1で他の成分がすべて0である。従って，（1はり結論が成

　り立つ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　n－1のとき予想1が正しいと仮定すると，nのとき系7（1）や命題8は次

のように拡張される。
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系9．命題8と同じ仮定の下で，次が成り立つ。

　（1）ブ∈｛1，2，…，n｝とする。　R3の（」，ノ）成分以外の第ブ列の成分がすべ

　　て0ならば，Rσ＝Zとなるσ∈Snが存在する。行に関しても同様。

　（2）R3のある行またはある列の成分がすべて1ならば，　Rd＝Zとなるσ∈

　　S。が存在する。

証明．

　（1）R3＝R－t＞1なので，1～勿（ノ，ノ）以外の第ノ列の成分はすべて0。よっ

　　て，Rの（」，」）以外の第ブ行の成分はすべて1。系5よりRの（ノ，ノ）

　　成分は1となる。すなわち，Rの第ノ行の成分はすべて1。従って，命

　　題8（2）より結論が成り立つ。命題3（1）より行に関する主張が示される。

　②（1）の証明とほぼ同様。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　Z，がZの置換で表されることを示しておく。

命題10．nが偶数のときは

　　Z’＝Z（ln）（2・n－1）”凸（n／2・n／2＋1），

nが奇数のときは

　　Z，＝Z（ln）（2・n－1）…（（n－1）／2・（n＋1）／2＋1）Q

証明．i＝1，2，…，　nとする。右辺の第i行は，すべてのノ＝1，2，…，　nに関

してZの第n－i＋1行の第ノ列を第n一ノ＋1列と入れ替えたものであ

る。それがztになる。口

　以下，n＝2，3，4のとき予想1が正しいことを示す。プール行列Rの第

i行をriと書くことにする。命題4（1）より重さが0のriがあるときは考える

必要がない。各nについて第1行の重さw（rl）で場合分けする。

4　n＝2
R＝（ん）をR3＝Rt＞1を満たす2次プール行列とする。
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4。1　 w（rl）＝1

4．1．1　r11＝1の場合

　r、2＝0となる。r22＝0ならば命題4（1）よりR3≠R－tv1となり矛盾。よって

r22＝1。r21＝0なら命題4（2）より矛盾。よってr2、＝1となり，R＝Zt＝Z（12）

なのでR（12）＝Zとなる。

4．1．2　rl1＝0の場合

　r、2＝1となるので，命題2（1）よりr2、＝0となる。よって，第1列の成分が

すべて0となるので命題4（1）より矛盾。

4・2　 w（r1）＝2

　r12・＝1なのでr2、＝0。よって，命題4（1）よりr22＝1となる。従って，　R＝

z。

　以上により，n＝2のとき予想1は正しいことが解る。すなわち，　R3＝Rt

Vlを満たすRは

　　　z－（ll）・z・12）一（il）

だけである。

5　n＝3

　RをR3＝RtVIを満たす3次プール行列とする。　n＝2の場合が示され

たので，命題8の（1）と（2）より

　　r、＝（1，0，0），r2＝（0，1，0），　r3＝（0，0，1），　r1＝（1，1，1）

は調べる必要がない。

5。1　 w（r1）＝1

r、＝（0，1，0）の場合が示されると，
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なので，rl＝（0，0，1）の場合は考える必要がない。よってr1＝（0，1，0）と

する。命題2（1）よりr2＝（0，＊，＊〉となる。　r2＝（0，＊，0）は済んでいる。

残っているのはr2＝（0，0，1）とr2＝（0，1，1）である。また，命題2（1）と

命題4（1）よりr3＝（1，0，＊）としてよい。

5．1．1　r2＝（0，0，1）の場合

　このときは

となりR＄R3なので命題2（2）に反する。

5．1．2　r2＝（0，1，1）の場合

　このときは

なので系9（2）よりRσ＝Zとなるが，Rは重さ3の行ベクトルを持たないので

矛盾。

5・2　w（rl）＝2

系5よりrl＝（0，1，1）は考える必要がない。　r、＝（1，1，0）の場合が示

されると，置換㈱によりr、＝（1，0，1）の場合は出てくる。よって，rl＝

（1，1，0）としてよい。このときは，r2＝（0，＊，＊）となる。r2＝（0，＊，0）

は済んでいるので，r2＝（0，＊，1）としてよい。また，命題8（1）よりr3　：（1，

0，＊）としてよい。よって，
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なので系9（2）に反する。

以上により，n＝3のとき予想1が正しいことが示された。従って，このと

きR3＝Rt＞1を満たすRは

だけである。

1

1

0

1

1

1

0

1

0

1

1

1

0

1

1

0

1

0

1＞

1）

6　n＝4

　R＝（7のをR3＝RtVIを満たす4次プール行列とする。n＝3の場合が示

されたので，命題8の（1）と（2）より

　　r1＝（1，0，0，0），　r，＝（0，1，0，0），　r，＝（0，0，1，0），

　　r4＝（0，0，0，1），　r1＝（1，1，1，1）

は調べる必要がない。

6．1　w（r1）＝1

　r1＝（0，1，0，0）の場合が示されると，置換によりr1＝（0，0，1，0）と

r、＝（0，0，0，1）は示す必要がない。よって

　　r1＝（0，1，0，0）

とする。よって「2＝（0，＊，＊，＊）となる。

6．1．1　ev＝（r2）＝1の場合



R3－Rt＞1を満たすプール行列 （527）－11－一

　r2＝（0，1，0，0）は調べる必要がない。置換により「2＝（0，0，1，0）と

してよい。このときはr3＝（＊，0，＊，＊）となる。r3＝（0，0，＊，0）は調べる

必要がない。r3＝（＊，0，＊，0）なら命題4（1）よりRの第4列が命題8（1）の条

件を満たす。従って，r3＝（＊，0，＊，1）としてよい。よって，　r4＝（＊，＊，0，

＊）となる。従って，

　　　　　0　1　0　0　　　　　　　＊　0　＊　1

　　　　　0　0　1　0　　　　　　　＊　＊　＊　＊
　　R＝　　　　　　　　　R3＝
　　　　　＊　0　＊　1　　　　　　　＊　＊　＊　＊

　　　　　＊　＊　0　＊　　　　　　　　＊　＊　＊　＊

となりR≠R3で命題2（2）に反する。

6．1．2　w（r2）＝2の場合

　この場合は，r2＝（0，1，1，0）とr2＝（0，1，0，1）とr2＝（0，0，1，1）

であるが，置換㈱によりr2＝（0，1，1，0）を示せばr2＝（0，1，0，1）は

扱う必要がない。よって，r2＝（0，1，1，0）またはr2＝（0，0，1，1）とし

てよい。

（1）r2＝（0，1，1，0）の場合

　6．1．1と同様にr3＝（＊，0，＊，1），　r4＝（＊，＊，0，＊）としてよい。

　（i）r31＝0の場合

　　r4＝（1，＊，0，＊）としてよいので

　　　　　　0　1　0　0　　　　　　　0　1　1　1

　　　　　　0　1　1　0　　　　　　　1　1　1　1
　　　R＝　　　　　　　　　R3＝
　　　　　　0　0　＊　1　　　　　　　＊　1　＊　＊

　　　　　　1　＊　0　＊　　　　　　　　＊　1　1　＊

　　となり！≠R3なので矛盾。

　（ii）γ31＝1の場合
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　　　　　0　1　0　0　　　　　　1　1　1　1

　　　　　0　1　1　0　　　　　　1　1　1　1
　　R＝　　　　　　　R3＝
　　　　　1　0　＊　1　　　　　　＊　1　1　＊

　　　　＊　＊　0　＊　　　　　　＊　＊　＊　＊

　となり系9（2）よりRσ＝Zとなるが，Rは重さ4の行ベクトルを持たないの

　で矛盾。

（2）r2＝（0，0，1，1）の場合

　このときはr3＝（＊，0，＊，＊），　r4＝（＊，0，＊，＊）となる。

　　　　0100
　　　　0011　　R＝　　　　　　　．R3＝
　　　　＊0＊＊

　　　　＊0＊＊
となりR≠R3なので矛盾。

6．1．3　w（r2）＝3の場合

＊0＊＊
＊　＊　＊　＊

＊　＊　＊　＊

＊　＊　＊　＊

　このときはr2＝（0，1，1，1），　r3＝（＊，0，＊，＊），　r4＝（＊，0，＊，＊）と

なる。r3＝（1，0，0，0）とする。

　　　　0　1　0　0　　　　　　1　1　1　1

　　　　0　1　1　1　　　　　　1　1　1　1
　　R＝　　　　　　　R3＝
　　　　　1　0　0　0　　　　　　0　1　1　1

　　　　＊　0　＊　＊　　　　　　＊　＊　＊　＊

となり系9（2）に反する。

　　　　0100
　　　　01　11
　　s＝
　　　　10＊＊
　　　　　　　　　　■
　　　　＊0＊＊
とするとR≦SなのでR3≦S3。よって，系9（2）に反する。従って，　r3＝（1，

0，＊，＊）の場合は済んだ。よって，r3＝（0，0，＊，＊）の場合を考えればよい

が，r3＝（0，0，＊，0）の場合は済んでいるのでr3＝（0，0，＊，1）としてよ
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い。よって，r4＝（＊，0，0，＊）となる。　r4　＝（0，0，0，＊）の場合は済んでい

るのでr4＝（1，0，0，＊）としてよい。

　　　　　　0　1　0　0　　　　　　　1　1　1　1

　　　　　　0　1　1　1　　　　　　　1　1　1　1
　　　R＝　　　　　　　　　　R3＝
　　　　　　0　0　＊　1　　　　　　　＊　1　＊　＊

　　　　　　1　0　0　＊　　　　　　　＊　1　1　1

となり系9（2）に反する。

w（rl）＝1の場合が示されたので，置換と転置により，

　（6．1）行ベクトルまたは列ベクトルの重さが1の場合は調べる必要が

　　　　　ない。

6．2　w（rl）＝2の場合

置換によりr、＝（1，1，0，0）とr1＝（0，1，1，0）を調べればよい。

6．2．1　r、＝（1，1，0，0）の場合

　r2＝（0，＊，＊，＊）としてよい。また，（6．1）よりw（ri）≧2（iニ2，

3，4）としてよい。よって，置換によりr2　＝（0，1，1，0）とr2＝（0，0，1，

1）を調べればよい。

（1）r2＝（0，1，1，0）の場合

　r3＝（＊，0，＊，＊）となる。　w（r3）≧2なので次の4つの場合に別れる。

　（i）r3＝（1，0，1，0）の場・合

　　r4＝（＊，＊，＊，1）としてよい。このときは命題4（1）より第4列の重さが

　　1になるので（6．1）より。

　（ii）r3＝（1，0，0，1）の場・合

　　r4＝（＊，＊，0，＊）となる。このときはRの第3列の重さが1になる。

　（iii）r3＝（0，0，1，1）の場・合

　　r4＝（＊，＊，0，＊）となる。



一　14－（530）　　　　　　　　　第49巻第3号

　　　　　　　　　　1　1　0　0　　　　　　　1　1　1　1

　　　　　　　　　　0　1　1　0　　　　　　　＊　1　1　1
　　　　　　　R＝　　　　　　　　　　R3＝
　　　　　　　　　　0　0　1　1　　　　　　　＊　＊　1　1

　　　　　　　　　　＊　＊　0　＊　　　　　　　＊　＊　＊　＊

　　となり系9（2）に反する。

　（iv）「3＝（1，0，1，1）の場合

　　　　　　　　　　1　1　0　0

　　　　　　　　　　0　1　1　0
　　　　　　　s＝
　　　　　　　　　　1　0　1　1

　　　　　　　　　　＊　＊　0　＊

　とおく。Rを（iii）のプール行列とするとR3≦S3。よって，系9（2）に反する。

（2）r2＝（0，0，1，1）の場合

　このときはr3・・＝（＊，0，＊，＊），　r4＝（＊，0，＊，＊）となりRの第2列の重

　さが1になる。

6．2．2　r、＝（0，1，1，0）の場合

　このときは

　　　　　　0　1　1　0

　　　　　　0　＊　＊　＊
　　　R＝
　　　　　　0　＊　＊　＊

　　　　　　1　＊　＊　＊

となり第1列の重さが1になる。

　ω（r、）＝2の場合が示されたので，置換と転置により，

　　（6．2）行ベクトルまたは列ベクトルの重さが2の場合は調べる必要が

　　　　　　ない。

6．3　w（r1）＝3の場合

　置換によりr、＝（1，1，1，0）とr1＝（0，1，1，1）を調べればよい。　r、＝



R3＝Rt＞1を満たすプール行列 （531）－15一

（0，1，1，1）の場合は系5で示した。よって，r1＝（1，1，1，0）としてよ

い。このときは

　　　　　1　1　1　0

　　　　　0　＊　＊　＊
　　R＝
　　　　　0　＊　＊　＊

　　　　　＊　＊　＊　＊

となる。Rの第1列は重さが1または2なので（6．1）または（6．2）に帰着

する。

　以上により，n＝4のとき予想1が正しいことが示された。

7　おわりに

　R3＝RtVlならばRσ∈Zとなるσ∈（i5。が存在することを，プール行列

の次数nが2，3，4の場合に示した。証明には，帰納法といくつかの性質と

計算を用いた。置換と転置により場合の数をかなり減らすことが出来たが，

すべてのnに対して予想1を示すためにはまだ示すべき性質が不足してい

るようである。今後の検討課題である。

　面白い話題を提供していただいた橋本先生に感謝する。
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