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連結的，推移的，非反射的プール行列の一意性

柏　木　芳　美

1　はじめに

　2元プール代数上の連結的かつ推移的かつ非反射的なプール行列が橋本

により研究されている（［4］）。nを自然数としたとき，そのようなn次プー

ル行列の個数をいくつかのnに対して数えてみるとn！となることが予想

される。また，グラフでは点の番号の付け替えを行っても本質的には変わ

らないので，対応するプール行列でも同様のことが成り立つことが予想さ

れる。これらのことはn次プール行列とn次対称群に何らかの関係がある

ことを示唆していると思われる。

　この論文では，n次プール行列に作用する置換を定義し，それを用いて

2元プール代数上の連結的推移的非反射的プール行列が本質的には1種類

であること（定理4．1）及びそのことから導かれるいくつかの性質を示す。

特に，最初の予想通り，2元プール代数上の連結的推移的非反射的n次ブ

ール行列の個数はn！であることを示す（系4．1）。また，与えられたプール

行列が連結的推移的非反射的であるための判定法（定理5．1，定理5．2）及

びこのようなプール行列の1つの構成法を与える（定理6．1）。

2　記号など

一部のものを除き［4］の記号をそのまま用いる。この論文では基礎とな
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るプール代数は本質的には2元プール代数｛0，1｝であるが，この節と

次の節ではもう少し一般的に必ずしも｛0，1｝とは限らないプール代数

B上で考える。成分が6の元であるn次正方行列全体をPt（n，6）と書くこ

ととする。我々の考察の対象の大枠はプール行列代数ノZ（n，6）である。成

分がすべて0であるプール行列を0，すべて1であるプール行列をEと書

く。R＝（ηゴ），　S＝（勘）∈Pt（n，　B）としたとき，　R＞S＝（窃〉勘），　R〈S＝

（場くsゴゴ），R＝（兀）と定める。次の命題は，プール代数の定義（例えば

Huntingtonの公理系，［2，p．68］）が満たされていることを確認するだけで

容易に示される。

命題2．1（〃（n，B），〉，〈）はプール代数である。　Eがその単位元，0が

その零元，R∈Pt（n，　B）の補元はRである。

　R≦SはR＞S＝Sによって定義されるので，R≦Sであるための必要十分

条件は，すべての（i，ブ）に対して場≦砺となることである。

ak∈B（k∈｛1，…，　n｝）としたとき＞Z－iah＝a、〉の〉…＞anと書くこと

とする。R×S＝（＞Z．i（rih〈S融）とし，帰納的にRi＝R，　Rh＋1＝Rh×R

とする（×に関して結合律が成り立つ）。RtによりRの転置行列を表す（［4］

ではR’と書かれている）。RがR＞RtVI＝Eを満たすときは連結的，　R2≦

Rを満たすときは推移的，R〈1＝0を満たすときは非反射的と呼ばれる。

この論文で重要な役割を演じるプール行列は
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である。次数nを明記する必要があるときはNnと書く。n次対称群をSnと
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書く。

3　置換によるプール行列代数の同型

　この節では，［3，p．23］に従いプール代数の同型写像を定義し，更に置換

によって定まるプール行列代数の自己同型写像を考える。

　6、，／3，をプール代数，fを6、からB，への写像とする。すべてのX，y∈B，

に対して，f（x〈．y）＝f（x）〈f（y），f（効＝f（x）が成り立つとき，　fは6、か

らB，への準同型写像と呼ばれる。fが全単射であるとき同型写像と呼ばれ，

更にB、＝B，のとき自己同型写像と呼ばれる。

　σ∈Sn，　R＝（衛）∈濯（n，　B）に対し，

1～σ＝（zσωσζの）

により1～σ∈濯（n，B）を定める。　Rl→Rσによって定まる濯（n，　B）から

Pt（n，　B）への写像をqσと書くことにする。　Snの単位元はPt（n，6）の恒等

写像として作用することに注意しておく。

命題3．1上の記号の下で次が成り立つ。

　（1）τ∈Gnのとき1～στ＝（Rσ）τ。

　（2）ψσはプール代数Pt（n，6）の自己同型写像。

証明　（1）i，ブ∈｛1，…，n｝とする。ち戸徹の㈲とおく。（Rσ）τの（i，ブ）

　　　成分は，

　　　　　　　　　　tq　i）　q、）＝如の）O」qの）＝r（・dn（の（σe（の。

　　　よってRστ＝（ム1σ）τ。

　（2）S＝（sゆ∈Pt（n，　B）とする。　qσ（R〈S）の（i，ブ）成分は

　　　徴の㈲〈s。（i）o（」）となるので，
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　　　　　　　　q。（R〈s）＝q。（1～）〈q。（s）。

π一＠）より・

　　　　　　　　｛z，。（R）＝（rPt・i）・Pt・、））ニq・（1～）。

よってqσはプール代数の準同型写像である。また，（1）よりqσ一・がqσの逆

写像を与えることが分かる。

注意3．1　Pt（n，　B）の自己同型写像全体は群（自己同型群）をなす。　qσを

　Pt（n，6）の元の右から作用させると，σ1→qσによって定まるSnから

　va（n，　B）の自己同型群への写像は群の準同型を与える。この写像が単射

　であることは容易に分かる。

　後のために（95nの作用を命題3．2としてまとめておく。まず，次の補題が

成り立つことに注意する（［3，p．23］）。

補題3．1　B、，B，をプール代数，　fをB、からB，への準同型写像とする。

　このとき次が成り立つ。ただし，x，夕∈3，。

　（1）f（x＞ツ）＝＝f（x）＞f（夕）。

　（2）　f（1）＝1，　f（0）＝0。

　（3）x≦）7なら1＊“f（x）≦f（y）。

命題3．2R，　S∈Pt（n，　B）とし，σ，τ∈（5nとする。このとき次が成り立つ。

　（1）Eσ＝E，Oσ＝0，1σ＝1。

　（2）　（1～＞S）σ＝RσVSσ，　（1～／＼S）σ＝Rσ〈Sσ，　Rσ＝1～σ。

　（3）R≦SならばRσ≦Sσ。

　（4）Ri＝R，　jRστ＝（Rσ）τ。ただし，　Riの1はenの単位元。

　（5）　（R　t）σ＝（1～σ）t。

　（6）　（R×S）σ＝∫～σ×Sσ。

　（7）kが自然数のとき，（Rh）σ＝（Rσ）k。
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証明　（1）～（4）1σ＝1は容易に分かる。他のものは，命題2．1と命題3．1と

　　　補題3．1より。

　（5）容易。

　（6）S＝（∫♂とする。R×Sの（σ（i），σ（ノ））成分は〉鴛司娩）k〈s々㈲。　k

　　　は1からnを渡るので，〉琵一、徹糖〈ShPt、）＝〉鴛一1徹の唖）〈s㈲㈲。これ

　　　が（R×S）σの（i，ブ）成分なので，（R×S）σ＝RσXSσ。

　（7）々に関する数学的帰納法と（6）より。

　この命題より，連結性，推移性，非反射性は各々9n不変であることが直

ちに分かる。すなわち，

系3．1R∈Pt（n，　B），σ∈S．とする。このとき次が成り立つ。

　（1）Rが連結的ならばRσも連結的。

　（2）Rが推移的ならばRσも推移的。

　（3）Rが非反射的ならばRσも非反射的。

4　一意性

　この節以降，基礎となるプール代数6は2元プール代数｛0，1｝とす

る。また，連結的推移的非反射的プール行列を（P）を満たすプール行列と

いうことにする。すなわち，プール行列Rに対して次の性質を考える：

　（P）　　R＞Rt＞1＝EかつR2≦RかつR〈1＝0。

　性質（P）を満たす典型的なプール行列はNである。この節では，（P）を

満たすプール行列はすべてNσ（σ∈9n）の形をしていることを示す。まず，

命題4．1　（1）σ∈9．としたとき1＞σは（P）を満たす。
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（2）R＝＝（ηゴ）をn次プール行列とする。Rが（P）を満たすための必要十

　　分条件は次の（a）～（c）がすべて成り立つことである。ただし，i，ブ，

　　k∈｛1，…，n｝。

　　　（a）すべてのiに対してrii＝0。

　　　（b）i≠ブならば布＝兀。

　　　（c）rih＝場＝1ならば笏＝1。

（3）n≧2，ん∈｛1，…，n｝とする。　n次プール行列Rが（P）を満たせばR

　　の第k行と第k列を取り去ったn－1次のプール行列も（P）を満た

　　す。

（4）（P）を満たすプール行列は成分がすべて0の行を持つ。

証明　（1）Nが（P）を満たすことと系3．1より。

　（2）まず，R〈1＝0と（a）の同値性，　R2≦Rと（c）の同値性は容易に分か

　　　る。また，Rが（b）を満たせばR＞Rtv1＝Eとなることは容易に分

　　　かる。従って，Rが（a）～（c）を満たせば（P）を満たす。逆に，　Rが

　　　（P）を満たすとする。（b）を満たすことを示せばよい。R＞Rtv1＝

　　　Eより，笏＝1または布＝1。もしηゴ＝布＝1ならば，（c）よりrii＝

　　　1となり矛盾。よって，御＝1かつr」i＝　Oであるか又は，笏＝0か

　　　つ毎＝1。従って（b）が成り立つ。

　（3）（a）～（c）において，添え字にんを含むものをすべて除き，1＞kとな

　　　る番号1を1－1に置き換えたものを考えると，Rの第k行と第k

　　　列を取り去った行列Sが（a）～（c）を満たすことが分かる。よって，

　　　（2）よりSは（P）を満たす。

　（4）nに関する帰納法による。n＝1のときは成立する。n＞1としn－1

　　　の場合を仮定する。R＝（ηゴ）とする。（3）よりRの第n行と第n列

　　　を取り去った行列も（P）を満たす。よって帰納法の仮定より，Rの

　　　ある行（i行とする）は（0，0，…，0，η。）の形。rin＝0なら第

　　　i行が求めるもの。ri。　＝1の場合を考える。　r。i＝η＝0である。
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1≦ブ≦n－1，ブ≠iとする。場＝0なので布＝1。r」i＝rin＝1より

η。＝1。よって，rn」・＝0。rnn＝0なので，　Rの第n行の成分はすべ

て0。

命題4．2　n次プール行列Rが（P）を満たすとする。このときR＝1＞σとな

るσ∈Snが存在する。

証明　nに関する帰納法。n＝1のときは成り立つ。　n＞1としn－1の場

合を仮定する。命題4．1（4）よりRは成分がすべて0の行を持つ。それを第i

行とする．i＝nならα＝1とし，　i≠nならα＝（in）とおくことによりα∈Sn

を定める。Rαの第n行の成分はすべて0である。系3．1よりRaは連結的な

ので，

Rα＝

　　　　1

　R，　i

　　　　1

0　…　0

の形になる。ここでR、はn－1次の行列である。系3．1と命題4．1（3）よりR、

も（P）を満たす。帰納法の仮定よりR、β＝N。．、となるβ∈（95。一、が存在す

る。γ（ブ）＝β（ブ）（1≦ノ≦n－1），γ（n）＝nによりγ∈9nを定めると，

Raγ＝Nとなる。よって，σ＝γ一1α一1が求めるもの。

命題4．2を用いると［4，性質6］の別証が得られる。

命題4．3　n≧2とする。Rが（P）を満たすn次プール行列ならば，　Rn－1

≠0カ、つRn＝0。
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証明　ん∈｛1，…，n｝とすると

2＞h：

0　…　0
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0　0　…　0

となることがkに関する帰納法で示される。ただし，第1行と第η列の1の

個数はn－kである。よって，Nn－i≠0かつ1＞n＝0。命題4．2よりR＝1Vσと

なるσ∈enが存在する。命題3．1（2）と命題3．2（7）を用いると，　Rn－1≠0と

Rn＝0が言える。

　命題4．2のσはRに対して一意的に定まることも示せる。まず，置換に関

する次の性質に注意しておく。

補題4．1σ∈鉱，i，ブ∈｛1，…，　n｝とする。　i＜ノならば常にσ（i）〈σ（カ

が成り立つとする。このときσ＝1。

証明　σ≠1と仮定する。σ（i）≠iとなるiがある。遊このようなもので最

小にとる。もしσ（i）＜iならiの最小性よりσ（σ（i））＝σ（i）。これよりσ（i）

＝iとなるのでi＜σ（i）である。もしi≦σ一1（i）ならば，σ（i）≦σ（σ一1（i））＝i

となるので，σ一1（i）〈i。iの最小性よりσ（σ一1（i））＝σ一1（i）。よってσ（i）　＝＝i

となり矛盾。従ってσ＝1。

命題4．4　σ，τ∈Snとする。1Vσ＝ノVτならばσ＝τ。

証明　命題3．2（4）より，1Vσ＝Nならばσ＝1となることを示せばよい。
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　2V＝（niゴ）とおく。

　　　　　　　　　　　　場一結1；：ll

　である。1Vσ＝（nσ（i）㈲）＝Nなので，

　　　　　　　　　　　π一一｛1：；：1；．

　よって，i〈ブならばσ（i）〈σ（ブ）が成り立つ。補題4．1よりσ＝1。

　以上の結果をまとめて，

定理4．1Rを2元プール代数上のn次プール行列とする。Rが連結的推移

的非反射的であるための必要十分条件はR＝1Vσとなるσ∈銑が存在する

ことである。このとき，σはRに対して一意的に定まる。

　9nの元と（P）を満たすプール行列が1対1に対応するので，

系4．1　（P）を満たすn次プール行列の個数はn！。

　5　判定法

　この節ではプール行列が（P）を満たすための判定法を与える。

　まず，定理4．1より命題4．1（4）が一般化される。

系5．1ん∈｛1，…，n｝とする。（P）を満たすプール行列は1の個数が

k－1の行と列を唯1つ持つ。

証明　Nはこの性質を持つ。Snの元はNの行と列を置換するだけなので，
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各行の1の個数に注目するとその配置を変えるだけである。従って，1Vσ

（σ∈9。）は1の個数がk－1の行を唯1つ持つ。列についても同様。

　この系の結論を満たすプール行列では，行（又は列）の番号と行（又は

列）の1の個数が1対1に対応していることに注意する。定理4．1のσ（次の

命題のσ一1）が具体的に得られる。

命題5．1Rを（P）を満たすn次プール行列，　k∈｛1，…，　n｝とする。1の

個数がk－1である列の番号をc（k）と書くことにする。σ∈enをσ（k）＝

c（k）により定める。このとき，Rσ＝N。また，1の個数がk－1である行

の番号をr（紛とするとr（k）＝c（n－k＋1）。

証明　Rσの第ブ列の1の個数はブー1である。Rσの（i，力成分をらと書

くことにする。

　　　　　　　　　　　　ち一｛謡：1：

となることを示せばよい。ブに関する帰納法を用いる。ブ＝1のときは第1列

の成分はすべて0なので成り立つ。ブ＞1としブL1まで仮定する。今，

ち戸0となるi（＜ブ）があったと仮定する。連結性よりら＝1。これは帰

納法の仮定に反する。

　また，Rσ＝Nなので，　Rσの第n－k＋1行の1の個数はk－1。よって，

σ（n－k十1）＝r（k）。従って，r（ん）＝c（n－k十1）。
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とする。Rが（P）を満たすことは計算により確かめられる。

　　　　c（1）＝3，　c（2）＝1，　c（3）＝5，　c（4）＝4，　c（5）＝2

であるから，命題5．1のσは

　　　　　　　　　　σ一（1234531542）

となる。Rσ＝1Vとなることが計算により確かめられる。

　また，

　　　　r（1）＝2，　r（2）＝4，　r（3）＝5，　r（4）＝1，　r（5）＝3

よりr（k）＝c（5－k十1）（k∈｛1，…，5｝）が確かめられる。また，第

k行の1の個数をs（k），第k列の1の個数をt（k）とすると，すべての々に対

してs（k）＋t（k）＝5－1となることも確かめられる。これらの等式はRが

（P）を満たすことを各々意味していることが以下で示される。

まず，行列Nに関する次の性質に注意する。

補題5．1Aをn次プール行列とする。　A・IVであるための必要十分条件

は，すべてのk∈｛1，…，n｝に対して第k行の1の個数はn一んでかつ第

ん列の1の個数はle　－1であること。

証明　必要条件であることは明らか。十分条件であることをnに関する帰

納法で示す。n＝1のときはA＝0で成り立つ。n＞1としn－1のとき仮定

する。Aの第n行の成分はすべて0なので（n，　n）成分も0。　ag　n列の1
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の個数はn－1なので（i，n）成分（i〈n）はすべて1。従って，　Aの第n

行と第n列を取り去った残りの行列Bも条件を満たす。帰納法の仮定より

B＝Nn－i。従って，　A＝N。

プール行列が（P）を満たすための1つの判定法を与える。

命題5．2Rをn次プール行列とする。Rが（P）を満たすことと次の条件が

ともに成り立つことは同値である。ただし，k∈｛1，…，　n｝。

　（1）すべてのんに対して，Rは1の個数がk－1である行と列を持つ。

　（2）1の個数がk－1である行の番号をr（k），列の番号をc（ん）とする。

　　　このとき，すべてのkに対してr（k）＝c（n－k＋1）。

証明　系5．1と命題5．1より，Rが（P）を満たせば（1）と（2）が成り立つ。逆

に，Rが（1）と（2）を満たすとする。まず，1の個数がk－1である行も列も

唯1つであることに注意しておく。σ∈Snをσ（k）＝c（ん）により定める。

Rσの第k列はん一1個の1を持つ。また，σ（k）＝r（π一々＋1）なのでRσの第

k行の1の個数はn－k。よって，補題5．1よりRσ＝N。従って，R＝1＞σ一1

は（P）を満たす。

次の形の判定法も得られる。

定理5．1Rを2元プール代数上のn次プール行列とする。　Rが連結的推

移的非反射的であることと次の条件がともに成り立つことは同値である。

ただし，々∈｛1，…，n｝。

　（1）すべてのkに対して，Rは1の個数がk－1である行と列を持つ。

　（2）第ん行の1の個数をs（k），第k列の1の個数をt（ん）とする。このと

　　　き，すべてのkに対してs（k）＋t（旬＝n－1。

証明　命題5．2のrとcをそのまま用いる。（1）を仮定したとき，命題5．2の
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（2）とこの定理の（2）が同値であることを示せばよい。（1）を仮定し，1，1，，

あ∈｛0，…，n－1｝とする。　s（k）＝1とr（1＋1）＝kは同値で，　t（k）＝1と

c（1＋1）＝んは同値である。よって，s（k）＝1，，　t（k）＝らとおくと，r（1，＋1）＝

ん＝c（る＋1）である。今，r（k）＝c（n－k＋1）を仮定すると，　c（ち＋1）＝

r（1，十1）＝c（n－1，）。cは単射なので，ら十1＝n－1，。よって，　s（fe）十

t（k）＝n－1。逆に，s（旬＋t（ん）＝n－1とすると1，＋ら＝n－1。よって，

r（1，＋1）＝c（ら＋1）＝c（n－1，）。従って，すべてのんに対してr（k）＝

c（n一ん十1）。

　より簡潔な次の判定法が橋本により予想された。命題4．2の証明を少し変

形することにより，その予想は正しいことが示される。

定理5．2Rを2元プール代数上のn次プール行列とする。Rが連結的推移

的非反射的であることと次の条件がともに成り立つことは同値である。

　（1）すべてのk∈｛1，…，n｝に対して，　Rは1の個数がk－1である行

　　　と列を持つ。

　（2）Rは非反射的である。

証明　（1）と（2）からRが（P）を満たすことを導けばよい。σ∈S。に対し，Rσ

も（1）と（2）を満たすことに注意しておく。nに関する帰納法を用いる。n＝1

のときは明らか。n＞1としn－1の場合を仮定する。成分がすべて0であ

る行の番号をiとする。i＝nならα＝1とし，　i≠nならα＝（in）とおくこ

とによりα∈9nを定める。

Rα＝

　　　　＊

　　R，　i

　　　　＊

0　…　　0

の形になる。ただし，R、はn－1次の行列で，＊は0または1である。ここ
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で，Rσは非反射的なのでR、も非反射的。特にRσの第1列から第n－1列ま

では少なくとも2個の0を持つ。よって，1の個数がn－1であるRσの列は

第n列である。特に＊はすべて1である。従って，R、は（1）と（2）を満たす。

帰納法の仮定よりR、は（P）を満たす。よって，R、β＝N。一、となるβ∈Gn．、

が存在する。γ（ブ）＝β（ブ）（1≦ブ≦n－1），γ（n）＝nによりγ∈9nを定め

ると，Rαγ＝　lvとなる。従って，　Rは（P）を満たす。

6　構成

　この節では，（P）を満たす与えられたn次プール行列から（P）を満たす

n＋1次プール行列を構成する方法を示す。この構成方法を順次適用する

と，与えられたnに対して，（P）を満たすn次までのプール行列がすべて得

られることになる。

定理6．1Rを2元プール代数上の連結的推移的非反射的n次プール行列

とする。1の個数がk－1である列の番号をc（k）とする（k∈｛1，…，n｝）。

1∈｛0，1，…，n｝とする。残＋、，p，7毎＋、∈｛0，1｝（p∈｛1，…，

n＋1｝）を以下のように定める。

　（a）rh．、，n＋、＝0。

　（b）　7易＋1，1＝γ男＋1，2＝…　＝γ易＋1，n＝0。

　（c）1∈｛1，…，n｝のとき，

　　　　　　残＋、，Ctn）＝残＋、，Ctn－1）＝…＝残＋、，Ctn－t＋1）＝1，

　　　　　　残＋1，Ctn－1）＝残＋、，Ctn－1－、）＝…＝残＋、，Ct、）＝0。

　　　ただし，1＝nのときは下の式は考えない。

　（d）1∈｛0，1，…，n｝，　P∈｛1，…，　n｝のとき，　r＄，n＋、＝残＋1，P。

このr先＋1，ρ，7毎＋、をRの下と右に付け加えてn＋1次のプール行列，1？（1）を

作る。このとき次が成り立つ。

　（1）R（1）は連結的推移的非反射的である。
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（2）連結的推移的非反射的n＋1次プール行列で最初のn行とn列がR

　　と一致するものは，いずれかのた（1）と一致する。

証明

（・）σ一
岱：，いτ一（、占）：：：∴）禍）とする・命題5．・より

　Rσ＝N。T＝R（1）τとおき，その（i，ブ）成分を4ブとする。　Tが（P）

　　を満たすことを示せばよい。1≦ブ≦nとすると，

　　　　　　　　tn＋》＝riqn＋1），πブ）＝rin＋1，C（の，

　　　　　　　　らη＋1＝〆の），n＋1＝rin＋1，C（の＝tn＋14

　なので，

T＝
N

1

1

　　　　　　　　　　　0

0　…　　0　　1　…　　1　　0

　　となる。ただし，第n＋1行の1の個数は1，第n＋1列の1の個数

　　はn－1。m∈｛1，…，n＋1｝とし，　Tの第m行の1の個数をs（m），

　　第m列の1の個数をt（m）とする。テの形より，1≦m≦n－1なら

　　ばs（m）＝n－m十1，t（m）＝m－1，　n－1十1≦m≦nならば

　　s（m）＝n－m，t（m）＝m，m＝n十1ならばs（n十1）＝1，t（n＋1）＝

　　n－1。よって，Tは1の個数がm－1である行と列を持ち，s（m）＋

　　t（m）＝nが成り立つ。従って，定理5．1又は定理5．2よりTは（P）を

　満たす。

（2）系4．1より（P）を満たすn次プール行列Sの個数はn！。各Sに対し

　　てn＋1個の（P）を満たすn＋1次プール行列をこのように構成す

　　ると，全部で（n＋1）！個の（P）を満たすn＋1次プール行列が得
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られる。再び系4．1より，（P）を満たすn＋1次のプール行列はこれ

で尽くされている。特に，最初のn行とn列がRと一致するものはい

ずれかのR（1）になる。

例6．1

R＝

0　1　0　1

0　0　0　0

1　1　0　1

0　1　0　0
とする。Rは（P）を満たす。　c（4）＝2，　c（3）＝4，　c（2）＝1，　c（1）＝3な

ので，

R（0）＝

01011
00001
11011
01001
00000

，R（1）＝

01011
00000
11011
01001
01000

，R（2）＝

01011
00000
11011
01000
01010

，

R（3）＝

01010
00000
11011
01000
11010

，R（4）＝

01010
00000
11010
01000
11110

となる。愛（2）が例5．1のプール行列である。
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