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変更された推移性と連結的関係行列

橋　本 寛

1．はじめに

　連結的関係は，関係の理論において最も基本的な二項関係の一つであるば

かりでなくu8），経済学や社会学における選好関係やトーナメントの理論な

どにおいても重要な関係であり（1）（2）（4）（15），この連結的関係については，これ

までにも多くの性質が調べられている（7）（8）（1°）一（15）。とくに連結的推移関係は

理論的にも興味深く，この連結性のもとでの推移性やべき零性，また長さ3

のサイクルの存在しないことに関する条件については，非対称的完全有向グ

ラフであるトーナメントの性質に関連して従来から詳細に研究されている（2）

（3）（5）（16）

。二項関係は一般に行列によって表現でき，その行列は0，1の要素

から成るプール行列であって関係行列とよばれる（15）（17）。この関係行列の性

質は関係の性質と直接的に対応しており，この行列の性質を調べることに

よって関係の性質を明らかにすることができる。

　本論文では関係における推移性の条件を少し変更したいくつかの条件を考

え，それらの条件を満たす連結的関係行列の性質を調べている。すなわち，

まず推移性の条件を少し一般化したものを考え，次にその一般化したものの

特別な場合となる三つの条件について考察している。とくに，この特別な場

合として反対称的推移関係，および非反射的推移関係すなわち非対称的推移

関係について考察し，それぞれの性質を明らかにしている。これらの関係は

i様々な分野で現われ重要な役割を演じており，基本的な性質は従来からよく
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知られているが，本論文では，さらに，これまでほとんど議論されていない

種類の同値条件についても考察をおこなっている。

2．定義

　本論文では0，1の要素をもつn次プール行列について考える。すでに述

べたように二項関係はこのプール行列によって表現できる。プール行列R，

Sに対して行列の和をR＞Sで，要素ごとの積すなわち論理積をR〈Sで，

行列積をR×Sで表わす。また単項演算▽Rと△Rを，▽RニR〈1～’，△R

ニR〈Rtで定義する。ここにRノはRの転置，　R’はRノの否定である。なお

特殊な行列として単位行列を1で，零行列を0で，また全要素が1の行列

をEで示す。

　上のような記法のもとで，連結的関係行列はR＞R’＞1＝EなるRとして

与えられる。とくにR〈1＝1なるRは反射的，R〈1＝OなるRは非反射的，

また▽R≦1すなわちR〈R’≦1なるRは反対称的，▽R＝0なるRは非対

称的といわれる。さらにR2≦RなるRは推移的といわれ，　Rは推移関係を

表現する行列となる（15）。一方，連結的関係と密接な関連のあるトーナメン

トはR＞R’VI＝Eかつ▽R　・Oとなる行列Rによって表現される。

3、結果

　連結性のもとで，いくつかの変更された推移性と同値になる条件について

調べる。すでに述べたように推移性は1～2≦Rで表現されるが，ここでは，

まず1～2≦1～を一般化したR2≦R＞1について簡単に性質を調べる。次にそ

の特別な場合としてR2≦△R＞1，またこれの特別な場合としてR2≦△R＞

（R〈1）とR2≦△Rの二つの場合について同値条件を明らかにする。
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3．1R2≦R＞1となる条件

　本節ではR2≦R＞1なるRの性質，すなわちR2≦R＞1となるための条件

や連結性のもとでR2≦R＞1と同値になる条件について調べている。　R2

≦R＞1はR2≦Rを一般化した形になっており，　R2≦Rであれば当然R2

≦R＞1となるが，もちろん一般には逆はいえない。なおR2≦R＞1なるR

の性質については，すでに文献働⑯においても明らかにされている。

　e性質1〕（13）

　R＞R1＞1＝E，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）3’－1≦R＞Rノ＞1

　　＝＝⇒R2≦R＞1

　〔性質2〕（13）

R2≦R＞1⇒すべてのk（le　・1，2，…）に対してRκ≦R＞1

　〔性質3〕

R＞R’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R＞∫

（2）すべての々⑫＝1，2，…）に対してRk≦R＞1

（3）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61－1≦R＞R’

　（4）ある1（1ニ1，2，…）に対して（R〈1）61『1≦R＞R’

（5）すべての1（t＝1，2，…）に対して（R〈1）6’－1≦R＞Rt＞1

（6）ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）6i｝1≦1～＞1～1＞1

（7）すべての1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61’1≦RVI

　（8）ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61－1≦R＞1

（9）すべての1（1ニ1，2，…）に対してR61－1≦R＞R1

　（1①　ある1（1＝1，2，…）に対してR61－1≦R＞R’

（11）すべての1（1・1，2，…）に対してR61－1≦R＞R’VI

　働　ある1（1＝1，2，…）に対してR61－1≦RVR’＞1

（13）すべてのt（t＝1，2，…）に対してR61『1≦RV1

　（14　ある1（1＝1，2，…）に対してR61－1≦R＞1
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　（証明）次の場合を示せば十分であろう。

　（1）＝⇒　（2）性質2による。

（2）＝⇒（3）（R〈1）61”1≦R61“1≦RVI≦1～＞R／V1・RVR’

　（3）＝⇒　（6）明らかである。

　（6）＝⇒　（1）（R〈1＞6i－1ニ（R〈1）3（21）－1だから性質1によって

　　R2≦RV∬。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質3は，実質的には文献⑯の性質12における条件の特別な場合と

なっている。たとえば文献⑬の性質12（1）＝⇒（3）によれば，R＞1～ノ＞1ニE

のとき

　　R2≦RVI⇒　すべての臥々＝0，1，2，…）に対してR2＋3k≦R＞1

となるが，いまk＝21－1とおけば

　　　2十3k＝2十3（21－1）＝＝　61－1

であって，R＞R’＞1＝Eのとき

　　　　　　　　　　　e　　R2≦R＞1＝⇒　すべての1（1＝1，2，…）に対して1～6’一1≦R＞1

となる。これには上の性質3の（1）＝⇒（13）にほかならない。

3．21～2≦△R＞1となる条件

　ここではR2≦△R＞1なるRの性質，すなわち．R2≦△RVIとなるための

条件，またR2≦△R＞1となるための必要十分条件などを示す。　R2≦△R

VIなる条件は前節のR2≦R＞1の特別な場合となっているが，もちろん一

般にはR2≦△R＞1であっても推移的となるとは限らない。なお以下の3．3

節および3．4節では，本節におけるR2≦△R＞1の特別な場合であるR2

≦△R＞（R〈1）とR2≦△Rについて考察をおこなっている。

　〔性質4〕

　RVR’　V1＝E，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）3’一1≦R’

　　＝＝＝⇒R2≦△R＞1

　（証明）ri　k＝rkjニ1とおきri」〈η‘〉傷＝1となることを示す。　i＝ブのと

きは明らかであるからゴ≒ブとする。このときrij〈晦＝0となることはない
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ことを示す。なおS＝R〈1とおく。

　（1）吻＝0のとき

　R＞Rノ＞1＝Eによって伽＝1となり，したがって砺＝1。

（a）i＝々のとき

rii＝ri」＝1となり，物＝0と矛盾する。

（b）k＝」のとき

晦＝ηゴ＝1となり，物＝0と矛盾する。

（c）i：≒k，々≒ブのとき

rik〈rkノ＝1によってSik〈sκゴ＝1となり，

（401）－227一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　したがってsli）＝1。また∫ゴ，＝1

だから、sl身）ニ1。よって∫甥’｝1｝＝sii（1－1）＋2）＝・1となり，物＝0となるが，これ

は晦＝1と矛盾する。

　（2）r」i＝1のとき

　このときsμ＝1。

　（a）i＝たのとき

　rii＝笏＝1だからsθ＝1，8卿＝1となる。

　（i）31－1＝2m（m＝1，2，…）のとき

　sii　i－1）＝sl鯉＝1。したがってrii＝Oとなるが，これはrii＝1と矛盾する。

　（ii）31－1＝2m－1（m＝1，2，…）のとき

　s9’『1）＝s騨一1）＝∫9伽一1）＋1）＝1。したがってrji＝0となるが，これはrji＝1

と矛盾する。

　（b）k＝ブのとき

　物二窃＝1だからSij＝1，　s］・）＝1となる。

　（i）　31－1＝2m（m＝1，2，…）のとき

s；ii－1）二謬卿）＝1。したがって物＝0となるが，これはηゴニ1と矛盾する。

　（ii）31－1＝2m－1（m＝1，2，…）のとき

sli　i『i）＝s鍵一1）＝∫9吻一1）＋1）＝1。したがって毎二〇となるが，これはrji＝1

と矛盾する。

（c）i：≒le，々≒ゴのとき
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　s9）＝1，　sl身）＝1，謬’－1）＝s汐（1－1）＋2）＝1となる。

したがって晦＝0となるが，これは晦＝1と矛盾する。，　　　　（証明終）

　〔性質5〕

　R＞R’＞1＝E，ある1（1＝1，2，…）に対してR31－1≦R’＞1

　　＝⇒R2≦△R＞1

　（証明）　rik＝rk」＝1とおき窃〈晦V砺＝1となることを示す。　i＝」のとき

は明らかであるからゴ≒ブとする。いま晦＝1とすれば，乃9）＝1であるから

婚3）＝1，η9’－1）＝増3（t－1）＋2）＝1となり，晦＝0となる。しかし，これはnyi＝　1

と矛盾するのでr」i　＝＝　Oでなければならない。したがってR＞R’＞1＝Eから

衛＝1となり物〈r」i　＝＝　1となる。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質6〕

　1～＞R’＞1＝E，ある1（t＝1，2，…）に対してR31－1≦R’

　　　⇒　 R2≦△R＞1

　（証明）　性質5による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，この性質6は，すでに示した性質4からも得ることができる。

　〔性質7〕

　R＞Rt＞1ニEのとき，

　　R・≦π・e⇒R・≦△R＞1，R〈1・O

　（証明）（1）R2≦R1のとき

　性質6によってR2≦△R＞1。またR2≦RノよりR〈1＝0。

　（2）R2≦△R＞1，　R〈1＝0のとき

　rik＝7κゴ＝1とおく。R〈1＝0によってゴ≒k，　k≒ブ。またR2≦△RVIに

よって衛〈η〉δθ＝1。もしr」i＝1とすれば，i＝ブとなるからri　i＝1，　rik　＝

rkiニ1となり，瑠）＝・1となる。したがってrik〈rki＞δik＝1となりi＝kとな

るが，これはi≒kと矛盾する。よってηf＝0，すなわち塩＝1。　（証明終）

　〔性質8〕

　RVR’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦△R＞1
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　（2）　（R〈1）2≦Rノ

　（3）　R2≦Rt＞1

　（証明）（1）＝⇒　（2）rik〈砺＝1，　i＃k，々≒ブとおく。このときη9》

＝1だから窃〈r」’i〉δゴゴニ1。

　（a）i≒ブのとき

　　　　万＝1

　（b）i＝ブのとき

　rik〈衡＝1。もしrii＝1とすればrik＝1によって乃望）＝＝1。したがってrik

〈rki＞δik＝1となりi＝　le。しかし，これはi≒kと矛盾するのでri　i＝0すな

わちrii＝1。

　（2）＝⇒　（1）性質4による。

　（1）　＝⇒　　（3）　R2≦△R＞1≦Rノ＞1’

　（3）⇒　（1）性質5による・　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

3．31～2≦△R＞（R〈1）となる条件

　まず与えられた関係行列がR2≦△R＞（R〈1）となるための条件を示し，

次に1～2≦△R＞（R〈のと同値な条件，そして最後に連結性のもとで1～2≦△

R＞（R〈1）と同値になる条件を示す。R2≦△R＞（R〈1）なるRの基本的性

質については，すでに文献（9）⑪⑫でも示されているが，以下において述べ

るようにR2≦△R＞（R〈1）なる条件はR2≦R，▽R≦1と同値である。し

たがってR2≦△R＞（R〈1）なるRは反対称的な推移関係を表現する行列と

なっている。

　〔性質9〕

　R＞R’＞1＝Eのとき，ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61－1≦Rノ＞1

＝＝⇒　R2≦△R＞（R〈1）

　（証明）　rik＝砺＝1とおき窃〈r」i＞物くδ，，＝1となることを示す。°なおS

＝R〈1とする。

　（1）i＝んのとき
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　　　riiニ1，7iii　＝＝　1

　（a）i＝ブのとき

　　　衛くδfゴ＝rii〈δiiニ1

　（b）i≒」のとき

　衛＝1からSij＝1。いまrji＝1とすれば∫，‘＝1，　sl多）＝1。したがってsl夕’－1）

＝　・　sli2（31－1）＋1）＝1となるから晦＝0となる。しかし，これはrjiニ1と矛盾する

のでr」i＝O。よって衛く晦＝1。

　（2）k＝」のとき

　　　7‘ノ＝ηノ＝1

　（a）i＝ブのとき

　　　乃ゴ〈δゴゴ＝η，〈δゴゴ＝1。

　（b）ゴ≒ブのとき

　物＝1からs‘ゴ＝1。いまη‘＝1とすればS」iニ1，sl多）＝1。したがってsl夕’－1）

ニs9（31－1）＋1）ニ1となりr」i＝O。しかし，これは矛盾するのでr」i＝O。よって

rij〈乃‘＝1。

　（3）iiEk，た≒ブのとき

　rik＝7κゴ＝1からSik＝sκゴ＝1となりs9）＝1。

　（a）i＝」のとき

　rikニrki＝1だからSik＝Ski＝1，　sl多）ニ1。したがってsl票i－1）＝sl彦（31－1）＋1）＝1

となりrki＝O。しかし，これはrki＝1と矛盾するので，この場合はありえ

ない。

　（b）i≒ブのとき

　もしrji＝1とすればS」i＝1，　slρ＝1。したがってsl夕’－1）＝s汐（21－1）＋2）ニ1と

なり，η‘ニ0となる。しかし，これはr」i＝1と矛盾するのでろ，＝0。ゆえに

RVR’＞1ニ．Eからri」＝1となり，ん〈万＝1。　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質10〕（11）

　次の条件は同値である。

　（1）R2≦△1～〉（R〈1）
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　（2）　R2≦R，▽R≦1

　（3）　　（R／＼1）2≦R／＼1

　〔性質11〕（11）

　次の条件は同値である。

　（1）▽R≦1

　（2）（1～〈1）2〈1＝0

　（3）　R〈1ニムR

　（4）　R≦Rノ＞1

　〔性質12〕

　　　▽R≦1　〈：＝⇒　　R〈1≦Rノ

　（証明）　▽R≦1e⇒　R〈R’≦1

　　　　　　　　　　ぐ＝⇒　　R〈Rt〈1＝O

　　　　　　　　　　ぐ＝⇒　R〈1≦Rノ　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質13〕

　　R2≦R，▽R≦1　ぐ＝⇒　　（R〈1）2≦△R

　（証明）（1）R2≦R，▽R≦1のとき

　性質10によって（R〈1）2≦R〈1。ところで性質11によって▽R≦1から

R〈1＝△R。したがって（R〈1）2≦△R。

　（2）（R〈1）2≦△Rのとき

　　　（R〈1）2≦△R≦R〈1

性質10によってR2≦R，▽R≦1。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質14〕

　R2≦△1～V（R〈の　く＝⇒　　（R〈1）2≦△R

　（証明）　性質10と性質13による。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質15〕（8）

　R2≦R，▽R≦1＝⇒　すべてのle（々＝1，2，…）に対してRk≦R’＞1

　〔性質16〕

　R2≦R，▽R≦1＝⇒　すべての雇ん＝1，2，…）に対して（R〈1）k≦R’
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　（証明）性質10によって（R〈ア）ゴ≦R〈アであるから（R〈ア）le≦R〈ア。

ところで性質12によって▽R≦1からR〈7≦R’となる。ゆえに（R〈1）k

≦R’。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質17〕（9）

　RVR’＞1ニEのとき

　　〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0　＝＝⇒　R2≦RI

　〔性質18〕（8）

　すべての1（1＝1，2，…）に対して，

　　　Ri＋1〈1＝0　〈：＝⇒　Ri≦Rt

　〔性質19〕

　すべての1（1＝　1，2，…）に対して，

　　（R〈1）’＋1〈1＝0　〈＝⇒　（R〈1）1≦Rt＞1

　（証明）　性質18によって

　（R〈ア）’＋1〈1＝O　e⇒　（R〈1）1≦（R〈1）1＝R’V1　　　　（証明終）

　〔性質20〕

　　（1～〈1）2〈1ニ0〈＝⇒R〈∬≦1～’＞1

　（証明）　性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質21〕（14）

　　（R〈1）3〈1＝0　ぐ＝⇒　（R〈1）2≦Rノ＞1

　（証明）　性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質22〕

　　（R〈1）6〈1＝0〈＝⇒（R〈1）5≦R’＞1

　（証明）　性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質23〕

　次の条件は同値である。

　（1）　〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0

　（2）　R＞R2≦Rt＞1

　（3）　（R＞1）2≦R，＞1



（4）

（5）

（6）

（7）

変更された推移性と連結的関係行列

R＞（R〈1）2≦1～ノ＞1

（R〈1）〉（R〈∫）2≦Rノ＞1

（R〈1）×（R＞1）≦R1＞1

（R＞1）×（R〈1）≦1～ノ＞1

（407）－233一

　（証明）　　　　　　　　性質11によって（R〈ア）2〈1＝0からR≦R’＞1。

次に1～2≦1～’＞1となること，すなわちrik；rk」＝1のとき琢〉δiノ＝1となる

ことを示す。戸ブのときは明らかであるから∫≒ブとする。

　（a）ゴ＝々のとき

　衛＝砺＝1。したがって（R〈1）2〈1＝Oからr」i＝・Oすなわち万＝1。

　（b）k＝ブのとき

　衛＝晦＝1。したがって（R〈1）2〈1＝＝　Oからr」i　＝Oすなわち万＝1。

　（c）∫≒々，々キブのとき

　（R〈1）3〈1＝0だから塩＝・0すなわち万＝1。

　（2）　・＝＝＝〉　（3）　RVR2≦R’＞1から

　　∫＞R＞R2≦R／V1＞1＝Rノ＞1

　　　（R＞1）2≦R’＞1

　（3）・＝⇒　（4）

　R＞（R〈1）2≦R＞R2≦IVR＞R2＝（R＞1）2≦Rt＞1

　（4）＝⇒（5）明らかである。

　（5）＝⇒　（1）性質20および性質21によって

　　R〈1≦1～’＞1から（R〈1）2〈1＝0

　　（R〈1）2≦R1＞1から（R〈1）3〈1＝0

よって〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0。

　（5）　＝＝＝：：〉　　（6）　　（R／＼1）〉（R／＼1）2

　　　　　　　　　＝（R〈1）X〔1＞（R〈1）〕

　　　　　　　　　＝（R〈1）×（IVR）

　　　　　　　　　＝（R〈1）×（RVI）

よって（R〈1）×（R＞1）≦Rt＞1。1
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　（6）　⇒　　（7）　　（R〈1）×（RVI）

　　　　　　　　＝（R〈1）V（R〈1）2

　　　　　　　　＝〔1＞（R〈1）〕x（R〈1）

　　　　　　　　＝（1＞R）×（R〈1）

　　　　　　　　＝（R＞1）×（R〈1）

よって（R＞1）×（R〈1）≦1～’＞1。

　（7）　＝＝＝＝♪　　（5）　　（1～VI）×（1～〈1）

　　　　　　　　ニ〔1＞（R〈1）〕×（R〈1）

　　　　　　　　＝（R〈1）〉（R〈1）2

よって（R〈1）〉（R〈1）2≦R’＞1。

　〔性質24〕

R＞Rt＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（lo）

（11）

（12）

（13）

（14

（15）

（16）

R2≦△R＞（R〈1）

R2≦R，▽R≦1

（R〈1）5≦R’＞1　　　「

ある1（1・＝1，2，…）に対して（R〈1）61－1≦R’＞1

すべてのk（k＝1，2，…）に対して（R〈1）k≦R’

（R〈1）5≦Rt

ある1（1＝1，2，…）に対して（R〈1）61－1≦R’

すべての々（k＝1，2，…）に対してRkV1≦1～ノV1

1～5＞1≦R’＞1

ある1（t＝1，2，…）に対してR61　1＞1≦R’＞1

すべてのk（k＝＝1，2，…）に対して（R〈1）kA1＝0

［（R〈1）2＞（R〈1）3］〈1ニO

R＞1～2≦R「＞1

（1～＞1）2≦1～’＞1

R＞（R〈1）2≦RtVI

（R〈1）〉（R〈1）2≦R’＞1

（証明終）



（1の

（18）

（19）

②①

変更された推移性と連結的関係行列

　（証明）

（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

1）5≦RS≦1～ノ＞1。

（3）＝＝⇒　（4）明らかである。

（4）＝⇒　（1）性質9による。

（2）＝⇒　（5）性質16による。

（5）＝＝⇒　（6）明らかである。

（6）＝⇒（7）明らかである。

（7）＝⇒（4）明らかである。

（2）＝⇒　（8）性質15によってRk≦R’＞1となるから

　　　Rk＞1≦R’＞1＞1＝R「Vl

（8）＝＝⇒　（9）明らかである。

（9）＝＝⇒（1①明らかである。

（1①　　＝＝＝⇒　　（4）　　（R〈1）6’－1≦酒～6t－1≦1～6’－1＞1≦R’＞1

（2）＝⇒

（R〈1）×（R＞1）≦R’VI

（R＞1）×（R〈1）≦R’V1

（1～〈1）2≦△1～

（R〈1）6〈1＝0

　　（1）⇔⇒　（2）性質10による。

（409）－235一

（3）性質15によってR5≦R’＞1。（R〈1）5≦RSだから（R〈

　　　　　　⑪　性質10によって（R〈1）2≦R〈1となり，また（R〈ア）

〈1ニ0であるから，任意のk（k＝1，2，…）に対して（R〈1）kA1＝O。

　（11）＝⇒　⑫　明らかである。

　⑫＝⇒　（2）性質17によってR2≦1～。また性質11によって

　　（R〈1）2〈1＝0から▽R≦lo

　（IZc⇒　（13）〈＝⇒　（14　〈＝⇒　（15）ぐ＝⇒　（16）e⇒　（1の　⇔⇒　（18）性

質23による。

　（2）＝⇒　㈲　性質13による。

　⑲＝⇒㈲（R〈1）2≦△R≦R〈1となり，また（R〈ア）〈1＝0で

あるから（R〈1）6〈1＝0。　　　　　　　　　　コ
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　（2①＝＝⇒働　（R〈ア）6〈1＝0によって（R〈1）2〈1＝0，また（R〈1）3

〈1ニ0。ゆえに

　　［（R〈ア）2V（R〈ア）3］〈1＝0　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なおR＞Rノ＞1＝Eの条件のもとで1～2≦△RV（R〈1）すなわちR2≦R，

▽R≦1と同値になる条件として次の性質も知られている。

　〔性質25〕（11）（12）

　RVR’VI＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，▽R≦1

　（2）　（R〈1）n＝0

　（3）　（R〈1）3〈1＝0，▽R≦1

　（4）　　（△R）3〈1＝0，　▽R≦1

　（5）　　（R）2≦1～，　▽R≦1

　（6）すべての々（k＝1，2，…）に対してRk≦R’＞1

　（7）ある1（1＝0，1，2，…）に対してR61＋5≦R’＞1

　（8）R5≦R’＞1

3．4R2≦△Rとなる条件

　本節ではR2≦△RとなるRの性質，すなわちR2≦△Rとなるための条

件および連結性のもとでR2≦△Rと同値になる条件について調べている。

以下で明らかになるようにR2≦△Rなる条件は一般にR2≦R，　R〈1＝・　Oと

同値である。したがってR2≦△RなるRは非反射的な推移関係を表現する

行列となる。この非反射的な推移関係については興味ある数多くの性質がす

でに知られているが（6）（7），ここでは，とくに連結性のもとで非反射的推移関

係となるための種々の必要十分条件を明らかにしている。

　〔性質26〕

　　R2≦R，　R〈1＝0ぐ＝⇒R2≦△R

　（証明）（1）R2≦R，　R〈1＝0のとき

　瑠2）＝1とすれば窃二1。もしη，＝1とすればrii＝1となってR〈1ニ0と
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矛盾するので物＝0。よって晦〈塩＝1，すなわちR2≦△R。

　（2）R2≦△Rのとき

　R2≦△R≦R，いまrii　：1とすれば嬬2＞＝1となるが，△Rの対角要素は

0なのでR2≦△Rと矛盾する。よってrii＝O，すなわちR〈1＝0。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質27〕（7）（8）

　次の条件は同値である。

　（1）▽R＝O

　（2）△R＝R

　（3）1～2〈1ニ0

　（4）R≦Rt

　〔性質28〕

　R＞R’＞1＝Eのとき

　　R2≦R，　R〈1＝0〈＝⇒（△R）3〈1＝　O，▽R＝0

　（証明）（1）1～2≦R，1～〈1＝0のとき

　R〈R1＝0となるから▽R＝0となり，性質27によって△R＝R。また

R3〈1≦R〈1ニ0であるから（△R）3〈1＝0。

　（2）（△R）3〈1＝O，▽R＝0のとき

　▽R＝0のとき明らかにR〈1＝0であり，また性質27によって△R＝R。

したがってR3〈1＝0。ここでηF場＝1とおき場＝1となることを示す。

まず▽R＝0によってi≒ブである。いまη戸0とすればR＞Rノ＞1＝Eに

よって砺＝1となり，これから7ゴ？）＝1となってR3〈1＝0と矛盾するので

衛＝1となる。したがってR2≦Rとなる。　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質29〕（12）

　　　R3〈1＝0〈＝⇒R2≦Rノ

　（証明）　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質30〕

　　　R6〈1＝Oe⇒RS≦R’
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　（証明）　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質31〕

　　（△R）3〈1＝0，▽1～＝Oc＝⇒R＞R2≦Rt

　（証明）（1）（△R）3〈1ニ0，▽R＝0のとき

　▽Rニ0から性質27によって△1～ニR。したがって（△R）3〈1＝OからR3

〈1＝＝　O，すなわち性質29によってR2≦R’。また▽R＝0からR〈R’＝Oで

あるからR≦Rt。こうしてR＞R2≦R’。

　（2）R＞R2≦Rtのとき

　R≦．RtによってR〈R’＝0すなわち▽R＝O。したがって性質27によって

△R＝R。また性質29によってR2≦R1からR3〈1＝0。よって（△R）3〈1＝

0。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質32〕

　R＞1～ノ＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）1～2≦△R

　（2）R2≦R，　R〈1＝0

　（3）　（△R）3〈1＝O，▽R＝0

　（4）　R＞1～2≦∬～t

　（証明）　性質26，性質28，性質31による。　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，R2≦RのもとでR〈1＝0と同値になる条件が文献（7）に示されて

いる’
。

　〔性質33〕

　R＞1～’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦△R

　（2）R2≦R，　R〈1＝0

　（3）　（△R）3〈1ニ0，▽R＝0

　④　R＞R2≦Rt

　（5）　　R×（1～＞1）≦1～ノ

　（6）　　（RVI）×R≦Rt
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（7）　　1＞R＞1～2≦Rf

（8）　（R＞1）2≦Rノ

（9）すべてのk（k＝1，2，…）に対してRleVI≦1～ノ

（10）R5＞1≦Rノ

（11）ある1（1＝1，2，…）に対してR6t－1＞1≦Rノ

（12）すべての臥々＝1，2，…）に対してRkA1＝O

（証明）　（1）e⇒（2）性質32による。

（2）C⇒（3）性質32による。

（3）e⇒（4）性質32による。

（413）－239一

　（4）＝＝〉（5）R＞R2　・R×（1＞R）＝R×（R＞1）。よってR×（R＞1）≦7。

　（5）＝⇒（6）R×（R＞1）＝R2＞R＝（R＞1）XR。よって（R＞1）×R≦Rノ。

　（6）・＝⇒（7）R＞R2≦R’によって1＞R＞R2≦1＞Rノ。ところでR≦π

だからR〈1＝0。したがって1≦Rtとなり，1＞R＞R2≦Rノ。

　（7）　＝：＝：⇒　（8）　　1＞R＞1～＞1～2≦1～，

よって（1＞R）2≦Rノ。

　（8）：＝＝⇒　（4）　R＞R2≦（R＞1）2≦Rノ

　（2）・＝⇒（9）R2≦R，　R〈1＝0のときR〈Rt＝0であるからR≦戸。し

たがってR＞1≦R’＞1＝R’となり，またR2≦RによってRk≦Rであるか

らRk＞1≦Rノ。

　（9）＝⇒（1①　明らかである。

　（10）＝⇒（11）明らかである。

　（11）＝⇒（2）性質24（1①（2）によってR2≦R。また1≦R’であるからR〈1

＝0。

　（2）＝＝⇒（12）　Rk〈1≦R〈1ニ0

　⑫・＝⇒（3）性質27によって，R2〈1＝0から▽R＝0，△R＝R。また

R3〈1＝0から（△R）3〈1ニ0。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　R＞Rt＞1＝・　Eなる条件のもとでR2≦△RすなわちR2≦R，　R〈1＝0と

同値になる条件に関しては次の性質も知られている。
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　〔性質34〕（7）（12）

R＞R’＞1ニEのとき次の条件は同値である。

（1）R2≦R，　R〈1＝0

（2）R2≦R，▽R＝0

（3）Rn＝0

　（4）　R3／＼1＝0，　▽酒～＝0

　（5）　　（R）2≦R，　▽1～＝0

（6）すべての雇ん＝1，2，…）に対してRk≦Rノ

　（7）あるt（1＝0，1，2，…）に対してR61＋5≦R’

　（8）RS≦R’

　（9）　　（1～2＞1～3）／＼1＝＝0

　（10）R6〈1＝0

　なお上の性質34の（8）⑳に関しては，すでに性質30において示したように，

一般に

　　　RS≦1～’c＝⇒R6〈1＝O

が成立する。

4．まとめ

　関係における通常の推移性を少し一般化した条件と，その一般化した条件

の特別な場合について考察し，主に連結性のもとでそれらの条件と同値にな

る多数の条件を明らかにした。とくに特別な場合として反対称的推移関係と

非反射的推移関係について考察し，与えられた関係がこれらの関係となるた

めの多数の必要十分条件を示した。この二つの関係は応用上しばしば現われ

るものであるが，これまで知られている性質に加えて，多くの興味ある同値

条件を与えることができた。本論文で示したこれらの条件の一部は，これま

でほとんど注目されていない条件とおもわれ，応用によっては有用であろう
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と考えられる。

　本論文と同様の考察は，関係の強い連結性すなわち反射的な連結性のもと

でも可能であり，興味ある類似の性質が多数成立するものと予想される。こ

の反射的な連結的関係も関係の理論および多くの応用において重要な関係で

あり，すでに基本的な性質はよく知られているが，これらについて，さらに

考察し，これまで知られていない性質を明らかにすることは次の課題である。
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