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推移関係行列に関するいくつかの十分条件

橋　本 寛

1．はじめに

　プール行列は二項関係や有向グラフ（2）を表現する行列であって，古くから

多くの分野で応用されている（7n°）。本論文では与えられたプール行列が推移

的関係行列となるための十分条件について考察をおこなっている。以下では，

まず与えられたプール行列が推移的となるためのある一つの比較的一般的な

条件を示し，次にこの条件の特別な場合として多数の推移関係に関する性質

を導いている。

　推移関係は応用上重要な二項関係であり｛5），これまでにも推移関係に関す

る多くの研究がおこなわれているが，本論文で示す推移関係の性質はトーナ

メント（8）（非対称的な連結的関係）と密接な関連をもっている。すなわち，

ここで示す性質の一部はトーナメントに関する性質の一般化と考えることが

でき，それらの性質の特別な場合としてトーナメントに関するよく知られた

性質を導くことができる。また連結性や推移性は選好関係（lx3）においても重

要な性質であり，ここで示す結果は選好関係の議論においても有用であろう

と考えられる。

2．演算および記法の定義

本論文において取り扱うプール行列はO，1の要素をもつn次行列であ



一
102－一（426） 第35巻　第5・6号

る。まず0，1の値をとるx，yに対して，　x＞y＝max（x，　y），　x〈y

ニmin（x，　y），　Zii＝1－xと定める。次にn次プール行列R・＝〔r、」〕，　S＝

〔s、j〕に対して，次のように行列演算を定める。

　　RVS＝〔γ、、＞8、ゴ〕，

　　R〈s＝〔γij〈8‘ゴ〕，

　　R×S＝〔（r、、〈81、）〉（ri，〈8、，）〉……〉（r、n〈8n・）〕，

　　Rκ＋1＝Rκ〉くR　　（k＝1，　2，　…　），　Ri＝R，

　　R＝〔Tiゴ〕，

　　R’＝〔rji〕，

　　△R＝R〈R’，

　　▽R＝R〈R’，

　　R≦Sぐ＝＞ri、≦8、、（i，ブ＝1，2…，　n）。

　なお，以下において単位行列を∬＝〔δij〕（δijはクロネッカーのデルタ），

零行列を0，全要素が1の行列をEで示す。また，一般にR’Cの（i，ノ）要

素を瑠で示す。ところで，R2≦Rなるプール行列Rは推移的関係を表現

する行列であり，1≦Rなる行列Rで表現される関係は反射的，またR〈

1＝0なる行列Rで表現される関係は非反射的といわれる。さらに，R＞

R’＞1＝Eなるプール行列Rで表現される関係は連結的といわれ，RV

Rノ＝Eであれば反射的でかつ連結的となる。

3．推移性に関する性質

　ここでは，まず3．1において本論文の中心となる一つの基本的な性質を

示し，次に以下の議論の展開で必要ないくつかの性質を示している。また3

．2においては，3．1で得られた推移性に関する基本的な結果をもとにして，

これから多数の推移性に関する十分条件を導いている。
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3．1　基本的性質

　まず，本論文の主要な結果である一つの性質を示し，次に一般化された反

対称性に関する性質を示している。その推移性に関する基本的な結果の中に

は反対称性の条件が含まれており，この反対称性に関する性質は以下の議論

において有用である。

　〔性質1〕　（△R）2≦R＞R’＞1のとき

　　▽R≦1，（△R）3〈1＝0＝⇒R2≦△R＞（R〈1）

　（証明）　riiC〈riCj＝1とおき，（Tij〈rji）〉（riゴ〈δij）＝1となること

を示す。

　（1）i＝ノのとき

　riiC〈riCi＝1。このとき▽R≦1からδ＝ん。

よってrii＝TiiC　＝：1。ゆえにrij〈δi」＝rii〈δii＝・1。

　（2）♂キノのとき

　（a）t＝kのとき

　rw＝7κ，＝1。このとき▽R≦1からrji　＝＝　O。

ゆえにriゴ〈7・ガ＝1。

　（b）k＝ノのとき

　r、j＝TiiC＝1。このとき▽R≦1からrji＝0。

ゆえにTij〈rゴi＝1。

　（c）δキh，k・tjのとき

　このときriCi・＝0，　rj，、　・＝　O。もしrゴi＝1とすれば，　r、j＝0だから

　（γ‘κ〈TiCi）〈（riC」〈γノκ）〈（rji〈γごブ）＝1

となって（△R）3〈1＝0と矛盾する。よってrji＝0。したがって（△R）2≦

R＞R’＞1からrij＝1。

ゆえにrij〈rゴi＝1。

　〔性質2〕　P，Qをn次プール行列とする。

　（1）　R〈P’≦S＞Q’く＝⇒〔（R〈S）×（P〈Q）〕〈1＝0

（2）　R〈P’≦Sぐ＝⇒〔（R〈S）×（P〈Sり〕〈1＝0

（証明終）
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（3）　R〈P’≦S＞S’c＝⇒〔（R〈S）×（P〈S）〕〈1＝0

（4）S’＝Sのとき

　　R〈P’≦Sぐ＝⇒〔（R〈S）×（P〈S）〕〈1＝0

（5）　　▽R≦S＞　Sノ　く＝＝＝》　（R／＼　S）2／＼1＝0

（6）D≦1のとき

　　R〈Pノ≦D〈＝⇒〔（R〈D）×（P〈D）〕〈1＝0

（7）S’＝Sのとき

　　▽R≦S仁⇒（R〈S）2〈1＝0

（8）　R〈P’≦1く＝⇒〔（R〈∬）×（P〈1）〕〈1・＝0

（9）D≦1のとき

　　▽R≦D〈＝⇒（R〈D）2〈1＝0

（10）▽R≦1ぐ＝⇒（R〈1）2〈1＝0

（11）▽R＝0〈＝⇒R2〈∬；O

　（証明）　（1）P＝〔Pij〕，　Q＝〔qij〕，　T＝〔置‘ノ〕＝（R〈S）×（P〈Q）とお

く。

　　　　　n　　　　　　　＿　　孟‘ノ＝〉（riiC〈8‘κ〈Pκ」〈σκノ）

　　　　　ic＝1

（a）R〈Pノ≦S＞Q’のとき

　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
＿　　tii＝〉（TiiC〈8‘κ〈Pκ‘〈qhi）

　　　　κ＝1

R〈P’≦S＞Q’によってriiC〈8iiC〈pκ‘〈qκi　＝O。したがってtii＝0。

（b）〔（R〈S）×（P〈Q）〕〈∬＝0のとき

　　　　　n　　　　　　　　＿　　　　　　　　　＿
　　tii＝〉（TiiC〈8、。〈Phi〈q・iCt）ニ0
　　　　　κ二1

　　　γth〈8‘κ〈PiCi〈（1iCi＝0

したがって

　　　　R〈Pノ≦S＞Qノ

（2）一⑳　省略　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　〔性質3〕　（△R）2≦R＞R’＞1のとき

　　〔（R〈1）2＞（△R）3〕〈1；0＝⇒R2≦△R＞（R〈∬）

　（証明）　性質2⑳によって

　　　（R〈1）2〈1＝0〈＝⇒▽R≦1

したがって性質1から

　　　R2≦△R＞（R〈1）

　〔性質4〕　（R〈1）2〈1＝0〈＝⇒R〈1＝△R

　（証明）　（1）（R〈∬）2〈1＝0のとき

　　（R〈1）〈（R〈1）’＝O

　　　R〈1〈R’〈1＝O

　　　　R〈Rt〈1＝O

　　　　　R〈1≦R’

　　　　R〈R〈1≦R〈Rt

　　　　　R〈1≦R〈R’≦R〈1
よって

　　R〈∬：＝R〈R’＝△R

　（2）R〈1＝△Rのとき

　　　R〈1＝R〈R’≦R’

　　　　R〈R’〈1＝O

　　　R〈∬〈R’〈1＝0

　　　（R〈1）〈（R〈1）’＝0

　　　　（R〈1）2〈1　＝＝0

　なお，すでに性質2働で示しているように

　　（R〈1）2〈1＝0〈＝⇒▽R≦1

が成立する。

　〔性質5〕　（△R）2≦R＞R’＞1のとき

　〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0＝⇒R2≦△R＞（R〈1）

　（証明）　性質3と性質4による。

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　〔性質6〕　（△R）2≦R＞R’＞1のとき

　▽R≦1，（△R）3〈∬＝0⇒R2≦R

　（証明）　△RV（R〈1）≦Rだから，性質1によってR2≦R。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質7〕　（△R）2≦R＞R’＞1のとき

　　▽R＝0，（△R）3〈∬＝0＝⇒R2≦R

　（証明）　性質6による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，よく知られているように，▽R＝0のとき△R＝Rとなる。

　〔性質8〕　（△R）2≦R＞R’＞1のとき

　〔（R〈1）2＞（△R）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　（証明）　性質2⑩によって

　　（R〈∬）2〈∬＝0ぐ＝⇒▽R≦1

であるから，性質6によってR2≦R。　　　　　　　　　　　（証明終）

3．2基本的性質から導かれる性質

　すでに示した性質8から，その特別な場合としてきわめて多数の性質が導

かれ，それらの中にはこれまでよく知られているトーナメントに関する性質

なども含まれている。その導出の手順は次のとおりである。性質8における

条件（△R）2≦RVR’〉∬に関して，△R≦PなるPおよびQ≦R＞R’

＞1なるQを考えて，P2≦Qで（△R）2≦RVR’＞1を置き換える。Pと

しては，R〈1，　R’〈1，　R，　R＞R’などがあり，またQとしてはR＞R’，

R’VIなどがある。したがって，これらの組合せによりきわめて多数の性

質が得られることになる。これらの性質のうち，自明なものや容易に他の場

合に帰着されるもの，また条件の中に矛盾が生じるものなどを除き，主要な

性質を以下に列挙する。

　〔性質9〕　（△R）2≦RVR’＞1のとき

　（1）（a）〔（R〈1）2V（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）（R〈∬）6〈∬：0＝⇒R2≦R
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　　（c）（R〈1）n＝・O＝⇒R2≦R

　（2）（a）（R2VR3）〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）R6〈∬＝0＝⇒R2≦R

　　（c）Rn＝0＝＞R2≦R

　上の性質9（2）（a）の中の（R2＞R3）〈1＝0はR2〈1・＝O，　R3〈1＝0

と同値であるが，性質2（11）で示したように，R2〈∬＝0は▽R＝0と同

値であるので，R2〈1　・＝0を▽R＝0で置き換えることができる。なお，

▽R＝0なる行列Rは非対称（asymmetric）といわれ，また▽R＝0と同

値ないくつかの条件については文献6）においても示されている。

　〔性質10〕　（△R）2≦RVR’のとき

（1）（・）〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（b）　（R／＼1）6／＼∬＝0　＝：＝〉　、R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝O＝⇒R2≦R

　（2）（a）（R2VR3）〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）R6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）Rn＝0＝⇒R2≦R

　〔性質11〕　（R〈1）2≦R＞R’＞1のとき

　　（・）〔（R〈1）2V（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）（R〈1）6〈1＝0⇒R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝0⇒R2≦R

　〔性質12〕　（R〈∬）2≦R＞R’＞1のとき

　（1）（・）〔（R〈1）2V（R〈∬）3〕〈1＝O＝⇒R2≦R

　　　（b）（R〈∬）6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　　（c）（R〈1）n＝0⇒R2≦R

　（2）（・）（R2＞R3）〈∬＝0⇒R2≦R

　　　（b）R6〈∬＝0＝⇒R2≦R

　　　（c）Rn＝0＝⇒R2≦R

　〔性質13〕　（R〈1）2≦RVR’のとき
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（1）（・）〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝・O⇒R2≦R

　　（b）　（R／＼1）6／＼1＝＝0　＝＝：：＞　R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝・0＝⇒R2≦R

（2）（a）（R2VR3）〈1＝0⇒．R2≦R

　　（b）R6〈1＝0＝＞R2≦R

　　（c）Rη＝0＝⇒R2≦R

〔性質14〕　〔（R＞R’）〈1〕2≦R＞R’＞1のとき

　　（a）〔（R〈1）2V（R〈1）3〕〈∬＝0⇒R2≦R

　　（b）（．R〈∬）6〈∬＝0＝⇒R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝0＝⇒R2≦R

〔性質15〕　〔（R＞R’）〈∬〕2≦R＞R’＞1のとき

（1）（・）〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）（R〈1）6〈∬ニ0⇒R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝0＝⇒R2≦R

（2）（a）（R2＞R3）〈1＝0⇒R2≦R

　（b）R6〈1＝0＝⇒R2≦R

　（c）Rn＝0＝＞R2≦R

〔性質16〕　R2≦R＞R’〉∬のとき

（1）（・）〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）（R〈∬）6〈1＝0＝＝⇒R2≦R

　（c）（R〈1）n＝0＝⇒R2≦R

（2）（・）（R2VR3）〈1＝0⇒R2≦R

　（b）　　R6／＼1＝　0　：＝：⇒　R2≦R

　（c）Rn＝〇二⇒R2≦R

〔性質17〕　（R）2≦R＞R’＞1のとき

（1）（a）〔（R〈1）2V（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　（b）（R〈1）6〈1　・＝0＝⇒R2≦R

　（c）（R〈1）n＝O＝⇒R2≦R
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　（2）（a）（R2VR3）〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（b）R6〈1・＝0＝⇒R2≦R

　　（c）R”＝0＝⇒R2≦R

　〔性質18〕　（R）2≦R＞R’のとき

　　（・）〔（R〈∬）2＞（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）（R〈1）6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝0＝⇒R2≦R

　上の性質18（a）に関して，（R〈1）2〈1＝0が必要な例，すなわち（R）2≦

RVR’かつ（R〈1）3〈1＝0であってもR2≦Rとならない例としては次

の行列がある。

R一

　この行列Rに対して（R）2，R＞R’，（R〈1）3を計算してみると次のよう

になる。

n－＝

「｝

（lii）・

　・・　［　1

（RA・）・一

「1

（R　A　7）・　－1

0

0

0

0

0

0

1

0

1

0

1

0

i］一一隠レ〈7一

i権

；1［；

i］×［；

0

0

0

1

0

1

1

0

1

！Hl

；1－［；

0

0

0

0

1

0

1

0

1

ll；1

1］

ij

；1－R〈7
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R2一
照／li捌一［lll］

こうして（R）2≦R＞R’，（R〈1）3〈1＝0となるが，R2≦Rとはなっ

ていない。

また（R〈1）3〈1＝0が必要な例としては次の行列がある。

R－

1

1

0

0

0

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

1」

これに対して（R）2，RVR’，（R〈1）2を計算してみると次のようになる。

R－

1；

（R）・　一

［；

ll

R2－

「1

ていない。

　〔性質19〕

1

：

i］×［；

；／「｝

ll「｝

i　RVRt－「

0

0

1

1

0

0

1

1

0

ii

l1－「｝

；1－「；

lH；

卦

i；

｝i

ll

R〈i一

］

］

］

こうして（R）2≦R＞R’，（R〈∬）2〈1＝0となるが，R2≦Rとはなっ

（R＞R’）2≦RVR’＞1のとき

（1）（a）〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0＝＞R2≦R

　　（b）（R〈1）6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）（R〈1）n＝0＝⇒R2≦R
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（2）（・）（R2VR3）〈1ニ0⇒R2≦R

　　（b）R6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）Rπ＝0＝⇒R2≦R

　〔性質20〕　（RVR’＞1）2≦RVR’V∬のとき

（1）（・）〔（R〈∫）2＞（R〈1）3〕〈1＝0⇒R2≦R

　　（b）（R〈1）6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）（R〈∬）n＝0＝⇒R2≦R

（2）（a＞（R2VR3）〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（b）R6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）Rn＝0＝⇒R2≦R

　上記の性質20における条件（R＞R’＞1）2≦RVR／VIは1≦R＞R’

＞1であるから（RVR’〉∬）2＝R＞R’〉∬で置き換えてもよい。

　〔性質21〕　R＞R’VI＝Eのとき

（1）（・）〔（R〈1）2＞（R〈1）3〕〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（b）　（Rノ＼1）6／＼1＝0　＝：＝⇒・　R2≦、R

　　（c）（R〈1）n＝0＝＝＞R2≦R

（2）（a）（R2VR3）〈∬＝0＝＞R2≦R

　　（b）R6〈1＝0＝⇒R2≦R

　　（c）Rn＝0＝⇒R2≦R
　上記の（2Xa）および（2Xc）はトーナメントの性質としてすでによく知られてい

るものであ岩x8＞。またRVR’＞1＝EのもとでR”＝0と同値な条件につ

いては文献6）で述べられている。

4．むすび

　本論文においては，推移性に関するある一般的な性質を示し，それの特別

な場合として多数の性質を導いた。その導いた性質のうち主要なものについ
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ては示しているが，すでに述べたように，自明なものや容易に他の場合に帰

着されるものなどは除いており，またその性質を満たすプール行列がきわめ

て特殊なものに限定されるものについても除外している。特殊なプール行列

に限定されるもののうち興味深いプール行列，例えばvacuously　transitive

関係行列（4×9）などに関する性質については別の機会に考察をおこなう予定で

ある。

　この研究はトーナメントを表現するプール行列の研究に端を発したもので

あり，ここで与えた性質の一部はトーナメントに関する性質の一般化となっ

ている。トーナメントを表現するプール行列については，これまでにも多く

の研究があり，興味ある性質が知られているが，トーナメントについてはさ

らに考察する余地が残されているように感じられる。またトーナメントの議

論において欠くことのできないべき零のプール行列はプール行列の理論の中

で重要な位置を占めており，これについてさらに考察をおこなうことも今後

の課題である。
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