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　　　　推移性に関する二つの

特殊な自己反双対的関係の十分条件

橋　本 寛

Abstract

　We　consider　two　special　binary　relations　which　have　analogous　properties　to

semitrans玉tive　relations　alld　Ferrers　relations。　They　have　properties　related　to　transitivity

and　are　self　anti－dual　relations．　By　using　Boolean　matrices　we　obtain　their　fUndamental

properties．

1．はじめに

　ある2つの特殊な2項関係について考察をおこない，その推移性を中心に，

基本的性質および関連する性質を明らかにしている。この2つの特殊な関係

は応用上重要なsemitransitive関係やFerrers関係［1，4，7，10］と類似の性質を

もち，また一種の自己反双対性［5］を有している。本論文では，関係を0，1

の要素をもつプール行列によって表現し，関係の性質もプール行列の性質と

して表現し，議論している。

2．定義

　0，1の要素からなるη次プール行列をR＝レ，］，3＝［5，］，7一圖などで

表す。プール行列に関する記法や演算は文献［2］によるものとするが，主要

なものは次のとおりである。

　　　▽R＝R〈R’

　　　R×8＝［（r、1〈3η）〉（若，〈8勾）〉…〉（塩〈3。）］

　　　R◇3－［（乃1＞8レ）〈（r12＞勘）〈…〈（乃。＞8。）］

また，要素がすべて1の行列をEで示す。
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3．結果

　本論文の目的はR’×R≦R×R’となるR，およびR×R’≦R’×RとなるR，

また両方の特別な場合としてR’×R＝R×R’となるRの性質を調べることで

ある。まず，これらのRの基本的性質及び関連する性質を明らかにし，こ

れらがsemitransitive関係を表現するR，すなわちR2≦R◇RとなるRや，

Ferrers関係を表現するR，すなわちR×R’×R≦RとなるRと類似の性質を

もつことを示す。次に，このようなRに関する十分条件について考察をお

こない，いくつかの関連する性質を与える。

［↑生質1］　［3］　（1）　R＞〈7≦」R，　7’ノ＼1≦5「　⇒　　1～〉＜、∫≦R

　　　　　　　（2）　7＞〈1～≦1～，　7’／＼∫≦3　　⇒　　3＞〈1～≦1～

［’1生質2］　［9］　　　R＞く5’≦7　⇔　 R≦7〈＞5厚⇔5「≦R’◇τ

　次の性質は自明であるが，以下の性質の証明において使用する。

［性質3］（1）R≦3⇔R’≦3’　　　　　　　（3）R＝3⇔R’＝∫’

　　　　　（2）　1～≦3　⇔　7～≧否　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R＝3　⇔　R＝5「

［企生質4］　（1）R2≦」R，　R’／＼Z≦1～〉〈」R’⇒1～’×1～≦R＞〈1～’

　　　　　（2）　1～2≦R，　1～’／＼∫≦≡R’〉〈1～　⇒　R＞く1～’≦1～’×R

（証明）（1）性質1（1）において，7＝R，3＝R×R’とおけば，R×3≦Rから

R×（R◇R’）≦Rとなり，これから性質2を用いてR◇R’≦R◇Rが得られる。

したがってR×R’≧R’×RすなわちR’×R≦R×R’となる。

　（2）性質1（2）において，7＝R，5＝R’×Rとおけば，3×R≦Rから（R’◇

π）×π≦πとなり，これからR’◇R≦R◇R’が得られる。したがってR’×R≧

R×πすなわちR×π≦π×Rとなる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意1］一般には，R’〈1≦R×1～’⇒R’×R≦R×R’，

　　　　　　　　　　R’〈∫≦R7×1～⇒R×R’≦1～’×R

は成立しない。
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…R－

となり，R’〈ノ≦R×R’であるがR’×R≦R×R’とはならない。またR’〈1≦R’

×RであるがR×R’≦R’×Rとはなっていない。

［注意2］一般には，R’×R≦R×R’⇒R×R’≦R’×Rとはならない。

いまR＝

．R’×R＝

011000
000001
000001
111001
011001
100000

111010
011001
011001
111111
111111
100001

とおけば，R’＝

　　011000

　　000001

　　000001
×

　　111001

　　011001

　　100000

111010
011001
011001
111111
111111
100001

011001
100001
100001
111001
111001
111000
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　　　　011000　　　111010
　　　　000001　　　011001
　　　　　　　　　　　　011001　　　　000001
　　　　　　　　　　×R×R’＝
　　　　　　　　　　　　111111　　　　　111001

　　　　011001　　　111111
　　　　　100000　　　100001

011001
100001
100001
111011
111001
111010

となり，R’×R≦R×R’であるが，　R×R’≦R’×Rとはならない。

［注意3］一般には，R×R’≦R’×R⇒R’×R≦R×RFとはならない。

　　　　　000101

　　　　　100110

　　　　　100110
いまR＝
　　　　　000000

　　　　　000000

　　　　　011110

とおけば，R’

　　　　000101　　　100111
　　　　　100110　　　111110

　　＿　　　100110　　　111110
　　　　　　　　　　×R×R’＝
　　　　　　　　　　　　000110　　　　000000
　　　　000000　　　100110
　　　　011110　　　011111

　　　　　100111　　　000101

　　　　　111110　　　100110

　　　　　　　　　　　　100110　　　　　111110
　　　　　　　　　　×R’XR＝
　　　　000110　　　　　　　　　　　　000000

　　　　　100110　　　000000

　　　　011111　　　011110

100111
111110
111110
000110
100110
011111

011111
100111
100111
000000
000000
111110

011111
100111
100111
000000
000101
111110

となり，R×R’≦R’×Rであるが，　R’×R≦R×R’とはならない。

　なお，ここでのRは注意2のRを転置したものとなっている。

R’×RおよびR×R’に関しては次の性質がよく知られている。すなわちR’

×RおよびR×R’の対角要素はすべて0となる。
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［全生質5］　［3］　（1）　（R’〉〈R）／＼1＝0

　　　　　　　　（2＞　（R＞＜R’）／＼1・＝0

［↑生質6］　［3］　（1）　（R’〉く、R）／＼∫＝0

　　　　　　　　（2）　（1～×R’）〈1＝0

［性質7］［3］（1）R’◇R≧1

　　　　　　　　（2）R◇1～’≧1

［性質8］（1）R＝0のとき

　　　　　　（2）R＝Eのとき

　　　　　　（3）R＝1のとき

　　　　　　（4）R＝1のとき

（証明）（1）一（2）　明らかである。

　（3）　R’〉〈ノ～＝1～〉〈1～’＝1～’ニ1

　（4）　R’〉＜R＝R＞〈R’＝Rニノ

［性質9］次の条件は同値である。

（1＞R2≦R，1≦R

（2）R’×R＝R×R’＝R’

（証明）

×Rが得られる。

　（2）　⇒　　（3），　（2）　⇒　　（4）

　（3）⇒（1）

（3）　R’〉＜R≦1

（4）　R＞〈1～’≦1

（3）　1ヒ’〉＜R≦1

（4）　R＞〈」R’≦1

（3）　R1◇1～≧1

（4）　R◇R’≧1

R’×1～＝R×R’＝O

R「×R＝R×R’ニO

R’×1～＝R×R』1

R’×R＝R×R’＝1

（3）　R’×R＝R’

（4）　R＞く」R’＝、R’

（証明終）

　　　　（1）⇒（2）R2≦RすなわちR×R≦RからR≦R◇R’となり，　R’×R

≦R’となる。これからR’×R≦R’＝1×R’≦R×R’が得られる。またR×R≦R

からR≦R◇Rとなり，R×R’≦R’となる。これからR×R’≦R’＝R’×∫≦R’

　　　　　　　　　したがってR’×R＝R7＝R×R’となる。

　　　　　　　　　　　　　　　明らかである。

　　　　　　　　R’×R＝R’からR’×R≦R’であるので，R≦R◇R’となり，　R2

≦Rが得られる。また（R’×、R）〈∫＝0からR’〈1ニ0であるので，1≦Rと

なる。

　（4）⇒（1）R×R’＝R’からR×R’≦R’であるので，R≦R◇Rとなり，　R2

≦Rが得られる。また（R×R’）〈1＝0からR’〈1＝0であるので，1≦Rと

なる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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［例1］いま

R一

騰］

とおけば，1≦Rであり，また

噌1酬

であって，

軸

となる。

［注意4］一般には，R2≦R，　R〈ノ＝0⇒R’×R＝R×R’とはならない。

　いま

R一
圏
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とおけば，R2＝0，　R〈1＝0となるが，

覗］

脈
となり，R×R’≠R’×Rである。

　なお，性質12で示すように，（R）2≦R，R〈1－0⇒R’×R－R×R’は成立

する。

［性質10］次の条件は同値である。

（1）　R2≦R，　∫≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R’◇」R＝R

（2）　R’◇1～ニR◇R’＝、R’　　　　　　　　　　　　　（6）　R◇R’＝1～’

（3）　、R’◇1～＝R◇R’ニノ～　　　　　　　　　　　　　（7）　R◇R’＝」R

（4）　R’◇ノ～＝．R’

（証明）性質9および性質3（3）（4）による。　　　　　　　　　　（証明終）

［性質11］次の条件は同値である。

（1）　R〈∫＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R＞〈1ヒ’≧R

（2）　（天「｝〉＜1～）ノ＼（R＞〈天「｝）≧1～　　　　　　　　　　（5）　（R’〉〈R）V（R＞〈1～1）≧」R

（3）　1～’〉〈R≧R

（証明）（1）⇒（2）R〈1＝0からR「≧∫となるので，R’×R≧R，　R×R’≧Rと

なる。したがって（．R’×R）〈（R×Rう≧Rが得られる。

　（2）⇒（3）⇒（5），（2）⇒（4）⇒（5）　明らかである。

　（5）⇒（1）性質5から（R’×R）〈1＝0，（R×R’）〈1＝0であるので，R〈

1＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）



一
8－　（750）　　　　　山口経済学雑誌　第56巻　第6号

［注意5］一般には，R2≦R，　R〈1＝0⇒（π×R）〈（R×π）＝Rとはなら

㌦

R一

隣酬

とおけば，R〈∫＝0，　R2＝0であるが

π欄

磁

となり，

（．R’×R）〈嫌） 欄蹴酬i｝酔

である。

なお，性質13で示すように（R）・≦π，R〈’・一・⇒（π×R）〈（R畑一R

が成立する。

　［性質12］次の条件は同値である。
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（1）　（π）2≦7～，　R／＼1＝0　　　　　　　　　　　　　（3）　R’〉〈R＝R

（2）　π’〉＜R＝」R＞〈π｝＝1～　　　　　　　　　　　　　（4）　R＞〈R’＝1～

（証明〉性質9においてRをπとおけば，R2≦Rは（R）2≦R，1≦Rは1≦Rす

なわちR〈1－0，π’×R－R×R’＝R’はR’×R＝R×R’－R’すなわちR’×R－

R×π’－Rとなり，本性質が得られる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［例2］

い
欄一一R－lll］

π一
園

であり，

㈹・一
［翻翻翻R

一
描］糊憾R

一
となる。

　［f列3］いま

　　　　0101

　R＝　0000
　　　　0101

　　　　0000
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とおけば，R〈1＝0，

π一

であり，

鮮

藺

となる。

　なお

である。

［注意6］一般には，R2＝0⇒R’×R＝R×R’とはならない。
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いまR

飛鮒翻i§1］

であるが，

磁
糖隙鵬］

一
となり，R×R’≠R’×Rである。

［・1生質13］　（R）2≦R，　R〈1＝0　　⇒　 （R’〉〈R）／＼（R＞＜」R’）　＝R

（証明）性質12（1）⇒（2）による。

［」1生質14］　（R’〉〈R）／＼（」R＞〈1ヒう　＝1～　⇒　、R／＼ノ＝0

（証明）性質11（2）⇒（1）による。

［注意7］一般には，

（証明終）

（証明終）

（R’×、R）〈（R×R’）＝R⇒（R）2≦Rとはならない。

…

一一
［酬翻翻
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脈

幽）〈（R×R’）

であるが，

となり，（R）2≦Rとはならない。

［性質15］Rが順列行列のときR’×R＝R×R’＝ノ

（証明）Rの次数ηが1のときは明らかであるので，η≧2とする。

（1）R’×R≦R×R’となることを示す。

　　π〈馬＝1とする。このとき’≠ゾで，η、＝0，馬＝1となる。Rが順列行

列であるのである1に対しr，，＝1となり，洋ノだから7、1＝1よりり＝0とな

る。したがってr、ハ乃、＝1となり，R’×R≦R×R’が得られる。

（2）R×R’≦R’×Rとなることを示す。

　　7。〈琢＝1とする。このとき’≠ブとなる。Rが順列行列であるのである1

に対しrク＝1であり，’≠ゾだから乃，＝0となる。したがってr1，〈7〃ニ1となり，

R×R’≦R7×Rが得られる。

（3）RF×R＝1となることを示す。

　任意の1，ノ（’r『ノ）に対し，あるんが存在して7ザ1となり，’≠ノだからη，＝

0となる。よって7。〈砺＝1となる。また任意の1に対してア1、〈ア1、＝0である

からR’×Rの対角要素は0となる。

　こうして（1），（2），（3）からR’×R＝R×R「＝1となる。　　　　（証明終）
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［例4］

一

であってR’×R＝R×R’＝1となる。

［性質16］次の条件は同値である。

（1）R’×R≦R×R’すなわちRε｛313’×3≦∫×3’｝

（2）Rε｛313’×3≦3×3’｝

（3）R’ε｛513×51’≦5「’×3｝

（4）　R’ε　｛5‘15「〉〈3’≦5”〉＜5「｝

（証明）（2）⇔（1）3「×3≦3×3’の3をRとおけばR’×R≦R×R’となり，こ

のとき

　　　　R’×R≦R×R’⇔（R’×R）’≦（R×Rウ’⇔R’×R≦、R×R’

となる。

（3）⇔（1）3×5「’≦3’×3の3をR’とおけばR’×R≦R×R’となり，このとき

　　　　R’×R≦R×R’⇔R’×R≦R×R’

となる。

（4）⇔（1）5×3’≦3’×3の3をR’とおけばR’×R≦R×R’となる。これは（1）

そのものである。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

レ1生質17］　1～’〉＜1～≦≡R＞〈R’⇔　R’〉くR≦R×R’
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（証明）両辺を転置すればよい。

［性質18］（1）、∫＝Rのとき，R’×R≦R×R’⇔

　　　　　　（2）3＝R’のとき，R’×R≦R×R’⇔

　　　　　　（3）3＝R’のとき，R「×R≦R×R’⇔

（証明）性質16による。

［性質19］次の条件は同値である。

（1）R×π≦R’×RすなわちRε｛313×3’≦3’×3｝

（2）　1～ε　｛5「15「×∫’≦5”〉＜8「｝

（3）　R’ε　｛ε［8’×3≦3＞＜3F｝

（4）　R’ε　｛313’〉〈3≦5’〉＜3’｝

（証明）

のとき性質3（1）を用いて

　　　　R×R’≦R’×R　⇔　　（R×R’）’≦（R’×R）’⇔

となる。

3’×3≦3×3’

3×3’≦3’×3

3×3ρ≦∫’×3

（証明終）

（証明終）

（2）⇔（1）3×3’≦3’×3の3をRとおけばR×R’≦R’×Rとなり，こ

R×R’≦R’×R

（3）⇔（1）5「’×3≦3×3’の3をR’とおけばR×R’≦R’×Rとなり，このとき

　　　　R×R’≦R’×R　　⇔　　R×．R7≦R’×R

となる。

（4）⇔（1）亙×∫≦3×亙の3をR’とおけばR×R’≦R’×Rとなる。これは（1）

そのものである。

［性質20］R×R’≦R’×ノ～　⇔　R×R’≦R7×R

（証明）両辺を転置すればよい。

［性質21］（1）3＝Rのとき，R×R’≦R’×R　⇔　3×3’≦3’×5

　　　　　　（2）5＝R’のとき，R×R’≦R’×R⇔3’×3≦∫×5’

　　　　　　（3）∫ニR’のとき，R×R’≦R’×R⇔3’×3≦3×3’

（証明）性質19による。

［性質22］次の条件は同値である。

（1）π’×R＝R×R’すなわちRε｛313’×3＝∫×∫’｝

（2）R×π＝π×RすなわちRε｛3［3×評＝亙×3｝

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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（3）　1～ε　｛5F　15り〉〈5’＝5’〉〈51’｝

（4）　R’ε　｛313’〉〈3ニ3×3’｝

（5）　R’ε　｛3i5μ〉〈5「＝5「〉〈5げ｝

（証明）（2）⇔（1）明らかである。

　（3）⇔（1）3’×3ニ3×3’の3をRとおけばR’×R－R×R’となり，このと

き性質3（3）を用いて，R’×RニR×R’⇔　（R’×R）’＝（R×1～’）’⇔R’×R－

R×R’となる。

　（4）⇔（1）3’×3ニ3×3’の3をR’とおけばR×R’＝R’×Rとなり，このとき

　　　　　R×1～’＝R’×R　　⇔　　R’×R＝1～×R’　⇔　　1～’×R＝、R×R’

となる。

　（5）⇔（1）3’×3＝3×3’の3をR’とおけば，R×R’－R’×Rとなり，このとき

　　　　　R×R’＝R’×R　　⇔　　R’×R＝R×R’

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［↑生質23］　R’〉〈Rニ1～〉〈1～’　⇔　　R’〉〈R＝1～〉くR’

（証明）両辺を転置すればよい。

［性質24］（1）3ニRのとき，R’×R＝R×R’

　　　　　　（2）3ニR’のとき，R’×R＝R×R’

　　　　　　（3）3＝R’のとき，R’×R＝R×R’

（証明〉性質22による。

［性質25］R’×R＝R×R’のとき

（1）1～’×R≦R×R’

（証明）（1）明らかである。

（2）R×R’＝R’×Rであるから明らかである。

［性質26］［2］次の条件は同値である。

（1）R2≦R◇RすなわちRε｛3132≦3◇3｝

（2）　Rε　｛3i乎≦3◇5「｝

（3）　R’ε　｛5’15‘2≦3◇5F｝

（4）　R’ε　｛3182≦3◇3｝

⇔

⇔

⇔

8’×3＝3×3’

3’×3＝3×5「7

5「’×5「＝5×3’

（2）　R＞〈」R’≦1～’〉く」R

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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（証明）（2）⇔（1）32≦3◇3の3をRとおけば（R）2≦R◇Rとなり，このとき

　　　　（R）2≦R◇R　⇔　R◇R≧R×R＝R2

となる。

（3）⇔（1）乎≦3◇3の3をR’とおけば（R’）2≦R◇R’となり，このとき転置

して，

　　　　（1～’）2≦R◇R’⇔　1～2≦R◇R

となる。

（4）⇔（1）乎≦3◇8の3をR’とおいて，（R’）2≦R◇R’となり，このとき

　　　　（R’）2≦R◇R’⇔（R）2≦R◇R⇔R◇R≧R×R＝R2

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質27］［2］（1）3＝Rのとき，R2≦R◇R⇔32≦3◇3

　　　　　　　（2）3＝R’のとき，R2≦R◇R　⇔　乎≦3◇3

　　　　　　　（3）3＝R’のとき，R2≦R◇R⇔乎≦3◇3

（証明）性質26による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質28］［1，2，6，8］次の条件は同値である。

（1）R×π×R≦RすなわちRε｛釧3×8’×8≦3｝

（2）Rε｛313×3’×3≦3｝

（3）　R’ε　｛3【5「〉〈5り〉〈5≦5’｝

（4）　1～’ε　｛5－3＞〈5甲〉〈∫≦5’｝

（証明）（2）⇔（1）3×3’×3≦3の3をRとおいてR×R’×R≦Rとなり，この

とき

　　R×R’×R≦R⇔R’×R≦R◇R⇔R’×1～×R’≦R’⇔R×R’×R≦R

となる。

（3）⇔（1）3×3’×5≦8の3をR’とおいてR7×R×R’≦R’となり，このとき

　　　　R’×R×R’≦R’　⇔　 R×R’×R≦R

となる。

（4）⇔（1）3×3「×3≦3の3をR’とおいてR’×R×R’≦R’となり，このとき

　　　　R’×R×R’≦R’⇔　R×R’≦R◇R’⇔　R×R’×R≦R
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となる。

［性質29］［1，2，6，8］（1）3＝Rのとき，R×R’×R≦R

　　　　　　　　　　　　（2）3＝R’のとき，R×R’×R≦R

　　　　　　　　　　　　（3）3＝R’のとき，R×R’×R≦R

（証明）性質28による。

［性質30］［2］次の条件は同値である。

（1）1～’×R≦R×R’

（2）　R◇R’≦R’〈＞R

［性質31］次の条件は同値である。

（1＞R’×R≦ノ～×R’

（2）　R◇1～’≦R’◇R

（3）　1～≦R◇（R＞〈1～う

（4）　1～’≦（R＞〈ノ～う◇R’

（5）　1～’≦≡（R＞〈Rう◇R’

（証明）

　（1）⇔（3），

　（3）⇔（5），

　（4）⇔（7），　（5）⇔（8），

次の性質は自明であり，

る。

［」1生質32］　（1）　R≧ノ　　⇒

　　　　　　（2）R≦∫⇒

［性質33］次の条件は同値である。

（1）R’×R≦R×R’

（2）1～ニR◇（R×Rう

（3）R’＝（R×R’）◇R’

（4）　R’＝　（R＞く」Rう◇1～’

⇔

⇔

⇔

（3）　R＞〈（R〈＞R’）≦R

（4）　R＞く（1～◇Rう　＝」R

（6）R≦1～◇（R×R’）

（7）　R’≧（R◇R’）×R’

（8）　R’≧（1～◇」Rう〉〈1～’

（9）　R≧1ヒ〉く（R◇」Rう

　　　（証明終）

3×3’×3≦3

8×3’×3≦3

3×3’×3≦3

　　　（証明終）

（1）⇔（2）性質30（1）（2）と’1生質3（1）による。

　　　（1）⇔（4）性質2による。

　　　（4）⇔（6）性質3（1）による。

　　　　　　　　　（6）⇔（9）性質3（2）による。　　　　　　（証明終）

　　　　　　　　　　よく知られているが，以下の性質の証明で使用す

（証明）性質5（4）

R×3≧3，3×R≧3

R◇3≦3，8◇R≦3

　　　　　　　　　　（5）　R＝＝1～◇（R＞＜1～’）

　　　　　　　　　　（6）Rノ＝（1～◇R’）×R’

　　　　　　　　　　（7）　R’ニ　（1～◇R’）〉〈R’

　　　　　　　　　　（8）　R＝R＞〈（」R◇7評う

性質6（4＞により，R×R’≦ノ，　R×1～’≦∫である。また性
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質7（2）（4）によりR◇R’≧1，R◇R’≧ノであるから，性質31（1），（3）一（9）と

性質32による。

［性質34］［2］次の条件は同値である。

（1）R×π’≦π’×R　　　　　　　　　　　（3）（R◇R）×R≦R

（2）　R’◇】巨≦】亜◇ノ～’　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’◇R）〉＜R＝1ヒ

［性質35］次の条件は同値である。

（1）R×】評’≦π・×R　　　　　　　　　　　（6）R≦（R’×R）◇R

（2）　1～’◇」R≦1～◇1～’　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　1～’≧」R’〉く（R’〈＞R）

（3）　1～≦（1～’〉〈R）◇」R　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　1～’≧R’〉＜（R’◇R＞

（4）　π’≦π’◇（】可’〉〈1～）　　　　　　　　　　　　　　　（9）　1～≧（R’◇1～）〉＜R

（5）　R・≦R’◇（R’×R）

（証明）（1）⇔（2）性質34（1）（2）と性質3（1）による。

　（1）⇔（3），（1）⇔（4）性質2による。

　（3）⇔（5），（4）⇔（6）性質3（1）による。

　（4）⇔（7），（5）⇔（8），（6）⇔（9）性質3（2）による。

［性質36］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈π’≦π｝〉〈」R　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R＝　（R’〉くR）＜＞R

（2）　R＝　（7～7’×1～）◇R　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　1～’＝1～’〉＜（R’◇1～）

（3）　π｝＝】可’◇（π’〉〈R）　　　　　　　　　　　　　　　（7）　R’＝R’〉く（R’◇R）

（4）　R’＝R’〈〉（R’〉〈R）　　　　　　　　　　　　　　　（8）　R＝　（R’◇1～）〉＜R

（証明終）

（証明終〉

（証明）性質5（3），性質6（3）により，1ヒ’×R≦1，R’×R≦1である。また性

質7（1）（3）によりR’◇R≧1，R’◇R≧ノであるから，性質35（1），

と性質32による。

［性質37］次の条件は同値である。

（1）　R’×R＝R×R’　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R’◇1～＝1～◇R’

（2）　R’×R＝＝」R＞＜1～’　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R’◇RニR〈＞1～’

（証明）性質3（3）（4）を用いればよい。

［性質38］

（3）一（9）

（証明終）

（証明終）
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（1）R’〈ア≦π×R’⇔R〈1≦R×R’　（2）R’〈1≦R’×R⇔R〈ノ≦R’×R

（証明）両辺を転置すればよい。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［’1生質39］　（1）　（R）2≦」R，　R〈1≦R＞〈R’⇒　R’×R≦1～〉くR’

　　　　　　（2）　（R）2≦R，、R〈1≦R’×R⇒R×R’≦1～’×R

（証明）（1）性質4（1）においてRをRとおき，性質38（1），性質17を用いれ

ばよい。

　（2）性質4（2）においてRをπとおき，性質38（2），性質20を用いればよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［」1登…質40］　［2］　（1）　R2≦R，　R＞R’＞1＝E　　⇒　　 （R）2≦1～

　　　　　　　　　（2）　（R）2≦R，　▽1～≦ノ　　⇒　　R2≦1～

　［’塗生質41］　（1）　R2≦R，　R＞R’＞1＝E，　R／＼1≦R＞〈R’　⇒　　R’〉〈R≦R×R’

　　　　　　（2）　、R2≦R，　」R＞R’VI＝E，　」配〈1≦R’〉〈1～　⇒　　」R＞〈R’≦1～’〉くR

　　　　　　（3）　（R）2≦1ヒ，　▽R≦1，　1～’／＼。1≦1～×R’　⇒　　R’〉＜R≦R＞〈R’

　　　　　　（4）　（R）2≦R，　▽」R≦1，　R’／＼ノ≦R’〉＜R　　⇒　　」R＞〈1～’≦1～’〉＜R

（証明）（1）性質40（1）を性質39（1）へ代入すればよい。

　（2）性質40（1）を性質39（2）へ代入すればよい。

　（3）性質40（2）を性質4（1）へ代入すればよい。

　（4）性質40（2）を性質4（2）へ代入すればよい。

［’1生質42］　［3］　（1）　π’〈1≦R＞くR’，　R2≦R◇1～　　⇒

　　　　　　　　　（2）R’〈1≦1～’×R，R2≦R◇R　⇒

　　　　　　　　　（3）　1～’／＼ノ≦R＞〈1～’，　1ヒ〉＜1～’×R≦R　　⇒

　　　　　　　　　（4）　1～’ノ＼1≦R’〉〈R，　1～〉〈R’〉く」R≦R　　⇒

［性質43］

（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R）2≦R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R）2≦R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R）2≦R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R）2≦R

（1）R’〈1≦R×R’，R2≦R◇R，　R〈1≦R×R’⇒R’×R≦R×R’

（2）　1～’／＼」r≦R＞〈R’，　1～2≦1ヒ◇R，　R／＼ノ≦ノ～’×R　⇒　R＞〈R’≦」R’〉〈1～

（3）　1～’〈1≦1～’〉くR，　1～2≦R◇R，　」R〈1≦≡R＞〈、R’⇒R’〉〈1～≦1～〉〈1～’

（4）　R’／＼1≦1ヒ’〉〈R，　1～2≦、～～◇1～，　R／＼1≦R’〉＜1～　⇒　R＞〈R’≦1ヒ’〉くR

（5）　1～’〈1≦R×1～’，　R＞＜1～7＞＜R≦R，R／＼．τ≦」R＞〈R’⇒1～’〉く1～≦、R×1～’

（6）R’〈1≦R×R’，R×R’×R≦R，R〈ノ≦R’×R⇒R×R’≦R’×R
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　　　　　（7）　1ヒ’／＼1≦R’〉＜1～，　」R＞〈R’〉＜」R≦1～，　」Rノ＼∫≦≡R＞〈R’⇒1～’〉＜R≦」R＞くR’

　　　　　（8）R’〈1≦R’×R，R×R’×R≦R，　R〈1≦R’×R⇒R×R’≦R’×R

（証明）（1）性質42（1）を性質39（1）へ代入すればよい。

　（2）性質42（1）を性質39（2）へ代入すればよい。

　（3）性質42（2）を性質39（1）へ代入すればよい。

　（4）性質42（2）を性質39（2）へ代入すればよい。

　（5）性質42（3）を性質39（1）へ代入すればよい。

　（6）性質42（3）を性質39（2）へ代入すればよい。

　（7）性質42（4）を性質39（1）へ代入すればよい。

（8）性質42（4）を性質39（2）へ代入すればよい。

［’1生質44］　［3］　（1）　Rノ＼∫≦」R＞くR’，　R2≦R＜＞R　⇒　R2≦R

　　　　　　　（2）　1～／＼1≦R’〉〈R，　R2≦R◇R　⇒　1～2≦R

　　　　　　　（3）　1～／＼ノ≦R＞＜R’，　R＞〈R’〉＜1～≦1～　⇒　R2≦1～

　　　　　　　（4）　1～／＼1≦R’〉＜1～，　R＞〈ノ～’〉く1～≦R　⇒　」R2≦1～

（証明終）

［↑生質45］　（1）　R／＼1≦R＞〈1～’，　R2≦1～◇R，　R’／＼1≦1～’〉〈1～　⇒　R×、～～’≦R’〉＜R

　　　　　（2）　R／＼1≦1～’〉〈R，　R2≦1ヒ◇R，　R’／＼1≦R×R’⇒　1～’〉＜1～≦」R＞〈1～’

　　　　　（3）　R／＼1≦R＞〈R’，　R＞〈R’〉〈R≦1～，　、R’／＼1≦R’〉〈1～⇒1～〉〈1～’≦、～～’〉〈R

　　　　　（4）　Rノ＼。1≦1～’〉〈R，　」R＞〈1～’〉く」R≦1～，　R’〈。1≦1ヒ〉〈R’⇒R’〉〈1～≦1～〉くR’

（証明）（1）性質44（1）を性質4（2）へ代入すればよい。

　（2）性質44（2）を性質4（1）へ代入すればよい。

　（3）性質44（3）を性質4（2）へ代入すればよい。

　（4）性質44（4）を性質4（1）へ代入すればよい。　　　　　　　　（証明終）

　上の性質45に関して，性質44（1）を性質4（1）に代入すれば

　　　　R〈1≦R×R’，R2≦R◇R，　R’〈1≦R×R’⇒R’×R≦R×R’

が得られるが，これは性質43（1）と同じである。性質44（2）を性質4（2）に代入

した場合は性質43（4）が，性質44（3）を性質4（1）に代入した場合は性質43（5）

が，性質44（4）を性質4（2）に代入した場合は性質43（8）が得られる。

　なお，上の性質45の各帰結の不等式は，次の性質46で示すように等式とし
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て成立する。

［↑生質46］　（1）　R／＼1≦．R＞くR’，　R2≦R〈＞1～，　R’／＼1≦R’×R　⇒　R’〉〈R＝R＞〈R’

　　　　　（2）　R／＼1≦、R’〉〈1～，　、R2≦1～◇R，　R’／＼．1≦1～〉〈R’⇒　R’〉＜R＝」R＞〈」R！’

　　　　　（3）　1～／＼1≦R＞＜1～’，　R＞〈1～’〉〈1～≦R，　1～’／＼∫≦≡R’〉〈R⇒1～’〉〈R＝1～〉〈1ヒ’

　　　　　（4）　Rノ＼。1≦1～’〉＜1～，　」R＞〈」R’〉＜R≦R，　R’／＼。1≦≡R＞〈」R’⇒R’〉〈1～＝R＞〈R’

（証明）（1）性質43（3）および性質45（1）による。

　（2）性質43（2）および性質45（2）による。

　（3）性質43（7）および性質45（3）による。

　（4）性質43（6）および性質45（4）による。　　　　　　　　　　　（証明終）

［’慶生質47］　［2］　（1）　R2≦R◇1～，　▽R≦1⇒　R2≦1～

　　　　　　　　（2）R2≦R◇R，R＞R’＞1－E⇒（R）2≦R

［性質48］（1）R2≦R◇R，▽R≦1，　R’〈1≦R×R’⇒R’×R≦R×R’

　　　　　（2）R2≦R◇R，▽R≦1，R’〈1≦R’×1～⇒R×R’≦R’×R

　　　　　（3）　R2≦R◇」R，　R＞R’＞1＝E，　」R〈1≦」R＞〈」R’⇒R’〉〈R≦1～〉〈R’

　　　　　（4）　R2≦、R◇1～，　R＞R’〉。1＝、召，　1～／＼1≦ノ～’〉〈」R　⇒　1～〉〈」配’≦」R’〉くR

（証明）（1）性質47（1）を性質4（1）へ代入すればよい。

　（2）性質47（1）を性質4（2）へ代入すればよい。

　（3）性質47（2）を性質39（1）へ代入すればよい。

　（4）性質47（2）を性質39（2）へ代入すればよい。　　　　　　　　（証明終）

4．まとめ

　応用上重要な二項関係であるsemitransitive関係やFerrers関係と類似の興

味深い性質をもつ2つの特殊な関係について考察をおこない，それらの基本

的な性質を明らかにした。しかし，これらの関係の具体的な応用上の有用性

については今後さらに検討する必要がある。
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