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橋　本 寛

1．まえがき

　非推移的関係（intransitive　relation）（8）（9）（14）を表現するプール行列の初等的

性質について考察をおこなっている。非推移的関係は，例えば「1才年上で

ある」というような関係であって，ある集合の要素scとy，9と2の間で成

立してもxとzの間では決して成立しないような二項関係である。非推移的

関係は，推移的でない関係（nontransitive　relation）（8）（16）とは必ずしも等しく

なく，vacuously　transitive関係（3）（17）のように推移的であってかつ非推移的

であるような関係も存在する。非推移的関係の例としては，上に示したもの

以外に，一定の前提のもとでの「父親である」，「隣家である」，「配偶者であ

る」，「（非零の実数に関して）異符号である」，「（平面上で直線が）直交して

いる」などの関係のように多数あるが（2）（8）（9）（18），その性質は少数の基礎的性

質を除いてほとんど知られていないようにおもわれる。

　また非推移的関係が重要であると考えられる理由として，上に述べた非推

移的関係の具体例が世の中に多数存在するということの他に，推移性によっ

て簡約されたシステムが非推移性をもつということがある。すなわち，推移

的簡約形（1）（4），ハッセ線図，直前関係（15），基礎有向グラフ（13）などこれらに対

応する関係は一般に非推移的である。
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2．演算と行列の定義

　本論文では0，1の要素をもつn次プール行列を取り扱っている。この

プール行列によって，ある有限集合上の二項関係を表現することができ，し

たがってプール行列の性質を調べることにより，対応する二項関係の性質を

明らかにすることができる。ここでのプール行列に関する演算は文献（5）と同

様であり，例えばn次プール行列をR，Sとするときその和をR＞Sで，論

理積をR〈Sで，また行列積をR×Sで示す。R2はR×Rを意味し，　R2

の（i，ブ）要素をr　ij（2＞で表わす。　R’はRの転置，　RはRの否定であって，

吾＝〔7‘」〕＝〔1一γ‘ノ〕によって定められ，ROSはR〈Sで定められる。また

1は単位行列，0は零行列，Eは全要素が1のuniversal行列（7）である。

　プール行列RがR2≦Rを満足するとき，　Rは非推移的であるといわれる。

R2≦RであればRは推移的と呼ばれるが，すでに述べたように，非推移的

ということは，推移的でないということではない。行列Rが（R）2≦Rを満

足すれば，negatively　transitive（16）であるといわれ，　Rn＝＝oであればRはべ

き零であるといわれる。とくにR2＝Oであればvacuously　transitive（3＞（17）と

いわれる。またR〈1＝0すなわちRの対角要素がすべて0であればRは非

反射的，R〈R’ニ0のときは非対称的，　R〈R’≦1であれば反対称的，

R＞R／VI＝Eであれば連結的と呼ばれる。

　n次のプール行列が各行各列に1を1個だけ持つとき，このプール行列は

順列行列（permutation　matrix）であるといわれる（7＞。なお，　n次順列行列

R＝＝〔γ‘」〕でrln＝1，　r，n，1ニ1，…，γn、＝1となるものは反単位行列と呼ば

れることがある（11）。

　また，N＝｛1，2，…，　n｝が非空の2つの部分集合N，，1V，に分割され

（N、UN、＝N，　N，∩N2＝φ），　i　dV，，ノεN2に対してrij＝0となるとき，　R

は分解可能であるといい，分解可能でないとき，分解不能という⑦（12）。本論

文では分解不能な順列行列の非推移性についても若干の考察をおこなってい

る。
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3．非推移的関係の性質

　まず非推移性に関する同値な条件と基本的な性質を述べ，次に簡約に関す

る性質，連結性との関係，そして順列行列に関する性質などについて述べる。

これらの性質は，非推移的関係のもつ性質，非推移的となるための条件，ま

た非推移的とはならない条件などから成っている。

　〔性質1〕　次の条件は同値である。

（1）R2≦R

（2）R≦R2

（3）R〈R2＝0

　（証明）　明らかである。

　上の性質より，関係行列Rが非推移的であることを示すには，上記の条

件のいずれかが成立することをいえばよい。またあとの性質12において示す

ように

　　　R2≦R仁⇒ReR2＝．R

も成立する。

　〔性質2〕　Rが非推移的であるとき

（1）T、j（2L1＝＞7、、＝0

　（2）7‘ノ＝1＝⇒rij（2）＝0

　（証明）　明らかである。

　e性質3〕（9）R2≦万＝⇒R〈1＝0

　（証明）　明らかである。

　このようにRが非推移的であれば，Rの対角要素はすべて0，すなわち非

反射的となる。しかし，非推移的であっても，R〈R’＝0すなわち非対称的

となるとは限らない。これは，例えばRとして
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　　　R－［ll〕

を考えてみればよい。このRは非推移的であるけれども非対称的ではない。

　〔’性質4〕　R〈∬キ0＝＝＝＞R／＼R2キ0　　　　　　　　　　　『

　（証明）　性質3による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上のR〈1ヒ2キ0はRが非推移的でないことをいっており，結局R〈1キ0

なるRは非推移的ではない。したがって単位行列1やuniversal行列Eは非

推移的でない。

　〔性質5〕（9）．R　2≦lii，　R　2≦R〈＝⇒R2＝0

　（証明）明らかである。

　すでに述べたように，R2≦RであればRは非推移的，　R2≦Rであれば推

移的，R2　・Oであればvacuously　transitiveである。したがって，上の性質

はRが非推移的でかつ推移的であることとvacuously　transitiveであること

とは同値であるといっている。また，これの特別な場合としてvacuously

transitiveなプール行列は非推移的であることがわかる。

　〔性質6〕（9）R2≦瓦R2≦R⇒R〈R’＝O

　（証明）　R2≦RおよびR2≦RからR2＝0。

したがってR〈R’；0

　〔性質7〕　R2≦R，　R2＝Rく＝⇒R＝0

　（証明）（1）R2≦R，　R2＝Rのとき

　R2≦RからR〈．R2＝・O。またR2＝RだからR＝0。

　（2）R＝0のとき

　明らかにR2≦R，　R2＝R。

　〔性質8〕　R2≦R，　S≦R＝⇒S2≦S

　（証明）

すなわちS2≦S。

　〔性質9〕　R2≦R，　S＝R’＝⇒S2≦S

（証明終）

（証明終）

R2≦RからR〈R2＝0。したがってS≦RなのでS〈S2＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　（証明）　明らかである。

　〔性質10〕　R≦Sのとき

　（1）　P＝Rθ（R×S）＝⇒P2≦P

　（2）P＝Rθ（S×R）＝＞P2≦P

　（証明）　（1）P〈P2≦（Rθ（R×S））〈R2

　　　　　　　　　　　≦（RθR2）〈R2

　　　　　　　　　　　＝R〈R2〈R2＝0

よって，P2≦P。

　（2）　P〈P2≦（Rθ（S×R））〈R2

　　　　　　≦（ROR2）〈R2

　　　　　　＝R〈R2〈R2＝0

よって，P2≦P。　　　　　　　『　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質によってR≦Sのとき，Rθ（R×S）とRθ（S×R）はどもに非

推移的となる。

　〔性質11〕　S＝RθR2＝⇒S2≦否

　（証明）　性質10による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　こうしてReR2は常に非推移的となる。なお，一定の条件のもとではR

θR2はRの推移的簡約形（15）となる。

　〔性質12〕R2≦R⇔⇒RθR2＝R

　（証明）（1）R2≦Rのとき

　R〈R2＝0であるから

　　RθR2＝R〈R2＝（R〈R2）V（R〈R2）＝R

　（2）RθR2＝Rのとき

　性質11によって（．ROR　2）〈（ROR　2）2＝0であるから，　R〈R2＝0すなわち

R2≦R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質13〕　R2≦R，　R〈（R3＞R4＞…VRn”’）ニO

　　　e⇒R＝RO（R2VR3＞…VRn－1）

　（証明）（1）R2≦R，　R〈（R3＞R4＞…VRn－1）＝0のとき
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　R2≦RからR〈R2＝O。したがって

　　　R〈（R2VR3V…＞Rn－’）＝0

ゆえに

　　　Rθ（R2＞R3＞…＞R個）＝R

　（2）R＝RO（R2＞R3V…VRn－1）のとき

　性質11によってROR2は非推移的である。したがって性質8によってR

θ（R2＞R3＞…＞R”“i）は非推移的となる。また

　R〈（R3VR4＞…＞Rn－1）

＝ 〔Rθ（R2VR3＞…VR””）〕〈（R3＞R4＞…＞Rn－1）

＝R〈（R2＞R3＞…VRn－1）〈（R3＞R4V…＞R洞）

＝R〈R2〈（R3VR4＞…VRn｝’）〈（R3＞R4＞…VRn－’）＝0　　　　（証明終）

　よく知られているように，Rn＝0なるプール行列Rの推移的簡約形は

　　　Rθ（R2＞R3＞…＞Rn－1）

で与えられる（1）（4）（1°）。したがって，べき零行列Rが非推移的であって，かつ

　　　R〈（R3VR‘V…VRn－1）＝0

であれば，Rそれ自体が推移的簡約形となっている。例えば，　Rがvacuous－

ly　transitive（R2＝0）であれば，　R自身が推移的簡約形となる。

　なお，Rn＝0でかつR2≦Rであれば推移的簡約形はRθR2で与えられる

（15）。また，このときS＝ROR　2とおけば

　　　S＞S2V…＞sn－i＝R

となる。

　〔性質14〕次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）2〈1＝0

　（2）　R〈Rt≦1

　（3）　R＞Rt＞1＝E

　（証明）　（R〈1）2〈1＝0く＝⇒（R〈1）〈（R〈1）’＝0

　　　　　　　　　　　　　ぐ＝⇒R〈R！〈1＝0

　　　　　　　　　　　　　ぐ＝⇒R〈R’≦1



　　　　　　　　　　　　非推移的関係　　　 （689）－263－

　　　　　　　　　　　　　〈＝⇒R＞R’≧1

　　　　　　　　　　　　　ぐ＝⇒R＞Rノ＞1≧1＞1

　　　　　　　　　　　　　＜：＝⇒RVR’＞1＝E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質からRが反対称的（R〈R’≦1）であることと，Rが連結的

（R＞Rノ＞1＝E）であることは同値であることがわかる。RVRノ＞1＝Eと

同値な条件については文献（5）でも考察をおこなっている。

　〔性質15〕（6）n≧4のとき

（1）R2≦R＝⇒RVR’VIキE

（2）RVR’＞1＝E＝＞R〈R2キ0

　この性質によってn≧4のとき，非推移的（R2≦RまたはR〈R2ニ0）で

かつ連結的（RVRノ〉∬ニE）な関係行列は存在しないことがわかる。

　〔性質16〕　n≧4のとき

　　　R2≦R＝⇒（R〈1）2〈1キ0

　（証明）　性質14および性質15（1）による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質17〕　n＝3のとき

　（1）R2≦R，（R〈1）2〈1＝〇二＝⇒R〈R’＝0

　（2）　R2≦R，　R＞R’＞1＝E＝⇒R〈Rノ＝0

　（証明）　（1）n＝3のとき

　　　（S）2≦S，（S〈1）2〈∬＝0＝＝⇒S＞S’＝E

であるから⑥，S＝万とおいて

　　　R2≦R，（R〈1）2〈1＝0⇒R＞R’＝E

したがって

　　　R2≦R，（R〈1）2〈1＝0⇒R〈R’＝O

　（2）性質14および上の（1）によって

　　　R2≦R，　R＞Rノ＞1＞E＝⇒R〈R’＝0　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意1〕　一般には
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　　　R2≦R，（R）2≦R⇒R〈R’＝0

とはならない。例えば

　　　R－〔ll］

とおけば，R2≦Rかつ（R）2≦Rであるけれども，　R〈R’＝0とはならない。

なお，（R）2≦RなるRは，すでに述べたように，negatively　transitiveであ

るといわれる。

　〔性質18〕（6）R2≦万，　RVR／V∬＝Eのとき

（1）R2≦R’〉∬

　（2）2＝0，1，2，…に対してR2≦R2＋3e＞1

　（3）　4＝0，1，2，…に対してR2≦R2＋6e

　〔注意2〕　（1）一般には

　　　R2≦R，　RVR’VI＝E＝＞R2≦R’

とはならない。たとえば

　　　R－〔ll〕　　　　　　　　tt
とおけば

　　　n－〔ll］－R・・　Rt－〔ll〕

であって，R2≦R，　RVR’VI＝Eであるが，　R2≦R’とはならない。

　（2）一般には

　　　R2≦lii，　R＞R’＞1＝＝E＝⇒4＝0，1，2，…に対してR2≦R2＋3e

とはならない。例えば

　　　e・・＝　1・R－〔ll］

とおけば，

　　　R2－〔ll］・R・z：［ll］
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であって，Rは非推移的で連結的であるがR2≦R5とはなっていない。

　（3）一般には

　　　R2≦R，　R＞R’＞1＝E＝⇒4＝・O，1，2，…に対してR≦R2＋6e

とはならない。例えば

　　　e＝1・R－〔91］

とおけば，Rは非推移的でかつ連結的であるがR≦RSとはなっていない。

　〔注意3〕　n≧4のときは，すでに示した性質15によってR2≦Rかつ

R＞R’＞1＝EなるRは存在しない。しかし，n＝1，2，3に対しては次のよ

うな行列が存在する。

　　〔0〕

［ll］・〔ll〕

　［　　0　1　0

　　0　0　1

　　1　0　0

〔性質19〕　R2≦R，　R＞R’＞1＝Eのとき

　　　R2≦R5＞I

　　　R2≦RS

　　　　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　　　　非反射的な順列行列は非推移的である。

　　　　Rを非反射的な順列行列とするときR2≦Rとなることを示す。

いま，TiiC＝1，　riCj　＝　1とすれば，　Rの非反射性によって片々かつk　￥」。　R

（1）

（2）

（証明）

〔性質20〕

（証明）

の各行には1が1個しかないことおよびkキノによってrij＝0。

　〔例1〕

（証明終）
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とおけば

R2＝

万＝

0

0

0

1

1

1

1

0

1

0

0

0

0

1

1

1

0

1

0

0

1

0

1

1

0

0

1

0

1

1

0

1

×

0　1　0　0

0　0　1　0

0　0　0　1

1　0　0　0

0

0

1

0

0　1　0

0　0　1

0　0　0

1　0　0

こうして，R2≦Rが成立する。

　〔性質21〕　分解不能な順列行列は非推移的である。

　（証明）Rを分解不能な順列行列とし，まずR〈∬＝0となることを示す。

もしrpp＝1とすれば，　Rが順列行列だから

　　　lk1γρ。＝1｝＝｛P｝

となる。したがって

　　　iε｛klrpiC＝ll，ブ∈｛klrpiC＝0｝

に対して

　　　rij＝rpj＝0

となり，分解可能となって矛盾する。よってR〈1＝0となり，性質20から

Rは非推移的となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の証明から明らかなように，分解不能な順列行列は非反射的とな

る。

　〔性質22〕偶数次の反単位行列は非推移的である。

　（証明）　R＝〔γのを反単位行列とすれば

　　　rln＝1，　r2n＿1＝1，…，　Tκn一κ＋1＝1，…，　rnl＝1。

nは偶数であるのでnニ2m（m≧1）とおく。このとき

　　rk2m－々＋1＝10

いま，あるkに対してr・lek＝1であるとすればk＝2m－々＋1となり，2k
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＝ 2m＋1となる。しかし，これは矛盾するので，　k・＝・2m－々＋1となること

はない。よってR〈1＝0。ゆえに性質20によってRは非推移的となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の証明から明らかなように偶数次の反単位行列は非反射的であることが

わかる。なお，反単位行列は対称な順列行列であるので，Rを反単位行列と

するとき，一般に

　　　　　　　　　　　　　　R2＝R×Rt＝1
となる（11）。

　〔例2〕

とおけば

R・一

［撚／×［ilii／－［ili

1

0

1

1

0

1

1

1

o

こうしてR2≦Rとなる。

　〔性質23〕

　　　VVrij＝＝1
　　　iキhjキic

であれば，このときR〈R2キ0。

　（証明）　rml＝1，　m・￥k，

0

0

0

1

n≧2のとき，Rの第k列が対角要素を除いてすべて1でかつ

片ゐとする。
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　　　　　　n　　　〆霧κ＝＞　lrmp／＼rpκ

　　　　　ρ＝1

　　　　＝V　r．ρ〈7ρκV翫くTtit
　　　　　ρキt

　　　　≧rml〈rliC＝1

一方r．iC＝＝1だからcrmic〈環r　1。よってR〈R2キ0。

　〔例3〕

R－

［｝｝i］

とおけば

R・一
「｝li鼎i］一［i｝i・

R〈R2－

［i｝i卜・・

［ii－

［1　0　11　1　10　0　1］

〔性質24〕

　　　＞＞rtj＝1
　　　∫キκゴキκ

であれば，このときR〈R2キ0。

　（証明）　性質23による。

（証明終）

こうしてR〈R2キ0となる。したがってR2≦Rは成立しない。

　　　　　n≧2のとき，Rの第k行が対角要素を除いてすべて1でかつ

（証明終）
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4．まとめ

　非推移的関係を表現するプール行列について考察をおこない，いくつかの

初等的性質を明らかにした。とくに，推移性や連結性，また推移的簡約形や

順列行列との関係などについて調べた。非推移的関係の実例は日常生活にお

いて多数知られているので，本論文で明らかにした性質はそのような非推移

的関係の議論において有用であろうと考えられる。

　なお，非推移的関係については，ここで述べた性質以外にもまだ多くの興

味深い性質が存在するものと考えられ，それらを明らかにすること，また非

推移的関係の性質が本質的な役割を演じるような応用例を見出すことは今後

の重要な課題である。
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