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推移性のもとでのSemitransitive関係とFerrers関係

橋　本 寛

Abstract

　Properties　of　semitransitive　relations　and　Ferrers　relations　which　are　special　binary

relations　are　considered　using　Boolean　matrices　whose　elements　are　binary．　These

relations　are　essential　to　discussion　of　semiorders　and　interval　orders　which　are　closely

related　to　utility．　Their　properties　are　obtained　from　generalized　properties　of　negatively

transitive　relations．　Some　elementary　properties　of　semitransitive　relations　and　Ferrers

relations　are　shown　under　transitivity　and　negative　transitivity．

1．はじめに

　特殊な2項関係であるsemitransitive関係とFerrers関係の性質について，

プール行列を用いてそれらの定義および性質を行列表現し考察をおこなって

いる。これらの2項関係は通常の関係論理学などにおける関係としてはそれ

ほど一般的ではないかもしれないが，効用と密接な関連をもつsemiorderや

interval　orderの議論においては必須のものである［6，7，13，19，22］。

　本論文では，すでに報告しているnegatiVely　tranSitiVe関係に関する性質を

一般化したもの［12］から，その特別な場合としてsemitransitive関係と

Ferrers関係に関する性質を導き，さらに推移性のもとでのsemitransitive関

係とFerrers関係の初歩的な性質を得ている。推移関係やnegatively　transitive

関係は様々な応用において重要な2項関係であるが，semitransitive関係や
　　　ズ
Ferrers関係もいくつかの分野において重要な役割を演じており，古くから

それらの若干の基本的性質はよく知られている［6，7，13，19］。ここでは従来

よく知られていると思われる性質やほとんど自明な性質も含めて

semitransitive関係およびFerrers関係の性質を整理して列挙している。
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2．定義

　2項関係を0，1の要素をもつプール行列によって表現する。n次プール

行列R＝［嗣，S＝［副に対して以下のように演算を定義する。

　　R＞S＝［γヴ＞3ク］＝［max（砺，3び）］，　R〈S・＝［rij〈Si’］＝［min（rij，5り）］

　　R＝［r、・］＝：［1　一　r、・］，　　　　　　　R’　一［ろ』（転置）

　　△RニR〈R’，　　　　　　　　　　▽R＝R〈R’

　　R×s　＝＝［（r、1〈5り）〉…〉（rin〈3》）］，　R◇s　＝＝［（r、1＞Slj）〈…〈（r、n＞Snj）］

　　R°＝1＝［δ』（δクはクロネッカーのデルタ），Rk’1＝Rk×R（k＝＝O，1，2，…）

　　R≦S⇔rlJ≦s，（i，ノ＝1，2，…，n）

　特殊な行列として，0で零行列，Eで全ての要素が1の行列を表す。すで

に定めている1は単位行列である。このとき，反対称的関係は▽R≦1なる

行列Rで表され，非対称的関係は▽R＝0なる行列Rで表される。また連

結的関係はRVR’V1＝Eなる行列Rで表される。推移関係はR2≦Rなる

行列Rで表現され，negatively　transitive関係は（R）2≦Rまたはこれと同値

なR≦R◇Rなる行列Rで表現される。さらにsemitransitive関係はR2≦R

◇Rなる行列Rで表現され，Ferrers関係はR×R’×R≦RなるRで表現

される［6，　7，13，18，19］。Ferrers関係はbiorderと呼ばれることもある［2，3，4］。

非反射的なFerrers関係はinterval　orderと呼ばれ，　semitransitiveである

interval　orderはsemiorderと呼ばれる［6，13］。

3．結果

　まずnegatively　transitive関係の性質の一般化されたものを用いて

semitransitive関係とFerrers関係に関する性質を導き，その性質について考

察をおこない，いくつかの関連する性質を得る。次にその得られた性質の特

別な場合として，推移性およびnegative　transitivityのもとでのsemitransitive

関係とFerrers関係の初等的な性質を示す。なお，以下においては0，1の要

素をもつn次プール行列を一般にR　＝＝［r、・］，S＝［s、’］，　T＝［ti」］などで表す。

［性質1］［12］5「〈7▼’≦1のとき
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（1）　R＞＜S≦R　　⇒　　R＞＜T≦R　　　　　　　　　　　（3）　S＞＜R≦R　　⇒　　T＞〈R≦R

（2）　R＞＜T≦R　　⇒　　R＞〈S≦R　　　　　　　　　　（4）　T＞＜R≦R　　⇒　　S＞くR≦R

［性質2］T〈S’≦1のとき

（1）　R＞＜S≦R　　⇒　　、R＞＜T≦R　　　　　　　　　　　（3）　S×R≦R　　⇒　　T＞＜」R≦R

（2）　R＞＜T≦R　　⇒　　」R＞〈S≦R　　　　　　　　　　（4）　T＞〈R≦R　　⇒　　S＞〈R≦R

（証明）T〈S’≦1⇔S’〈T≦1⇔（S’〈T）’≦1’⇔S〈T’≦1であるから性

質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質3］（R×R’）〈S’≦1のとき

（1）　R＞＜S≦R　　⇒　　R2＞＜R’≦R　　　　　　　　　　（3）　S＞＜R≦R　　⇒　　R＞＜Rt＞〈R≦R

（2）　R＞〈（R〈＞R’）≦R　　⇒　　R×5「≦R　　　　　（4）　（R◇R’）×R≦R　　⇒　　S＞〈R≦R

（証明）性質2においてT＝R×R’とおけばよい。　　　　　　　（証明終）

　上の性質3に関してはいくつかの注意すべき点がある。まず前提条件の

（R×R’）〈S’≦1については以下の性質6で示すように，一般に（R×R’）〈S’

≦1⇔S×R≦Rとなるので，（R×R’）〈S’≦1をS×R≦Rで置き換えるこ

とができる。

　次に（1）のR2×R’≦Rについては，これを満たす行列Rはsemitransitive

関係を表現する行列となり，性質11などに示すような同値な条件が知られて

いる。

　（2）のR×仮◇Rう≦Rに関しては，性質19で示すように，

　　　R×（R◇Rう≦R　⇔　R’×R≦RXR’

となり，またR×（R◇R’）≦R　⇔π×（歪◇Rt）＝Rとなる。しかし，一般

に単独でR×（R◇R’）≦RまたはR×（R◇R’）＝Rが成立する訳ではない。

　（3）のR×R’×R≦Rを満たすRはFerrers関係を表現する行列となり，性

質25などで示すような同値条件が知られている。

　（4）の（R◇R’）×R≦Rは（2）の場合のR×（R◇R’）≦Rとは違って，性質21

で示すように一般に成立する。したがって，（4）においてこの条件は不要と

なる。このことは，すでに前提条件に関して述べたように，（R×R’）〈S’≦1

⇔S×R≦Rであることからもわかる。
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［’1生質4］　［1，14，16，20，21］　　R＞くS≦T⇔　R≦T〈）＞S’⇔　S≦R’1◇T

［性質5］［10］（1）S×R≦R⇔（S〈1）×R≦R

　　　　　　　　（2）　R＞＜S≦R　⇔R＞〈（S／＼1）≦R

［性質6］次の条件は同値である。

（1）　S＞くR≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（S〈1）×R≦R

（2）　R＞＜R’≦S’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R＞＜R’≦S’＞1

（3）　（、R×R’）／＼S’＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（R＞〈R’）／＼S’≦1

（証明）（1）⇔（2）性質4によって，S×R≦R⇔R≦S◇R⇔R×R’≦S’

となる。

（2）⇔（3）明らかである。

（1）⇔（4）性質5（1）による。

（4）⇔（5）性質4によって，（S〈1）×R≦R⇔R≦（S’v1）◇R⇔R×R’

≦s’＞1。

（5）⇔（6）明らかである。

［性質7］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈S≦」R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　」R＞〈（S〈1）≦R

（2）　Rt×R≦S’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R’〉＜」R≦S’＞1

（3）　（Rt＞くR）〈S’：＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（R’〉〈R）／＼S’≦1

（証明）性質6と同様である。

R×S≦Rの同値条件が文献［12］でも示されている。

（証明終）

（証明終）

［注意1］一般には，「S×R≦R⇒R×S≦R」とはならない。いま

　　　　R　－　　「001000000］・　s　－　［9多§］

とおけば，S×R≦Rであるが，　R×S≦Rとはならない。

［性質8］次の条件は同値である。

（1）　1～2≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　R＞〈（1～／＼1）≦1～

（2）R×Rt≦R’　　　　　　　　　　　　（8＞R×R’≦R’V1
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（3）　R’〉〈R≦、R’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　R’〉＜R≦R’＞1

（4）　（R＞＜R「）／＼R’＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）　（R＞〈R’）／＼R’≦1

（5）　（R’〉〈R）／＼R’＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）　（R’〉くR）／＼R’≦1

（6）　（R〈1）×R≦R

（証明）性質6および性質7による。

上の性質8の一部はすでによく知られている［9］。

［性質9］次の条件は同値である。

（1）　（R）2≦、R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　R＞〈（Rノ＼1）≦R

（2＞　R×R’≦R’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　R＞〈R’≦≡R’V1

（3）　Rt＞〈R≦Rt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　R「〉〈R≦R’VI

（4）　（R＞〈Rt）／＼R’＝0　　　　　　　　　　　　　　　　（10）　（R＞〈R「）ノ＼R’≦1

（5）　（R’〉〈R）／＼R’＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）　（R’〉〈R）／＼R’≦1

（6）　（R〈1）×R≦R

（証明）性質8においてRをRとおけばよい。

　上の性質9の（R）2≦RなるRはnegativel

ある。

［性質10］次の条件は同値である。

（1a）（R）2≦R

（1b）（R’）2≦R’

（2）　R’〉〈R≦R

（3）　R＞〈R’≦R

（4＞　（R’×R　）／＼R＝0

（5）　（R＞く」R’）／＼、R＝0

（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

ytransitive関係を表現する行列で

（6）　（R’〈1）×R’≦R’

（7）　R「〉〈（Rt／＼1）≦R’

（8）R’×R≦R＞1

（9）　R＞〈R’≦RVI

（10）　（R’×R）〈R≦1

（11）　（R×R「）〈R≦1

（証明）性質9においてRをR’とおけばよい。

［性質11］次の条件は同値である。

（1）1～2≦1～◇R

（2）　（Rt）2≦R’◇R’

（3）　Rt＞くR≦R◇」R’

（9）　（R’）2＞くR≦R’

（10）R’×（R）2≦R

（11）（R）2×R’≦R

（証明終）
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（4）　（R）2≦R◇R

（5）　R＞〈R’≦R’◇R

（6）　R＞〈R’≦R’◇」R

（7）　（1～’）2≦R’◇1～’

（8）　R「〉くR≦R◇R’

（証明）R2≦R◇R

　　　⇔　（R2）’≦（R◇R）’

　　　⇔（Rう2≦R◇R’

　　　⇔R’×R≦R◇R「

　　　⇔　（R）2≦R◇R

　　　⇔R×Rt≦RC◇R

　　　　　R2≦R◇R

　　　⇔R×R’≦R’◇R

　　　⇔　（Rf）2≦Rt◇R’

　　　⇔R’×R≦、R◇R’

（1）

（12）　R×（R’）2≦Rt

（13）R2×R’≦R

（14）　R＞＜（R’）2≦Rt

（15）　（Rう2＞くR≦R’

（16）　R’×R2≦R

（2）　⇔　 （R’）2＞＜R≦R’

（3）　⇔　Rf×（R）2≦R

（4）　⇔　 （R）2＞＜Rt≦R

（5）　⇔R×（R’）2≦R’

（1）⇔R2×R’≦R

（6）⇔R×（R’）2≦R’

（7）　⇔　 （Rう2＞＜R≦Rt

（8）　⇔　R「〉〈R2≦R

（9）

（10）

（11）

（12）

（13）

（14）

（15）

（16） （証明終）

　上の性質11の条件はsemitransitive関係を表現する行列に関する同値条件で

あり，いずれもほとんど明らかである。また，（1），（2），（4），（7）によって

　　　R2≦R◇R⇔（R’）2≦R’◇R’⇔（R）2≦R◇k⇔（π’）2≦π’◇π’

であるから，Rがsemitransitive関係を表現する行列であれば，　R’，　R，　R’も

semitransitive関係を表現する行列となる。

［性質12］次の条件は同値である。

（1）R2≦R◇R　　　　　　　　　　　　　　（6）R≦R◇π◇R’

（2）　R’≦RC◇1～’◇R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　R’≦】i～◇R’◇R’

（3）　R≦RC◇R◇R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　R’≦R’◇Rt◇R

（4）　R≦R◇」R◇R’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　R≦R’・◇R◇R

（5）　R’≦R◇R’◇Rt

（証明）（1）⇔（2）性質11（1）と（9）によって

　　R2≦R◇R⇔（R’）2×R≦R’⇔R’◇R◇R≧R’⇔R’≦R◇R◇R



推移性のもとでのSemitransitive関係とFerrers関係　　（431）－7一

（1）⇔（3），…，（1）⇔（9）　性質11（1）と（10），（11），…，（16）による。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質13］次の条件は同値である。

（1）　R2≦≡R◇R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R＞〈R’）／＼（R’〉＜R）　＝0　　［5，　11］

（2）　R2／＼（R）2＝0　［15］　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（R’〉＜R）／＼（R＞くR’）　＝0

（3）　（Rう2／＼（R’）2＝0

（証明）（1）⇔（2）R2≦R◇R⇔R2〈（R◇R）＝・　O⇔R2〈（R）2＝0

（2）　⇔　 （3）　R2／＼（R）2＝0　⇔　 （R2／＼（R）2）f＝　O’⇔　　（R’）2／＼（R’）2＝0

（1）　⇔　 （4）　R2≦R◇R　⇔　R＞くπ’≦π’◇R　　　　　（Jl生質11（1）（6））

　　　　　　　　　　　⇔（R×Rt）〈（π◇R）＝0⇔（R×R’）〈（Rt×R）ニ0

（1）　⇔　　（5）　R2≦R◇R　⇔　R’×R≦R◇天「｝　　　　（’1生質11（1）（8＞）

　　　　　　⇔（Rt×R）〈（R◇動＝0⇔（R’×R）〈（歪XRう＝0　（証明終）

［’h生質14］　（1）　】亜◇R「≧1　　　　　　　　　　　　　（3）　（R×R　’）〈1＝0

　　　　　（2）　R＞＜RT，≦7　　　　　　　　　　　　　（4）　（R＞〈πう／＼1＝R×R’

（証明）（1）一般にR’×1≦R’であり，またR’×1≦R’⇔1≦R◇R’であるか

ら1≦R◇R’が一般に成立する。

（2）明らかにR◇R’≧1⇔R×R’≦1となる。

（3）（2）による。

（4）（3）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質14は，実質的にはすでによく知られている［14，17，21］。

［Jt生質15］　（1）　R’〈〉】亜≧1　　　　　　　　　　　　　（3）　（R’〉〈R）／＼1＝0

　　　　　　（2）　π｝〉〈R≦7　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’×R）／＼1＝＝R’〉〈、R

（証明）（1）性質14（1）においてRをR「とおけばR’◇R≧1となるので，

転置してR’◇R≧1が得られる。

（2）一（4）性質14（2）一（4）から上の（1）と同様にして得られる。　　（証明終）

　［’性質16］　（1）　π’◇R≧1　　　　　　　　　　　　　　（3）　（R’〉〈R）／＼1＝0

　　　　　　（2）　R’〉〈】亜≦i　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’〉〈R）／＼1＝R’〉くR

（証明）性質14においてRをR’とおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）
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［性質17］［17］（1）R◇π’≧1　　　　　　　　（3）

　　　　　　　　　（2）　R＞くR’≦1　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

（証明）性質15においてRをR’とおく。

［性質18］［17］（1）（R◇功2ニR◇π’　　　　（3）

　　　　　　　　　（2）　（RC◇R）2＝、R’〈＞R　　　　　　　　　　（4）

［性質19］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈（R◇Rl）≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　π’〉＜R≦」R×R’

（2）　R◇R’≦R’◇R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R＞く（】百◇R’）　＝R

（証明）（1）⇔（2）明らかである。

（2）　⇔　　（3）　　一　　　　　　　　　一　　　　　　　一

（1）　⇔　 （4）　　　　　　　　　　　　　　　一

（R×R’）〈1＝0

（R×R’）〈7ニR×R’

　　　　　　　（証明終）

（Rt◇R）2＝R◇R

（R◇Rう2＝R◇R’

　　　　　　　R◇Rf≦Rt◇R⇔R×R’≧R’×R⇔】評’×R≦R×】評F

　　　　　　　性質14によってR◇R’≧1であるから明らかである。　（証明終）

［注意2］一般には，R×（R◇R’）≦Rとはならない。いま

R一

とおけば，R×（R◇R’〉≦Rとはならない。

　なお，性質21で示すように（R◇R’）×R≦Rは一般に成立する。さらに，

性質22で示すようにπ×（R’◇k）≦πも成立する。また，性質14で示したよ

うにR◇R’≧1であるから，R×（R◇R’）≧Rは成立する。

［性質20］次の条件は同値である。

（1）　（R＜＞R）〉＜、R≦、R　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　R＞〈π’≦π’〉〈R

（2）　R’◇R≦R◇R’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（RC◇R）〉く】更＝R－

（証明）（1）性質19（1）においてRをR’とおけば

　　　　R’×（R◇R）≦R’⇔　　（π’×（π◇R））’≦（】評’）’

　　　　　　　　　　　　　　⇔　　（R’◇R）’×R≦R　⇔（R◇k）×R≦R

となって上記の（1）が得られる。

（2）一（4）性質19（2）一（4）において上の（1）と同様にすればよい。（証明終）

［性質21］（1）（R◇R’）×R≦π　　　　（2）（R◇R’）×R＝R
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（証明）（1＞明らかにR◇R’≦R◇Rtであり，またR◇R’≦R◇R’⇔（R◇R’）

×R≦Rであるから，一般に（R◇R’）×R≦Rとなる。

（2）性質14によってR◇R’≧1であるから（R◇R’）×R≦R⇔（R◇R’）×πニR

となる。したがって（1）による。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［」h生質22］　（1）　R＞＜（Rt◇R）≦R　　　　　　　　　（2）　R＞く（R’◇R）　＝R

（証明）（1）性質21（1）においてRをR’とおけば

　　　　　　　　（R◇R）×R’≦R’⇔　（（R◇R）×Rt）t≦（R’）’

　　　　　　　⇔　R×（R◇R）’≦R　⇔　R×（R◇R）≦R

（2）性質21（2）において上の（1）と同様にすればよい。　　　　　　（証明終）

［’卜生質23］　［21］　　（1）　（R◇R’）〉＜R≦R

（証明）性質21においてRをRとおけばよい。

［性質24］［21］　（1）R×（R◇R）≦R

（証明）性質22においてRをRとおけばよい。

［性質25］次の条件は同値である。

（1）R×R’×R≦R

（2）　R’〉＜R＞＜R’≦R’　　［18，　20］

（3）　R＞〈R’〉〈R≦R　　　［18，　20］

（4）　Rt＞〈R＞〈R’≦R’　　［5］

（証明）R×R’×R≦R　（1）

　⇔　、R＞〈R’≦、R◇R’　　（5）　　⇔　R＞〈R’〉くR≦R

　⇔（R’×R）’≦（R’◇R）’⇔RtXR≦R◇R

　⇔R×R’≦R◇R’　（8）

（2）（R◇R’）×R＝R

　　　　　　　　　（証明終）

（2）R×（R◇R）＝R

　　　　　　　　　（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5＞　R＞＜R’≦R◇R’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）R’×R≦R◇R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　R’〉〈R≦R’◇R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　R＞〈R’≦R◇R’

　　　　　　　　　　　　　　　⇔　（R＞〈R’〉〈ノ～）’≦≡、R’　⇔R’〉＜R＞〈Rt≦Rt　　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　⇔R’〉〈」R≦R’◇R　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　　⇔」R’〉＜R＞くR’≦R’　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の条件はFerrers関係を表現する行列の同値条件であるが，ほとんど自

明であり，またよく知られている［18，20］。なお，（1），（2），（3），（4）が

同値であることから，semitransitive関係のときと同様，　RがFerrers関係を

表現する行列であれば，R’，　R，　R’もFerrers関係を表現する行列となる［4，

5，　18，　20］o

　すでに示しているsemitransitive関係を表現する行列の同値条件とFerrers
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関係を表現する行列の同値条件を比較することは興味深い。たとえば，

semitransitive関係を表現する行列の同値条件である性質11の（6）（8）と，上記

のFerrers関係を表現する行列の同値条件である性質25の（8）（7）を比較する

と次のようになっている。

　　　　　　　　SemitranSitiVe関係　　R×R’≦R◇R　⇔R’×R≦R◇R’

　　　　　　　　Ferrers関係　　　　　R×R’≦R◇R’⇔　R’×R≦R◇R

次の性質は明らかである。

［’t生質26］　　　▽（R　’）　＝　▽R

［性質27］次の条件は同値である。

（1）　R×R’〉＜R≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　▽（R＞＜R’）　＝0

（2）　（R＞〈R’）／＼（R×、R「）　・＝0　　　［5］　　　　　　（6）　▽（R’〉＜R）　＝0

（3）　（R’×R）／＼（R’〉〈R）　＝0　　　［5］　　　　　　（7）　▽（Rt＞〈R）　＝0

（4）　▽（R＞〈R’）　＝0

（証明）（1）⇔（2）性質25（1）（5）によって

　　　　　R×R’×R≦R⇔R×R’≦R◇Rt⇔（R×Rt）〈（R◇Rt）＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔（R×R’）〈（R×Rt）ニ0

　（1）⇔（3）性質25（1）（6）によって

　　　　　R×R’XR≦R⇔R’×歪≦R◇R⇔（Rt×R）〈（R◇R）＝・　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔（R’×R）〈（Rt×R）＝0

　（2）⇔（4）⇔（5）　　（R×R’）’＝R×R’であるから

　　　　（R×Rt）〈（R×R’）＝0⇔（R×Rt）〈（R×Rう’＝0⇔▽（R×R’）＝O

　　　⇔▽（（R×Rう’）＝0　　（性質26）⇔▽（R×Rう＝0

　（3）⇔（6）⇔（7）　　（Rf×R）「＝R’×Rであるから

　　　　（Rt×R）〈（Rt×R）＝O⇔（R’×R）〈（R「×R）’寓0⇔▽（R’XR）＝0

　　　⇔▽（（R’×R）’）＝0　（性質26）⇔▽（R’×R）＝0　　　　（証明終）

一般に▽S＝0なる行列Sは非対称的関係を表すので，上記の性質27の
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（4）一（7）はR×Rt　R×R’，Rt×R，Rt×Rが非対称的関係を表現することを

示している。そして，そのようなとき，かつ，その時に限りRはFerrers関

係を表現することになる。

次の性質はよく知られている。

［性質28］▽R＝0　⇔　RZ〈1＝0　⇔　R2≦1

［性質29］次の条件は同値である。

（1）　R×Rt×R≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’〉＜1～）2／＼1＝0

（2）　（R＞〈R’）2／＼1＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（R’〉〈R）2／＼1＝：0

（3）　（R＞〈R’）2／＼1＝0

（証明）性質27（1）（4）一（7）と性質28による。

［性質30］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈」Rt×」R≦≡R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’〉＜R）2≦1

（2）　（R＞〈R’）2≦　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（R’〉＜R）2≦1

（3）　（R＞〈R　’）2≦　1

（証明）性質29および性質28による。

次の性質は明らかである。

［性質31］▽R＝＝O　⇔　R＞（R）「・E

［性質32］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈R’〉〈R≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（RC◇R）V（R’◇R）’＝E

（2）　（R◇Rう〉（R◇R’）’＝E　　　　　　　　　　　　（5）　（RC◇R）V（R’◇R）’＝E

（3）（R◇Rう〉（R◇R’）’＝E

（証明終）

（証明終）

（証明）一般に性質31が成立するから，性質27（1）（4）一（7）による。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

すでに示している性質27は次のように一般化できる。

［性質33］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈S’×R≦≡5「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　▽（R×5つ　＝0

（2＞　（S「×R’）／＼（R×S’）　＝0　　　　　　　　　　　　（6）　▽（R’〉〈S）　＝0
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（3）　（R’〉〈S）ノ＼（5「’〉〈」R）　：0　　　　　　　　　　　　　（7）　▽（S’〉〈R）　＝0

（4）　▽（S＞くRう　ニ0

（証明）（1）⇔（2）R×亙×R≦S⇔R’×否×R’≦S’⇔否×R’≦π◇S’

　　　　　　　　　　　　⇔（3×R’）〈（R◇S，）＝0⇔（S×R’）〈（R×S’）＝0

（1）⇔（3）　、R＞〈3’〉〈R≦S⇔，S’〉〈R≦R’〈＞S⇔　（S’×R）／＼（R’◇S）　＝0

　　　　　　　　　　　　⇔（S’XR）〈（R’×S）＝0⇔（R’×∫）〈（S’×R）＝0

（2）⇔（4）　（S＞＜Rうノ＼（、R＞＜S’）　ニ0⇔　（S＞くR’）〈（S＞＜Rう’＝0⇔　▽（S＞〈Ri）　＝0

（4）⇔（5）　▽（否〉〈R「）　＝0　⇔　▽（（否〉〈Rう’）　ニ0　　　（’1生質26）　⇔　▽（R×亙）　＝0

（3）⇔（6）　（Rt＞〈S）／＼（S’〉〈R）　＝0　⇔　　（R’〉〈5）／＼（R’〉〈S）’＝0　⇔　▽（Rt×3）　＝0

（6）⇔（7）▽（R’×S）＝・　O⇔▽（（R’×S）うニ0　（性質26）⇔▽（S’×R）＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質34］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈S’×R≦S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’〉〈5）2／＼1＝0

（2）　（S＞〈R’）2ノ＼1＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（S’〉くR）2　／＼　1ニ0

（3）（R×S’）2〈1・・O

（証明）性質33（1）（4）一（7）および性質28による。　　　　　　　（証明終）

［性質35］次の条件は同値である。

（1）　R×S’×R≦S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（R’〉＜S）2≦1

（2）　（S＞〈．R’）2≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（S’×R）2≦1

（3）　（R＞く5つ2≦1

（証明）性質34および性質28による。

［性質36］次の条件は同値である。

（1）R×StXR≦S

（2）（S◇R「）V（5◇R’）’＝E

（3）（R◇Sう〉（R◇S’）’ニE

（証明終）

（4）　（Rt◇S）V（R’◇　S　）’ニE

（5）　（S’〈＞1～）V（S◇R）’　：E

（証明）性質33（1）（4）一（7）と性質31による。

次の性質はよく知られている。

［性質37］R2≦R，　R〈1ニ0　⇒　▽R＝0

（証明終）
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［性質38］次の条件は同値である。

（1）R×R’×R≦R　　　　　　　（3）（R×R’）2≦R×R’

（2）（R×R’）2≦R×R’

（証明）（1）⇒（2）　R×R’×R≦R　⇒　（R×R’×R）×R’≦RXR’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔（1～×1～’）2≦1～×R’

　（2）⇒（1）性質14（3）から（R×R’）〈1＝0であるから性質37によって

▽（R×R’）＝0となり，性質27（5）（1）によってR×R’×R≦Rとなる。

　（2）　⇔　（3）　（R＞＜Rう2≦R＞〈R’⇔　（（R×R’）2）’≦　（R＞〈R’）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔（R×R’）2≦R×R’　　　　　　（証明終）

［性質39］次の条件は同値である。

（1）　R＞〈R’〉〈R≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　（R’〉〈R）2≦　R’〉＜R

（2）（R’×R）2≦R’×R

（証明）（1）⇒（2）R×R’×R≦RからR’×（R×R’×R）≦R’×Rとなり，（R’

XR）2≦R’×Rとなる。

　（2）⇒（1）性質15（3）よって（R’×R）〈1－0であるから性質37によって

▽（R’×R）＝0となり，性質27（7）（1）によってR×R’×R≦Rとなる。

　（2）　⇔　（3）　（R’〉〈R）2≦」R’〉〈R　⇔　（（R「〉〈R）2）’≦（R’〉＜」R）t

　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔（R’×R）2≦R’×R　　　　　　　（証明終）

［性質40］［18］次の条件は同値である。

（1）R×R’×R≦R

（2）　（R＞＜、R’）2≦R＞〈R’，　▽（R＞〈R’）　＝0

（3）　（Rt×R）2≦R「×R，▽（R’×R）＝0

（4）　（R◇Rう2≦R◇R’，　（、R◇R’）〉（R◇」R’）’　＝E

（5）　（R’◇R）2≦R’◇R　，　（RC＜＞R）〉（、R’◇、R）’＝E

（証明）（1）⇔（2）性質38（1）（2），性質27（1）（5）による。

　（1）⇔（3）性質39（1）（2），性質27（1）（7）による。

　（1）⇔（4）性質18（4）によって（R◇R’）2≦R◇R’は一般に成立する。また

性質32（1）（3）によってR×R’×R≦R　⇔　（R◇、R’）V（R◇R’）’＝Eとなる。
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　（1）⇔（5）上の（1）⇔（4）の場合と同様である。　　　　　　（証明終）

［性質41］次の条件は同値である。

（1）R×R’×R≦R

（2）　（Rt×R）2≦R’×R，▽（Rt×R）ニ0

（3）　（R×R’）2≦R×R’，▽（R×R’）＝0　　　［20］

（4）　（R’◇R）2≦1～’◇R　，　（RC◇R）V（R’◇R）’＝E

（5）　（R◇R’）2≦≡R◇R’，　（R◇R’）〉（R◇Rt）’＝E

（証明）（1）⇔（2）性質40（1）（2）においてRをR’とおけば

　　R’×π×R’≦R’⇔　　（R’×R）2≦R’×瓦▽（R’×R）＝0

性質25（1）（2）によって，R×R’×R≦R　⇔R’×R×Rt≦R’であるから

　　　　　　R×R’×R≦R⇔（R’×1～）2≦R’×R，▽（R’×R）＝0

　（1）⇔（3）性質40（1）（3）を用いて上の（1）⇔（2）と同様にすればよい。

　（1）⇔（4）性質40（1）（4）を用いて同様にすればよい。

　（1）⇔（5）性質40（1）（5）を用いて同様にすればよい。　　　　（証明終）

［性質42］次の条件は同値である。

（1）　R＞くR’×R≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　R≦R〈＞RC◇R

（2）　R≦R◇R’・◇R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　R’≦RC◇R◇Rt

（3）　R’≦R’＜＞R◇Rt

（証明）R×R’×R≦R　⇔　R◇R◇R≧R

であるから性質25（1）一（4）による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質43］［18］次の条件は同値である。

（1）　」R＞〈R’〉〈」R≦R　　　　　　　　（2）　（R’〉〈」R）〉〈（R’×R）’〉〈（R’〉〈R）≦R’〉くR

（証明）（1）⇒（2）（π’×R）×（π’×R）’×（π’×R）＝σ評’×R）×（π◇R）×（π’×R）

　　　　　　　　　　＝π’×（R×（π’◇R））×π’×R

　　　　　　　　　　ニR’×R×R’×R　（性質24（2））

　　　　　　　　　　＝Rt×（R×R’×R）

　　　　　　　　　　≦R’×R

（2）⇒（1）性質16（1）によって（R’×R）’＝R◇R≧1であるから
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　　　　（．R’×R）2≦（1～’×R）×（R’×R）’×（R’×R）≦R’×1～

性質15（3）から（R’×R）〈1＝Qだから性質37によって▽（R’×R）＝＝　Oとなる。

したがって性質27（7）（1）からR×R’×R≦Rとなる。　　　　　　　（証明終）

［性質44］［18］

　　　　　R×R’×R≦R⇔（R×Rう×（R×R’）’×（R×R’）≦R×R’

（証明）性質43においてRをR’とおけば

　　　R’×R×R’≦R’⇔　（R×Rt）×（R×R’）’×（R×R’）≦R×Rt

転置して

　　R×π’×R≦R　⇔（R×Rt）×（R×π’）’×（R×π’）≦R×π’　　　（証明終）

［性質45］［20］次の条件は同値である。

（1）1～×R’×R≦R

（2）　（R’×R）×（Rt×R）’×（Rt×R）≦R’×R

（3）　（R＞〈R　’）〉＜（R＞〈Rう’×（R＞〈Rう≦R＞〈R’

（証明）（1＞⇔（2）性質44においてRをR’とおけば

　　　R’×R×R’≦R’⇔　（R’×R）×（R’×R）’×（R’×R）≦R’×R

ところで性質25（1）（2）によってR×R’×R≦R⇔R’×R×R’≦Rtであるから

　　　　　R×R－”×R≦R⇔（R’×R）×（R’×］ki）’×（R’×π）≦R’×R

（1）⇔（3）性質43から上の（1）⇔（2）と同様にして示される。　（証明終）

［性質46］S×R≦Rのとき

（1）　R＞＜S≦R　⇒　R2　≦R◇R　　　　　　　　　　　（3）　S＞＜R≦R　⇒　R＞〈Rt＞〈R≦R

（2）R’×R≦R×R’⇒R×S≦R

（証明）性質6（1）（6）により，S×R≦R⇔（R×A’）〈S’≦1となる。また，

性質11（1）（13＞によって，R2≦R◇R⇔R2×R’≦Rであり，性質19（3）（1）によっ

て

　　　　　　Rt×R≦R×R’　⇔　R×（R◇R’）≦R

であるから，性質3（1）（2）（3）による。　　　　　　　　　　　　（証明終〉

　上記の性質46は次のようにして直接示すこともできる。

　まず，（1）についてはS×R≦RからR≦S’◇Rとなり，R×S≦RからS≦R’
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◇Rとなる。したがって，転置してS’≦R◇RであるからR≦S◇R≦R◇R◇

Rとなり，R≦R◇R◇RすなわちR2≦R◇Rが得られる。

　同様に（2）については，S×R≦RからS≦R◇Rtとなり，　R’×R≦R×R’か

らR◇R≧R◇R’となる。したがって，転置してR◇R’≦R◇Rとなるので，S

≦R◇R’≦R◇RとなりR×S≦Rが得られる。

　（3）については，S×R≦RからR×R’≦S’となり，　S×R≦Rから転置して

R’×S’≦R’となるので，これからS’×R≦Rとなり，R×R’×R≦Rが得られる。

［注意3］上記の性質46（2）において，R’×R≦R×R’をR×R’≦R’×Rで置き

換えて得られる命題は一般には成立しない。すなわち，一般には，「S×R≦

R，R×R「≦R’×R⇒R×5≦R」とはならない。いま

　　　　R一園3欄

とおけば，S×R≦R，　R×R’≦R’×Rであるが，　R×S≦Rとはならない。

［性質47］R×S≦Rのとき

（1）　S＞＜R≦R　⇒　R2≦、R◇R　　　　　　　　　　　　（3）　R＞＜S≦R　⇒　R×、Rt＞くR≦」R

（2）R×R「≦R’×R⇒S×R≦R

（証明）性質46においてRをR’，SをS’とおいて転置すればよい。（証明終）

［性質48］R2≦Rのとき

（1）（R）2≦R⇒R2≦R◇1～　　　　（2）（R）2≦R⇒R×．R’×R≦R

（証明）性質46または性質47においてS＝Rとおけばよい。　　　（証明終）

　上記の性質48におけるR2≦R，（R）2≦Rを，性質8や性質9で示すような

同値な条件で置き換えることができる。また，R2≦R，（R）2≦Rを以下の性

質68や性質63に示すようなR2≦R，（R）2≦Rとなる条件で置き換えれば，性

質64，性質65，性質69，性質70などのような性質を得ることができる。

　なお，上記の性質48においてRをRとおけば

　　　　　（R）2≦R，R2≦R⇒（R）2≦R◇R，R×R’×R≦R

となるが，すでに性質11（4）（1），性質25（3）（1）で示しているように
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　　　　　（R）2≦R◇R⇔1～2≦．R◇R；R×R’×1～≦1～⇔1～×1～’×1～≦1～

であるので，性質48でRをRとおいて得られた上の命題は結局その性質48

と同一の性質となる。

［注意4］一般には，「R2≦R，　R2≦R◇R⇒（R）2≦R」とはいえない。いま

　　　　　　　R一圏

とおけば，R2≦RかつR2≦R◇Rであるが，（R）2≦Rとはならない。

［注意5］一般には，「R2≦R，　R×R’×R≦R⇒（R）2≦R」とはならない。

いま

　　　　　　　R－［i訓

とおけば，R2≦RかつR×R’×R≦Rであるが，（R）2≦Rとはならない。

［↑生質49］　（1）　R2≦R，　R＞〈R’≦R2　⇒　　（R）2≦R

（2）R2≦R，　R’×R≦R2⇒（R）2≦R

（証明）（1）R×R’≦R2≦RだからR×R’≦Rとなり，性質10（3）（1a）によっ

て（R）2≦Rとなる。

（2）上の（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質50］1～2≦R◇R，（R）2≧R⇒R2≦R

（証明）（R）2≧RからR◇R≦Rとなるので，R2≦R◇R≦Rとなる。（証明終）

［注意6］一般には，「R×R’×R≦R，（R）2≧R⇒R2≦R」とはならない。

いま

　　　　　　　R一圓

とおけば，R×R’×R≦R，（R）2≧Rであるが，　R2≦Rとはならない。

［性質51］（1）R2≦R◇R，　R≦R×R’⇒　R2≦R
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（2）R2≦R◇R，　R≦R’×R　⇒　R2≦R

（証明）（1）R2≦R◇R⇔R2×R’≦Rであるから

　　　　　　R2＝R×R≦R×（R×R’）≦R

（2）R2≦R◇R　⇔　R’×R2≦Rであるから

　　　　　　R2・R×R≦（R’×R）×R≦R　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質52］（1＞R×R’×R≦R，R≦R×R’⇒　R2≦R

（2）　、R＞〈R’〉くR≦R，　R≦Rt×R　　⇒　　、R2≦R

（証明）（1）R2ニR×R≦（R×R’）×R≦R

（2）R2　・R×R≦R×（R’×R）≦R　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［Jt生質53］　（1）　R2≦R◇R，　1≦R’　⇒　　R2≦R

（2）R×R’×R≦R，1≦R’　⇒　R2≦R

（証明）1≦R’のときR≦R×R’となるから性質51（1），性質52（1）による。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質54］（1）R2≦R◇R，1≦R　⇒　R2≦R

（2）R×R’×R≦R，1≦R⇒R2≦R

（証明）1≦R⇔1≦R’であるから性質53による。　　　　　　（証明終）

［性質55］［2，7］（1）R2≦R◇R，　R〈1＝＝O　⇒　R2≦R

（2）R×R’×R≦R，R〈1＝0　⇒　R2≦R

（証明）R〈1＝0⇔1≦Rであるから性質54による。　　　　　（証明終）

　以下の性質56から性質62までは上の性質55によって明らかである。

［性質56］（1）R2≦R◇R，▽R＝O　⇒　R2≦R

（2）R×R’×R≦R，▽R・・O⇒R2≦R

［性質57］（1）R2≦R◇R，　Rm〈1＝0（mは自然数）⇒　R2≦R

（2）R×R’×R≦R，Rm〈1・・O（mは自然数）⇒　R2≦R

［」1生質58］　（1）　R2≦R◇R，　R2／＼1＝0　　⇒　　R2≦R

（2）R×Rt×R≦R，　R2〈1＝0　⇒　R2≦R

［↑生質59］　（1）　R2≦R◇R，　R3／＼1＝0　　⇒　　R2≦R

（2）R×R’×R≦R，R3〈1＝0　⇒　R2≦R
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［性質60］（1）R2≦R◇R，R”　－O⇒R2≦R

（2＞　R＞〈R’〉〈R≦R，　Rn＝0　　⇒　　R2≦R

［注意7］一般には，「R2≦R，　R”　・O⇒R2≦R◇R」とはならない。いま

　　　　0110

R＝　0000
　　　　0100

　　　　0000

とおけば，R2≦R，　R”　－Oであるが，　R2≦R◇Rとはならない。

［注意8］一般には，「R2≦R，　R”　・o⇒R×R’×R≦R」とはならない。いま

　　　　0010

Rニ　0000
　　　　0000

　　　　0100

とおけばR2≦R，　R”　・oであるが，　R×Rt×R≦Rとはならない。

［性質61］（1）（R〈1）2≦（R〈1）◇（R〈1）⇒（R〈1）2≦R〈1

（2）（R〈i）×（R〈7）t×（R〈7）≦R〈7⇒（R〈7）2≦R〈ア

［性質62］（1）（△1～）2≦（△R）◇（△R）⇒（△R）2≦△R

（2）（△R）×てZ可’×（△R）≦△R⇒（△R）2≦△R

　［↑生質63］　［8，　23］　　R2≦R，　R＞R「＞1＝E　　⇒　　（R）2≦R

　［Jt生質64］　［11］　　R2≦R，　R＞R’V1＝E　　⇒　　R2≦R◇R

（証明）性質63によって，「R2≦R，　R＞R’VI＝E⇒　（R）2≦R」となるので，

性質48（1）によってR2≦R◇Rとなる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意9］一般には，「R2≦R◇R，　RVR’V1＝E⇒R2≦R」とはならない。

たとえば

　　　　　　　R一團

とおけば，R2≦R◇R，　RVR’V1ニEとなるが，　R2≦Rとはならない。
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　なお，性質66で示すように次の命題は成立する。

　　　　　　R2≦R◇R，　R〈R’≦1　⇒　R2≦R

［性質65］R2≦R，　R＞R’＞1・・E⇒R×R’×R≦R

（証明）性質63によって，「R2≦R，　R＞R’＞1－＝E⇒　（R）2≦R」となるので，

性質48（2）によってR×R’×R≦Rとなる。　　　　　　　　　　　（証明終）

［注意10］一般には，「R×R’×R≦R，RVR’＞1ニE⇒R2≦R」とはならな

い。いま注意9のRを用いればR×R’×R≦R，R＞R’V1＝Eとなるが，　R2≦

Rとはならない。

［性質66］［ll］R2≦R◇R，　R〈R’≦1⇒　R2≦R

［注意11］一般には，「R×R’×R≦R，R〈R’≦1⇒R2≦R」とはならない。

いま

　　　　　　　R一圏

とおけば，R×R’×R≦R，　R〈R’≦1であるが，　R2≦Rとはならない。

［性質67］R2≦R◇R，　R＞R’V1－E⇒　（R）2≦R

（証明）性質11（1）（4）によって，R2≦R◇R　⇔　（R）2≦R◇Rであり，また

　　　　　　　　RVRtv1＝E　　⇔　　R〈R’≦1

であるから，性質66においてRをRとおけばよい。　　　　　　（証明終）

［注意12］一般には，「R×R’×R≦R，RVR’VI＝E⇒（R）2≦R」とはなら

ない。いま

　　　　　　　R一圏

とおけば，R×R’×R≦R，　R＞R’＞1ニEであるが，（R）2≦Rとはならない。

［性質68］［12］　（R）2≦R，R〈R’≦1⇒R2≦R

［性質69］　　　（R＞2≦R，R〈R’≦1⇒R2≦R◇R

（証明）性質68によって，「（R）2≦R，R〈R’≦1⇒R2≦R」となるので，性
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質48（1）によってR2≦R◇Rとなる。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質69においてRをRとおけば，「R2≦R，　R〈R’≦1⇒（R）2≦R◇R」

となるが，R〈R’≦1⇔RVR’＞1＝＝Eであり，また性質11（4）（1）によって

（R）2≦R◇R⇔R2≦R◇Rであるから，「R2≦R，　R＞R’＞1＝E⇒R2≦R◇R」

となる。これはすでに示している性質64である。

［注意13］一般には，「R2≦R◇R，　R〈R’≦1⇒（R）2≦R」とはならない。

いま

　　　　　　　R－［翻

とおけば，R2　・O≦R◇R，　R〈R’＝0≦1であるが，（R）2≦Rとはならない。

　なお，すでに性質66で示しているように次の性質は成立する。

　　　　　　　　R2≦R◇R，　R〈R’≦1⇒R2≦R

　［’性三質70］　　（R）2≦R，　　R／＼R’≦1　　⇒　　R＞〈R’〉〈R≦R

（証明）性質68によって，「（R）2≦R，R〈R’≦1⇒　R2≦R」となるので，

性質48（2）によってR×R’×R≦Rとなる。　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質70についても，性質69のときと同様に，RをRとおけば

　　　　　　　R2≦R，　R〈R’≦1⇒R×R’×R≦R

となり，性質25（3）（1）によってR×R’×R≦R⇔R×R’×R≦Rであるから

　　　　　　R2≦R，　R＞R’V1　一　E⇒R×R’×R≦R

が得られるが，これはすでに示している性質65である。

［注意14］一般には，「R×R’×R≦R，R〈R’≦1⇒（R）2≦R」とはならな

い。いま注意13のRを用いればR×R’×R≦R，R〈R’≦1であるが，（R）2・・E

であって，（R）2≦Rとはならない。
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4．まとめ

　推移性およびnegative　transitivityのもとでの，semitransitive関係および

Ferrers関係の初等的な性質を得た。またsemitransitive関係およびFerrers関

係の同値条件について考察をおこない，自明なもの，よく知られていると思

われるものも含めて整理した。これらはほとんど明らかであるが，

semitransitive関係やFerrers関係は様々な応用においてその形をかえて出現

することがあり，同値な定義の条件を整理しておくことは有意義なことであ

ると考えられる。

　本論文で議論したsemitransitive関係やFerrers関係については，　negatively

transitive関係の性質の一般化との関連でさらに考察を進めることによりいく

つかの興味深い性質が得られそうである。これについて調べることは今後の

課題の1つである。
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