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　　　非対称性のもとで推移性と

　　　　同値な関係条件の階層性

Hierarchy　of　Relational　Conditions　Equivalent　to

　　　　　Transitivity　under　Asymmetry

橋　本　　　寛

HASHIMOTO，　Hiroshi

A1：）stract

　Aset　of　relational　conditions　which　become　equivalent　to　transitivity　under　asymmetry

is　considered　and　its　hierarchy　is　clarified。　First　the　set　of　conditions　is　partitioned　illto

equivalellt　groups　without　an　assumption　of　asymmetry，　and　the　hierarchy　of　the　equiva－

lent　groups　is　examined　by　using　implication　between　conditions．　Then　under　each　of

irreflexivity，　asymmetry，　and　nilpotency　equivalent　conditions　are　obtained．

1．はじめに

　よく知られているように，推移関係は選好などの関係構造を取り扱う多く

の応用において重要な二項関係であるが［1，2，3，9，10］，非対称性の

もとで推移性と同値な関係条件がいくつか知られている［7］。本論文では，

非対称性のもとで推移性と同値となることがほとんど自明である条件の集合

に関して，これらの条件を非対称性を仮定せずにいくつかの同値なグループ

に分割し，さらにグループ間の導出関係を，グループを代表する条件間で調

べることにより条件集合の階層構造を明らかにしている。また，非反射性，

非対称性，べき零性を仮定した場合の同値な条件のグループについても簡単

に考察を行っている。
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2．定義

　本論文で使用する演算や記法に関して，以下のように定義する。0，1の

値をとるx，アに対して

　　　　X＞y＝＝max（X，　y），

　　　　x〈アニmin（κ，ア），

　　　　x＝1－x
と定める。次に，0，1の要素をもつn次プール行列R＝［アiノ］，S＝［砺］

に対して

　　　　R＞S＝［ri／VSiノ］，

　　　　R〈sニ［riノ〈Si」］，

　　　　Rt＝［ry・，］，

　　　　R＝レヴ］，

　　　　△RニR〈Rt，

　　　　▽R＝R〈Rt，

　　　　R×S＝［（r、1〈Sl，）〉（r、・・Z〈S，、＞＞…〉（r、n〈Snノ）］，

　　　　Ri＝．R，

　　　　Rk＋1　＝＝　Rk　×　R，　k　ニ　1，　2，　・。・，

　　　　R≦S⇔riJ≦Si」，ちノ＝・1，2，…，n

と定める。なお、演算〈は〉より優先されるものとする。たとえば，O，1

の値をとるx，y，　zに関してx〈y＞zは（x〈y）＞zを意味し，ま

た0，1の要素をもつn次プール行列R，S，　Tに関してもR〈S＞S〈T

は（R〈S）〉（S〈T）を意味する。

　特殊なプール行列として，単位行列を1＝［δ。］（δヴはクロネッカーの

デルタ）で，すべての要素が0である零行列を0で示す。R〈1＝0なる

プール行列Rは非反射的関係を表現し，▽R＝0なる行列Rは非対称的関

係を表現し，Rnニ0なるRはべき零であるといわれる。
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3．結果

　まず，ここでの考察の対象となる条件の集合を示す。これらの条件は，以

下で示すように，非対称性のもとで推移性と同値となるものであるが，少数

の基本的条件から一定の規則で機械的に構成されたものである。この条件集

合の中には一般に同値となるもの，一定の仮定のもとで同値となるものなど

が含まれている。まず，これらの条件に関して一般に成立する基本的性質を

調べることにより，条件集合の階層性を明らかにする。また，非反射性すな

わちR〈1＝0のとき同値となる条件のグループ，さらに非対称性すなわ

ち▽R＝Oのとき同値となるもの，とくにべき零性すなわちR”＝oのとき

同値となるものを示す。

［条件集合1］

（a1）R2≦R

（a2）　R2　≦　R／＼1

（a3）　、R　2　≦△R

（a4）　R＞〈（R／＼1）≦　R

（a5）　R＞〈（R／＼1）≦R／＼1

（a6）R×（R〈1）≦△R

（a7）　」R＞〈△R≦　R

（a8）　R＞＜△R≦R／＼1

（a9）　R×△、R≦△R

（a10）（R〈1）×R≦1～

（a11）（R〈1）×R≦R〈1

（a12）（R〈1）×R≦△R

（a13）　（R／＼1）2　≦R

　（a14）　（R／＼1）2　≦R／＼1

　（a15）　（R／＼1）2　≦△R

（a16）（R〈1）×△R≦R　　　　　　　　　　　　　　、

　（a17）　（R／＼1）〉〈△R≦R／＼1



一
4－（4） 第52巻第1号

（a18）（R〈1）×△R≦△R

（a19）　△R＞＜R≦R

（a20）　△R＞＜R≦R／＼1

（a21）△R×R≦△R

（a22）　△R＞＜（R／＼1）≦1～

（a23）　△R＞〈（R／＼1）≦R／＼1

（a24）　△R＞〈（R／＼ノ）≦△R

（a25）　（△R）2　≦R

（a26）（△R）2≦R〈1

（a27）　（△R）2　≦△R

（b1）R2≦RVJ

（b2）　R2　≦△R＞1

（b3）　R＞〈（1～／＼1）≦RV1

（b4）　、R＞〈（R／＼1）≦△RV1

（b5）　R＞＜△R≦R＞1

（b6）　R×△R≦△R＞1

（b7）　（R〈1）〉＜R≦R＞1

（b8）　（R／＼1）〉〈R≦△RV1

（b9）　（R／＼」r）2　≦R＞1

（b10）（1～〈1）2≦△1～VI

（b11）　（R〈1）×△R≦R＞1

（b12）　（Rノ＼1）〉〈△1～≦△1～〉ノ

（b13）　△R＞＜、R≦」R＞1

（b14）　△R＞＜R≦△RV1

（b15）　△R＞く（R／＼1）≦、RV．1

（b16）　△R×（R〈1）≦△R＞1

（b17）　（△R）2　≦R＞1

（b18）（△1～）2≦△R＞1
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（c1）R2≦△R＞R〈1

（c2）　R＞〈（R〈1）≦△RVR／＼1

（c3）　R＞〈△R≦△RV1～／＼1

（c4）　（Rノ＼1）〉〈R≦△、R＞R／＼1

（c5）　（R／＼1）2　≦△R＞R／＼1

（c6）（R〈1）×△R≦△RVR〈1

（c7）　△R＞くR≦△RVR／＼1

（c8）△R×（R〈1）≦△RVR〈1

（c9）　（△R）2　≦△RVR／＼1

　上記条件集合において，（a1）のR2≦RなるRは推移関係を表現するプー

ル行列であり，（a27）の（△R）2≦△RなるRはquasi－transitive関係を表

現する行列である［9，10］。

3．1　条件集合の階層構造

　条件集合1で与えられた各条件について，一般に同値であるものを求めて，

条件集合を同値な条件のグループに分割し，さらにその同値なグループ間の

導出関係を調べることにより，条件集合の階層構造を明らかにする。

［性質1］［7］次の条件は同値である。

（a2）1～2≦R〈1

（a3）　R2　≦△R

　上記の各条件はR2≦R，　R〈1＝0と同値である［5］。すなわち非反

射的推移関係を表現する行列となっている。

［’1生質2］（a2）R2≦R〈ア⇒（a5）R×（R〈1）≦R〈1

（証明）R〈ア≦Rであるから明らかである　　　　　　　　　（証明終）

［性質3］［7］次の条件は同値である。

（a5）　R＞〈（R〈」　）≦R〈1
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（a6）R×（R〈ア）≦△R

（a11）（R〈1）×R≦R〈ア

（a12）　（R〈ア）×R≦△R

（a14）　（R／＼ア）2　≦R／＼ア

（a15）　（R／＼1）2　≦△R

［性質4］次の条件は同値である。

（c1）R2≦△RVR〈1

（c2）R×（R〈ア）≦△R＞R〈1

（c4）　（R／＼1）〉＜R≦△R＞R／＼1

（証明）（c1）⇒（c2）R×（R〈ア）≦R2≦△RVR〈1

（c1）⇒（c4）　（R／＼ア）〉＜R≦R2≦△R＞R／＼1

（c2）⇒（c1）r、k〈rkノ＝1とおく。このときr，、〈π＞r、J’〈δ　、y＝1となる

ことを示す。k≠ノならば明らかであるのでk＝ノとする。このときri，〈r“

＝ 1。’＝ノであれば明らかであるからi≠ノとする。もしr」J＝1ならばr、、

〈ア〃〈δノ、＝・1からr、1〈ri，　V　r、、〈δ、、ニ1となるが，これは矛盾するので

rji＝0。したがってri」〈ア〃＝1。

（c4）⇒（c1）rik〈rky＝1とおく。このときr、」〈厚＞r、．i〈δ　，y＝1となる

ことを示す。i≠kならば明らかであるのでi＝kとする。このときr，，〈r．

＝ 1。i＝ノであれば明らかであるからi≠ノとする。もしr、，＝1ならばr，1

〈δ」，〈rilニ1からろr〈r，、＞r，t〈δ、i－－1となるが，これは矛盾するので

r、・、　＝　O。したがってri，〈r，、　・＝1。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質5］次の条件は同値である。

（a5）　R＞〈（R／＼ア）≦R／＼ア

（c1）R2≦△R＞R〈1

（証明）（a5＞⇒（c1）r、k〈rk、＝1とおく。このときri、〈葬＞r，、〈δ，，＝

1となることを示す。

（1）k≠ノのとき

　r、y〈δり＝1となるから砺＝1，i≠ノ。もしrji＝1ならばr、J〈ア刀く
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δノ、＝1からri、〈瓦二1となるが，これは矛盾するのでrj、　＝O。したがっ

て砺く砺＝1。

（2）k＝ノのとき

　r、」〈r〃＝1となる。i＝」のときはr、」〈δり＝r、コ〈δii＝1となる。ま

た∫≠ノのときは，もし恥＝1ならば砺く塩くδpニ1からrii〈δ，，＝1

となり，これは矛盾するのでr、1＝0。したがってんくアμ＝1。

（c1）⇒（a5）r、k〈砺く瓦二1とおく。このときr，、」’〈δり＝1となること

を示す。r、k〈rk、＝＝　1からんく厚V砺くδ，ノ＝1となり，　ri、＝1。もしr、i

＝1であればη1〈rik＝1からrJk〈兀V取くδ、F　1となるがrk、＝1だ

からry　k〈δノ，＝1となり，δ、k＝1，ノ＝んとなる。しかし，これは矛盾す

る。したがってrj、　＝＝0となり，　r、」　＝1だからi≠ノとなる。よってr、」〈δワ

＝
1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，次の性質も知られている。

［性質6］［4］次の条件は同値である。

（a14）　（R／＼1）2≦R／＼1

（c1）R2≦△R＞R〈1

［性質7］次の条件は同値である。

（a5）　R＞く（R／＼1）≦R／＼1

（a6）R×（R〈1）≦△R

（a11）（R〈1）×R≦R〈1

（a12）　（R／＼1）〉〈R≦△R

（a14）　（R／＼1）2≦R／＼1

（a15）　（R／＼1）2≦△R

（c1）R2≦△R＞R〈1

（c2）R×（R〈1）≦△RVR〈1

　（c4）　（R／＼1）〉＜R≦△R＞R〈1

　（証明〉性質3，性質4，性質5による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上記の各条件はR2≦R，▽R≦1と同値である［4］。すなわち，　R
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は反対称的推移関係を表現する行列となっている。

［性質8］（a5）R×（R〈ア）≦R〈ア⇒（c5）（R〈ア）2≦△R＞R〈／

（証明）性質7（a5）（a15）によって，　R×（R〈ア）≦R〈アのとき

　　　　　　　（R〈1）2≦△R≦△R＞R〈1　　　　　　　　　（証明終）

［J陛質9］　（a5）　R×（R〈ア〉≦ノ～〈ア⇒（b2）　R2　≦△R＞1

（証明）性質7（a5）（c1＞によって，　R×（R〈ア）≦R〈アのとき

　　　　　　R2≦△R＞R〈1≦△R＞1　　　　　　　　　　（証明終）

［性質10］次の条件は同値である。

（b2）　R2　≦△R＞1

（b4）　、R×（R〈ア）≦△R＞1

（b8）　（Rノへ1）〉くR≦△RVI

（証明）（b2）⇒（b4）　R×（R〈ア）≦R2≦△R＞1

（b2）⇒（b8＞　（R／＼ア）×R≦R2≦△R＞1

（b4）⇒（b2）　rlk〈rk、＝1とおく。このときr、」〈耳〉δu＝1となること

を示す。k≠ノならば明らかであるからk＝ノとする。このときr，、〈r、、＝

1。i＝ノのときは明らかであるから’≠ノとする。もしr、i＝1であればr〃

〈r〃〈δ、、＝1からr〃〈r、、〉δ」，＝1となり，7〃〈ア耳＝1となるが，こ

れは矛盾するのでr、、＝0。したがってr，、〈Z，ニ1。

（b8）⇒（b2）　r、k〈rkJ＝1とおく。このときr、y〈万Vδ、ノ＝1となること

を示す。i≠kならば明らかであるからi＝kとする。このときril〈ri、＝

1。i＝ノのときは明らかであるからi≠ノとする。もしr、、＝1とすればr、J

〈δ、1〈rii＝1からrp〈砺Vδ〃＝1となり，　r／1〈π＝1となるが，こ

れは矛盾するのでr、、・O。したがってri、〈琴＝1。　　　　　　（証明終）

［性質11］　（c5＞　（R〈ア）2≦△R＞R〈1⇒（a1）R2≦R

（証明）　r、k〈rk、＝1とおく。このときr，、＝1となることを示す。

（1）’＝kのとき：r、」＝砺＝1

（2＞k＝ノのとき：砺＝r、k　＝：1

（3）i≠k，k≠ノのとき
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ん〈7μ＞r、」〈（S　，j＝1となり，砺く砺V砺くδ　，，≦ri」であるから，7。＝

1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［’t生質12］　（c5）　（R〈ア）2≦△R＞R〈」「⇒（b10）　（R〈1）2≦△R＞ノ

（証明）R〈1≦1であるから明らかである。

［↑生質13］　（b2）　R2≦△RV1⇒（b10）　（R／＼1）2≦△RV1

（証明）R〈1≦Rであるから明らかである。

［性質14］［6］次の条件は同値である。

（a1）R2≦R

（a4）　R＞く（R／＼1）≦R

（a10）（R〈1）×R≦R

（a13）　（R／＼1）2≦R

［↑生質15］　（a1）　R2≦、R⇒（b1）　R2≦R＞1

（証明）R≦R＞1であるから明らかである。

［’t生質16］　（b10）　（R〈1）2≦△RV1⇒（b1）　1～2≦、R＞ノ

（証明）

（1）’＝kのとき：r、j＝rk」＝1

（2）k＝ノのとき：rり＝塩＝1

（3）i≠k，k≠ノのとき

　r、J〈ア〃Vδ、j＝・1となり，したがってr、」Vδ　，，ニ1。

［性質17］［8］次の条件は同値である。

（b1）1～2≦R＞1

（b3）　R×（R〈1）≦、R＞1

（b7）　（R〈1）×R≦、R＞1

（b9）　（R／＼1）2≦R＞1

［性質18］（b1）R2≦R＞1⇒（a9）R×△R≦△R

（証明終）

（証明終）

（証明終）

rik〈rk、＝1とおく。このときん〉δ、、＝1となることを示す。

（証明終）

（証明）r、k〈rk、〈取＝1とおく。このとき，　i≠ノ，　k≠ノ。またr、k〈rk、＝

1から㌦Vδ、ノ＝1。i≠ノだからr，ノ・＝1。もしr、，＝1であれば，　rノ、〈r、k＝

1からr」，Vδ、k＝1となり，　k≠ノであるからrj　k＝1となるが，これは矛盾
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するのでr、、＝0。したがってri，〈r」，＝1。　　　　　　　　　（証明終）

［’駐生質19］　（b1＞　R2≦R＞1⇒（a21）　△、R＞く、R≦△、R

（証明）r、k〈rk、〈rk，＝1とおく。このとき，　i≠ノ，　i≠k。またr、k〈砺

＝ 1からri、〉δ、、＝1。i≠ノだからri、＝1。もしr、i－－1であれば，　rk，〈

r〃＝1からrki　Vδ　，、＝1となり，　i≠kであるからrkiニ1となるが，これ

は矛盾するのでr、、＝0。したがってri、〈ろ、＝1。

［性質20］［7］次の条件は同値である。

（a9＞　R＞〈△R　≦△R

（a18）　（R／＼1）〉〈△R≦△R

［性質21］次の条件は同値である。

（b6）　R×△1～≦△R＞1

（b12）　（Rノへ1）×△R　≦△R　＞1

（証明）（b6）⇒（b12）（R〈1）×△R≦R×△R≦△R＞J

（証明終）

（b12）⇒（b6）r、k〈rkj〈r」k　・＝1とおく。このときアリ〈r、・i＞δ　，、＝1とな

ることを示す。i≠kのときは明らかであるから’ニkとする。このときril

〈砺くr、t＝1となり，　r、J〈rji＝1。

［性質22］次の条件は同値である。

（c3）　R＞〈△R≦△R＞R／＼1

（c6）（R〈1）×△R≦△R＞R〈1

（証明）（c3）⇒（c6）（R〈1）×△R≦R×△R≦△R＞R〈1

（証明終）

（c6）⇒（c3）r、k〈rkJ〈rjk＝1とおく。このときr、、」・〈r〃Vr、」〈δり＝1と

なることを示す。i≠kのときは明らかであるからi＝kとする。このとき

ril〈r，ノ〈r、t＝1となり，　riノ〈η1＝1。　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質23］次の条件は同値である。

（a9）　R＞〈△1～≦△R

（b6＞　R×△R≦△R＞1

（証明〉（a9）⇒（b6）R×△R≦△R≦△R＞1

（b6）⇒（a9）r、k〈r、、〈取＝1とおく。このときr、、〈rji＝1となることを
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示す。仮定からi≠ノでri，〈r、，〉δヴ＝1となる。　i≠ノだからri，〈rji－－

1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質24］　次の条件は同値である。

（a9）　R＞＜△1～≦△R

（c3）　R＞く△R≦△RVR／＼1

（証明）（a9）⇒（c3）R×△R≦△R≦△RVR〈1

（c3）⇒（a9）rik〈砺くr」k＝1とおく。このときr、コ〈r、・、　＝1となることを

示す。仮定からi≠ノでr、、〈r、iV　ri、〈δ、、ニ1となる。　i≠ノだからri、〈

r，1ニ1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質25］次の条件は同値である。

（a9）　R＞〈△R≦△R

（a18）　（R／＼1）〉〈△R≦△R

（b6）　R＞〈△R≦△RV1

（b12）（R〈1）×△R≦△R＞1

（c3）　R＞〈△R≦△」R＞R／＼1

（c6）（R〈1）×△R≦△R＞R〈1

（証明）性質20，性質21，性質22，性質23，性質24による。

［性質26］［7］次の条件は同値である。

（a21）△R×R≦△R

（a24）　△R＞＜（R／＼1）≦△R

［性質27］次の条件は同値である。

（b14）　△R×R≦△1～V1

（b16）△R×（R〈1）≦△RV1

（証明）（b14）⇒（b16）△R×（R〈1）≦△R×R≦△R＞1

（証明終）

（b16）⇒（b14）r、k〈rki〈rkjニ1とおく。このとき砺くr〃Vδ，、」，ニ1とな

ることを示す。k≠ノのときは明らかであるからk＝ノとする。このときri、

〈r、、〈r、、＝1となり，ri、〈rノ、＝1。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質28］次の条件は同値である。
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（c7）　△R＞＜R≦△R＞R／＼1

（c8）　△R＞＜（R／＼1）≦△R＞R／＼1「

（証明）（c7）⇒（c8）△R×（R〈1）≦△R×R≦△R＞R〈1

（c8）⇒（c7）r、k〈rki〈rk」＝1とおく。このとき砺〈r、・i＞砺くδiノ＝1

となることを示す。k≠ノのときは明らかであるからkニノとする。このと

きri，〈r」t〈r“＝1となり，　ri、〈r、t＝1。　　　　　　　　　（証明終）

［性質29］次の条件は同値である。

（a21）△R×R≦△R

（b14）　△R＞＜R≦△1～＞1

（証明）（a21）⇒（b14）△R×R≦△R≦△R＞1

（b14）⇒（a21）r、k〈rk、〈rk」＝：1とおく。このときr、、J・〈rji＝1となるこ

とを示す。rk、〈砺＝1からitノとなり，

i≠ノだからr、j〈r〃＝1。

［性質30］次の条件は同値である。

（a21）△R×R≦△R

（c7）△R×R≦△R＞R〈1

またri」〈rノ冨〉δ　，j＝＝1となるが，

　　　　　　　　　　（証明終）

（証明）（a21）⇒（c7）△R×R≦△R≦△R＞R〈1

（c7）⇒（a21）r、k〈rki〈rk」ニ1とおく。このときrりくγ〃ニ1となること

を示す。rk、〈rk、＝1からi≠ノとなり，

るが，i≠ノだからん〈rilニ1。

［性質31］次の条件は同値である。

（a21）　△1～〉＜R≦△R

（a24）　△R＞〈（R／＼1）≦△1～

（b14）　△、R×R≦△RV1

（bl6）　△R＞〈（R／＼1）≦△R＞ノ

（c7）△R×R≦△RVR〈1

（c8）　ムノ～〉＜（R／＼1）≦△R＞R／＼ノ

またr、」〈アμVr、」〈δり＝1とな

　　　　　　　　　　（証明終）

（証明）性質26，性質27，性質28，性質29，性質30による。 （証明終）
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［）E生質32］　（a9）　R＞〈△R≦△R⇒（a7）　R＞〈△、R≦R

（証明）△R≦Rであるから明らかである。

［’性三質33］　（a21）　△R＞〈R≦△R⇒（a19）　△R＞〈R≦R

（証明）△R≦Rであるから明らかである。

［性質34］［7］次の条件は同値である。

（a7）R×△R≦R

（a8）1～×△R≦R〈ノ

（a16）（R〈ノ）×△R≦R

（a17）　（R／＼1）〉〈△R≦R／＼1

［性質35］次の条件は同値である。

（b5）　、R＞＜△R≦R＞1

（b11）　（R／＼1）×△R≦RV1

（証明）（b5）⇒（b11）（R〈1）×△R≦R×△R≦RVI

（証明終）

（証明終）

（b11）⇒（b5）r、k〈rkノ〈取二1とおく。’≠kのときは明らかだから’＝k

とする。このときrii〈アリ〈rji＝1となり，砺＝1。

［性質36］次の条件は同値である。

（a7）R×△R≦R

（b5）　R×△R≦RVI

（証明）（a7）⇒（b5）R×△R≦R≦RVI

（証明終）

（b5）⇒（a7）r、k〈砺〈取・＝1とおく。このときi≠ノで7り〉δ〃＝1とな

り，ri、＝1となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質37］次の条件は同値である。

（a7）　R＞〈△R≦R

（a8）R×△R≦R〈1

（a16）（R〈1）×△R≦R

（a17）　（R／＼1）〉〈△R≦1～／＼1

（b5）　R＞く△R≦RV1

（b11）　（R〈ア）×△R≦RV1
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（証明）性質34，性質35，性質36による。

［性質38］［7］次の条件は同値である。

（a19）　△R×R≦R

（a20）　△R＞＜R≦R／＼1

（a22）　△R＞〈（R／＼1）≦R

（a23）　△R＞〈（R／＼1）≦R／＼1

［性質39］次の条件は同値である。

（b13）　△R×R≦R＞1

（b15）　△R×（R〈1）≦RV1

（証明）（b13）⇒（b15）△R×（R〈ア）≦△R×R≦R＞1

（証明終）

（b15）⇒（b13）r、k〈rki〈rk、＝1とおく。このときr＞δり＝1となるこ

とを示す。k≠ノのときは明らかだからk＝ノとする。このときri、〈琢〈

r、ノ＝1となり，ri，＝：1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質40］次の条件は同値である。

（a19）　△R＞〈R≦1～

（b13）　△R＞＜R≦R＞1

（証明）（a19）⇒（b13）△R×R≦R≦R＞1

（b13）⇒（a19＞r、k〈rk、〈rkノ＝1とおく。このときi≠ノで，　ri、〉δ，，＝1

となり，r、」＝1。

［性質41］次の条件は同値である。

（a19）　△R＞くR≦R

（a20）△R×R≦R〈1

（a22）　△R＞〈（R／＼ア）≦R

（a23）　△R＞＜（R／＼1＞≦R／＼1

（b13）　△」R＞＜R≦、R＞ノ

（b15）　△R＞〈（R／＼1）≦R＞1

（証明）性質38，性質39，性質40による。

［’卜生質42］　［7］　（a7）　R＞く△R≦R⇒（a27）　（△R）2≦△R

（証明終）

（証明終）
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［翌生質43］　［7］　（a19）　△R＞〈R≦R⇒（a27）　（△R）2≦≡△、R

［性質44］次の条件は同値である。

（a27）　（△R）2≦△R

（b18）（△R）2≦△R＞∬

（C9）　（△R）2≦△R＞R／＼1

（証明）（a27）⇒（c9）⇒（b18）（△R）2≦△R≦△R＞R〈1≦△R＞1

（b18）⇒（a27）rik〈π〈rk，〈環＝1とおく。このときi≠ノで，7。〈r、・i

＞δりニ1となり，rij〈写二1。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質45］（a27）（△R）2≦△R⇒（a25）（△1～＞2≦R

（証明）△R≦Rであるから明らかである。　　　　　　　　　　（証明終）

［性質46］［7］次の条件は同値である。

（a25）　（△R）2≦R

（a26）（△R）2≦R〈1

［性質47］次の条件は同値である。

（a25）　（△R）2≦R

（b17）　（△R）2≦R＞1

（証明）（a25）⇒（b17）（△R）2≦R≦R＞1

（b17）⇒（a25）rik〈π〈rkノ〈取＝1とおく。このときi≠ノで，　r、j＞δり＝

1となり，r，、＝1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質48］次の条件は同値である。

（a25）　（△R）2≦R

（a26＞　（△R）2≦R／＼1

（b17）　（△R）2≦R＞1

（証明）性質46，性質47による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　条件集合1の各条件問の導出関係を図示すると次の図1のようになる。同

一
の長方形の中にあるものは互いに同値であり，有向グラフでいえば強連結

成分に相当している。図中の矢印（枝）はその方向で導出できることを示し

ているが，冗長な枝は推移簡約されており，ハッセ線図の形式で示されてい
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　　↓

a5，　a6，　a11，　a12，　a14，　a15，　c1，　c2，　c4

　　　　　　　　　　　　　　　↓　　↓

　　　　　　　　　　　　　　匝］b2，b4，b8

　　　　　　　　　　　　　　↓↓↓

　　　　　　・1，・4，・10，・13「亘国

　　　　　　　　　　　　　　↓　↓

　　　　　　　　　　　　　　b1，　b3，　b7，　b9

　　　　　　　　　　　　　　↓　　↓

　　　a9，　a18，　b6，　b12，　c3，　c6　　　a21，　a24，　b14，　b16，　c7，　c8

　　　　　　　　　↓　　　　　　　↓

　　　a7，　a8，　a16，　a17，　b5，　bll　　　a19，　a20，　a22，　a23，　b13，　b15

　　　　　　　　　　　　　　　↓　↓

　　　　　　　　　　　　　　　a27，　b18，　c9

　　　　　　　　　　　　　　　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　a25，　a26，　b17

　　　　　　　　　　　図1　条件集合の階層構造

3．2　非反射性のもとでの条件の同値性

非反射性すなわちR〈1＝0のもとで同値となる条件を示す。

［性質49］R〈1ニ0のとき次の条件は同値である。

（a1）1～2≦R

（a2）　R2≦R／＼ア

（a3）　R2≦△R
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（a4）　R＞〈（R／＼1）≦≡R

（a5）　R＞く（1～／＼1）≦1～／＼1

（a6）R×（R〈1）≦△R

（a10＞（R〈」）×R≦R

（a11）（R〈1）×R≦1～〈1

（a12）（R〈1）×R≦△R

（a13）　（R／＼1）z≦R

（a14）　（R／＼1＞2≦R／＼1

（a15）　（R／＼1）2　≦△R

（c1）1～2≦△1～＞R〈1

（c2）　R＞〈（R／＼1）≦△RVR／＼1

（c4）　（R／＼1）〉＜R≦△R＞R／＼1

（c5）　（R／＼1）2≦△R＞R／＼1

（証明）R〈！＝0のときR・R〈ノであり，また性質1により

　　　R2≦R〈1⇔R2≦△R

であるから，明らかである。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質の一部はすでに知られている［6］。なお，上記の条件は，図

1からわかるように，無条件で同値となる条件の次の4つのグループから構

成されている。

　　　　　la2，　a3｝

　　　　　｛a5，　a6，　al1，　a12，　a14，　a15，　c1，　c2，　c4｝

　　　　　lc5｝

　　　　　｛a1，　a4，　a10，　a13｝

R〈1＝0であれば，これらのグループは合併されて単一の同値な条件のグ

ループとなる。

［性質50］R〈1＝0のとき次の条件は同値である。

（b2＞　R2≦△R＞1

（b4）　R＞く（R〈ノ）≦△RV、1
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（b8）　（R／＼1）〉〈R≦△R＞1

（b10）（R〈1）2≦△RV1

（証明）R〈1＝0のときR＝R〈1であるから，明らかである。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，すでに性質10で示しているように，（b2），（b4），（b8）はR〈1＝

0でなくても，一般に同値である。

3．3　非対称性のもとでの条件の同値性

　非対称性すなわち▽R＝0のもとで同値となる条件を示す。

［性質51］［6］　▽R≦1のとき次の条件は同値である。

（a1）R2≦R

（b1）R2≦R＞1

［性質52］　▽R＝0のとき，条件（置1），（a2），…，（c9）は同値である。

（証明）▽R・＝Oのとき，R〈1＝0であり，またR　・・　R〈1＝△Rであ

るから，条件（a1），…，（a27），（c1），…　（c9＞は同値となる。さらに性質

51によって，▽R＝0のときR2≦R⇔R2≦R＞1であるから，条件（a1），…，

（b18）は同値となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質の一部はすでに知られている［7，8］。

［性質53］R”　＝＝oのとき，条件（a1），（a2），…，（c9）は同値である。

（証明）Rn＝0のとき▽R＝0であるから性質52による。　　　（証明終）

4．まとめ

　非対称性のもとで推移性と同値となる条件について考察を行い，条件の階

層性を明らかにした。すなわち，まず非対称性を仮定せずに，条件集合を同

値なグループに分割し，導出関係をもとにしてグループ問の階層構造を調べ

た。次に，非反射性，非対称性，べき零性の各場合における条件の同値性を

調べた。ここで示された性質の多くは自明であるが，これらの条件の中には

様々な応用において興味あるものも含まれているので，多少の有用性をもつ
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ものもあるであろう。

　今後の問題として，本論文で示した性質に関しては若干一般化できる場合

があり，それらについてさらに考察を行い，一般化された性質を求めること

がある。また，本論文では，べき零性のもとで同値となる条件は非対称性の

場合と全く同一となっているが，べき零性は非対称性よりも強い条件である

から，べき零性のもとで同値となる新たな条件を調べることも興味ある問題

と思われる。
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