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概念間の演算と包含関係

橋　本 寛

1　まえがき

　言語情報の処理において，概念は重要な役割を演じており，従来種々の立

場から議論されている。概念に関する基礎的考察はすでに伝統的論理学にお

いてなされているところであるが〔1，2〕，実用上の立場からは別の面から

の議論も必要である〔3，4〕。と、くに情報検索においては，文献および検索

要求の記述のために概念が使用されるため，概念間の包含関係が重視される

〔5，6〕。

　この概念間の包含関係を表示するために，しばしばベン図表が用いられて

いる。しかし概念の個数が多くなると，特別な場合を除いて，包含関係をベ

ン図表で表示することは困難となる。この困難を切り抜けゐ一つの方法は，

概念間の包含関係を行列表示することである。この行列表示の方法Cホ以前か

ら知られていたが，その行列の実用的な構成手順が確立されていなかった。

したがって，その行列の有用性は十分認められていながらも，その行列を具

体的な問題に適用することはほとんどなされていなかった。

　これに対し筆者らは，概念間の包含関係を表示するものとして，表示行列

なるものを文献〔4〕において提案し，またその実際的な構成手順として，

2項関係による概念の分割に基く手順を与えている。しかしその文献〔4〕

においては，表示行列の構成手順および複合概念に関する種々の判定手順に

重点をおいて議論がなされているため，その手順の理論的根拠に関する議論
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が一部不十分であった。本論文では，その不備を補うために，概念の分割に

関する情報が完全である場合について，表示行列に関する手順の妥当性を示

している。さらに文献〔4〕において直観的な説明で議論を終らせていたそ

の他の箇所も，できるだけ論理的な議論に構成しなおしている。

　本論文の構成はつぎのようになっている。まず概念は一般に無限の要素を

もつ集合であるとして処理することを述べる。つぎにその無限集合に関する

演算を有限集合の演算に変換する。この過程を量子化とよぶことにする。こ

の量子化は，概念間の演算を機械的に処理する上で，きわめて有用である。

この量子化にtよって，概念算すなわち無限集合に関する演算を有限集合の演

算に置き換えることが可能となるが，さらに有限集合に関する演算を2進ベ

クトル間の演算に変換する。こうして，結局概念間の演算を有限次元のベク

トル間演算として実行することになる。本論文はその正当性について述べて

いる。

　表示行列が現実の情報処理において利用可能であると，従来観念的に考え

られていた興味深い種々の手法の実現が可能となる。また表示行列は情報検

索に関しても，これまでにはなかった新分野を開くものであることが期待さ

れる。その概要を述べるとつぎのとおりである。

（1）表示行列は新しい形式のシソーラスとして使用できる。すなわち表示行

列においては上位概念および下位概念が明確に表示されているし，また表示

行列を用いることによって，複合された概念間の包含関係，さらにはそれ以

上の細部に関する存在性の情報をも完全に知ることができる。概念の広さを

定量的に測ることもできる。このようなことは従来の樹枝状の分類表や用語

集的シソーラスではできなかったことである。

（2）包含関係に関する推論がきわめて容易におこなえるので，質問回答や定

理の自動証明において都合がよい。

（3）文献検累において，文献を単なるキーワードの集合として表現するので

はなくて，キーワードを含む式で表現しても，文献と検索質問とのマッチン

グが容易におこなえる。これまで，文献を式で表現することにより，文献の
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内容がより正確に記述できることは，観念的にはわかっていたが，文献と検

索質問とのマッチングをおこなうための満足な手法がなかった。しかし表示

行列を用いれば，文献の示す概念と質問の示す概念とのマッチングは容易に

しかも正確におこなえる。

（4）従来の検索では，検索結果は単に文献の集合で与えられればよかったが，

情報がいくつかの文献に分散しているときは，結果は式で表現されねばおか

しい。さらに，質問回答系においては，結果は式で表現されるものと考える

方がよい。このように結果を式で表現することはこれまでの情報検索ではほ

とんど考えられておらず，またそのための手法もほとんど出されていないが，

表示行列を用いれば，それも簡単に実現できる。

（5）表示行列によって概念間の類似性を求めることができる。この類似性は，

従来の統計的尺度によるものと異なって，相当信頼性の高いもあであること

が期待できる。

⑥表示行列の情報が完全でない場合は，現在までの情報では未知の事項を

自動的に求めることができる。したがって，質問回答系のような人間機械系

においては，表示行列を構成するときに機械側が必要な情報を自動的に要求

することや，未知の事項すなわち問題を人間側に提供することが可能になる。

2　概念の量子化

　本論文では，概念を集合として扱って議論していく。そのため集合論の用

語・記号を借用する。ここで概念と呼ぶものの具体的な例はつぎのようなも

のである。

　　正規行列，ユニタリ行列，エルミット行列など

　これらの概念は複素正方行列の集合を考えた場合その中の部分集合であっ

て，実在の要素をもつ（図1参照）。すなわちそれぞれの行列の具体例を持っ

て来て示すことができる。このように実在の集合に対応するものだけを，こ
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こでは概念と呼び，その他のものは概念と呼ばないことにする。

　　　　　　　　　　　　　　図1

つぎに必要な記号の定義を与える。

〔定義1〕

A，Bを集合するとき，

（1）A∩B…A，Bの積集合

（2）AUB…A，　Bの和集合

（3）A’……適当な全体集合に対するAの補集合

（4）A－B……Aに属し，Bに属さないすべての要素の集合

（5）Ai……Aのこと

（6）AO……Aのこと

（7）　φ……空集合

（8）A＝B……、4とBが集合として等しいことを示す。

（9）A⊂B……AがBの真部分集合であることを示す。

（1①　A⊆B……AがBの部分集合であることを示すを示す。

（11）A≠B……AとBが集合として等しくないことを示す。

つぎの基本的性質は証明なしに使用する。
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〔性質1〕

A，B，　Cを集合とするとき，

（1）　A＝B⇔A∩B＝φ，A∩B＝φ

（2）A⊂B⇔A∩B＝φ，A∩B≠φ

（3）A⊆B⇔A∩B＝φ⇔A∩B＝A
（4）　ノ1∩B　＝　B∩A，　AUB　＝BUA

（5）　（A∩B）∩C＝A∩（B∩C）

　　（AUB）UC＝AU（BUC）

（6）A∩（BUC）＝（A∩B）U（A∩C）

（7）　　A∩B　＝　AUB，　AUB　＝A∩B

（8）　A∩A＝A，AUA＝A
（9）　ノ1　＝A∩（BUB）

（1①　A∩A＝φ

（ll）A＝A

〔定義2〕

空でない集合を考え，それをSで示す。またSのn個の部分集合を

　Si，．S2，……，　Sn

で示す。S，　S、，　S2，……，　Snは一般に無限集合である。

　この定義の下で，

　　φ⊆Si⊆S　（i＝1，2，……，　n）

であり，またSiの補集合S，はSに対して考える。したがって

　　φ⊆蕊⊆S　（i＝1，2，……，n）

である。なおSの外の領域については何も議論しない。

　Sとして複素正方行列をとれば，正規行列，ユニタリ行列，エルミット行

列などが，それぞれSi，　S2，　S3などの例となる（図2）。
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　　　　　　　　　　　　　　　　図2

　〔定義3〕

　Xを有限集合するとき，その要素xに関する条件R（x）を満足するxに対

しr（x）で与えられるもののうち，相異なるものを要素にもつ集合Aをつぎの

形式で示す。

　　　　　Aニ∪｛r（x）IR（x）｝
　　　　　　　　XEX

ここに，特定のxに対して

　　R（x）が成立するとき｛r（x）IR（．r）｝＝｛r（X）｝

　　R（x）が成立しないとき｛r（．x）IR（X）｝＝φ

とする。もしX＝φのときはA＝φと定める。なおxに関する条件R（x）が

ないときは

　　　　　　A＝∪｛r（x）｝
　　　　　　　　XEX

と示す。

　また，Zを有限の集合または集合族とするとき，　Zに属するYに対して定

まる集合F（Y）の和を

B＝UF（Y）
　　YEZ
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で示す。もしZ＝φのときはB＝φとする。

　〔牢義4〕

　集合｛0，1｝からn回の直積によって構成される集合を｛0，1｝（n）で示し，

つぎのように定義する（n＝1，2，3，……）。

　　n＝1のとき｛0，1｝（1）＝｛（0），（1）｝　　‘　　　　、

　　n＝ん十1のとき（k＝1，2，3，…」・・），

　　｛0，1｝・h＋1・＝∪｛（x、、、，、x、、、，……，x、、），0），（x、、、，x、、、，……，．x、、），i）｝

　　　　　　　　（x〔1），x（2｝，……，　x〔k，）ε｛0，1｝（k）

　なお，（x（1＞，x（2》，・…∴，　x（n》），（g（1》，　g（2），……，　g（n））e｛0，1｝（n）について，

任意のi（i＝1，2，…・・t’，n）に対してx（・i）＝g（　i）であるとき

　　（X（1》，X（2），……，　X（n））＝（91t（1），　y（2），……，9（n））

と示す。’また少なくとも1個のノ（1≦ノ≦’ n）に対し，xω≠〃ωであるときは

　　（．X（1），　X（1），……，　X（n））≠（〃ω，　y（2），……，9（n））

、と示す。

　〔定義5〕

　SJω∩Si（2）∩……∩S窪㈲で与えられるものを基本積と呼ぶ。ここに

　　　　　（x（1），x（2），……，　x（n））ε｛0，1｝（n）

　なお，以下において（X（、），X（2），……，　X（n））＝Xとおき，　Sf（1）∩S『（2）∩

…… ∩S落ωをE（x）で，またxを明示する必要がないときはEで示すことも

ある。

　〔性質2〕

　（x（！》，x（2），……，　x（n》），（g（・），　g（2），……，9（・））ε｛0，1｝（n）に対して

　　　　Sfω∩S茅（2）∩……∩IS痔（n）≠φ，

　　　　（X（、），X（、），……，　X（。》）≠（y（1），9（、），，……，y（n））
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ならば

　（1）S♂（1）∩Sヂ（2）∩……∩Sfi（n）≠Sぞ（1）∩Sダ（2）∩……∩S痔（の

（2）（Sビω∩Sヂ（2）∩……∩S痔（n））∩（Sぞ（1）∩Sダ（2）∩……∩S霧（n））＝φ

　（証明）

　（1）Sぞ（1）∩S夢（2）∩・・…・∩S痔（n）＝Sぞ（1）∩Sダ（2）∩・・…・∩S彦（n）と仮定す

る。このとき

　　　Sf（1》∩S2x（2）∩……∩S痔（n）

　　＝（Sf（1）∩S『（2）∩……S痔（n））∩（Sぞ（1）∩Sダ（2）∩……S髪（n））

一
方，（∬ω，x（2），……，　x（n》）≠（g（1），　g（2》，……，　g（。））であるから少なく

とも1個のブ（1≦ブ≦n）については

　　x（」）≠y（」）

である。

　もし，∬ω＝1で〃ω＝0であれば

　　（Sビ（1）∩S多（2）∩……∩S｝∩……∩S痔＠））∩（SF（1）∩Sξ（2）∩…

　　　　　　　…∩s9∩……∩s彦（n））＝φ　（∵　s9∩sナニφ）

∬σ）＝0で〃σ）＝1のときも同様である。したがって

　　Sf（1）∩S夢（2）∩……∩S痔（n）＝φ

となる。これは矛盾である。

　ゆえに，S∬（1）∩Sヂ（2）∩……∩S疹＠）≠Sぞ（1）∩Sダ（2）∩……∩S㌶㈲でなけれ

ばならない。

　（2）（1）の証明より明らかである。

　この性質によって，空でない基本積は互いに相異なっており，また排他的

であることが保証される。つぎに空でない基本積の集合を考える。
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〔定義6〕

空でない基本積Sfω∩S『（2）∩・・・…　∩S痔（n）の集合をKとおく：

　　　（∬ω，x②，……，x（。｝）ε｛0，1｝㈲

　〔性質3〕

（1）Sニ∪（Sf（1）∩sr（2）∩・・一∩S痔ω）
　　　　（x（1）Px〔2），……，x（n））ε｛0，1｝｛n｝

（2）S＝UE
　　　　EEK　　　　　　　　　　　　　　　　’

　（証明）

（1）（a）　n＝1のとき

　　S－S∩（SiUSi）一（S∩5、）U（shs・）

　　　　＝、蕩1USI＝、S？USl

　　　　ニUSf（1）
　　　　（x（1〕）ε｛0，1｝（1）

　　（b）　n＝kのとき成立すると仮定する。

　　s＝∪（Sf（1）∩sヂ（2）∩……∩sだ㈲）
　　　　（x（1），x〔、），……x（h））ε｛0，1｝㈲

このとき

　　S＝S∩（、Sk＋1USk＋1）

　　　＝〔∪（Sf（・）∩S夢（2）∩・…・・∩S疹ω）〕∩（Sh＋1　U　S々＋・）

　　　（x（1），x（、），……，x〔、））ε｛0，1｝㈲

　　　＝・∪〔（SiX（1）∩S夢（2）∩……∩Sが勅∩S£＋DU

　　　　（x（1），　x‘2’・　’…・x‘k’）ε｛°・1｝（k）（Sビ（・）∩S夢（・）∩……∩S疹ω∩Sh＋、）〕

　　　＝∪（S『ω∩S身（2）∩・・…・∩Sず㈲∩S漆鱈＋1））

　　　　（x（、），x（2），……，　x（h＋1｝）ε｛0，1｝（k＋1）

（59）－59一

K＝＝∪｛Sf（・）∩S夢（・）∩t－・・…∩S痔（n）ISf（1）∩Sダ（2）∩……∩S霧（n）≠φ｝



一 60－（60） 第25巻　第1・2号

したがって，任意の自然数nに対して

　　　Sニ∪（Sf（1）∩Sダ（2）∩・…・・∩S痔（n））
　　　　　（－ω，x‘・｝P……，　x（。，）ε｛0，1｝｛n》

（2）・K＝∪｛Sf（1）∩s夢（2）∩・…・・∩s痔（n）1Sf（1）∩sダ（2）∩……∩s痔ω≠φ｝

　　　　　（x（1），x（2），……，　x（n，）e｛0，1｝（n）

であるから，（1）より明らかに

　　　　s＝UE
　　　　　　EE匠

が成立する。

　〔定義7〕

　‘S1’，‘S2’，……，‘Sn’および∩，　U，一を用いて，以下のようにして

構成される式の集合をr（8）で示す。

　（1）　‘Si’εr（8）　　（i＝1，2，…　。。・，　n）

　（2）‘F’er（S）のとき，‘戸’εr（S）。

　（3）　‘F’，‘G’εr（S）のとき

　　　‘F∩G’ε11（S），

　　　‘FUG’εr（s）。

　（4）（1）～（3）によって構成されるものだけがr（S）の要素である。

　ただし‘……’でかこまれたものは式そのもの，または式の集合の中を動く

変数であり，式の表わす内容を示すものではない。たとえば，‘Si　U　S2’は

集合S1とS2の和集合SiUS2を示すものではなくて，単に式としてのSiUS2

を示すものである。

　〔定義8〕

（1）r（S）の要素‘F（Si（1），　Si（、），……，　S、（h））’，‘G（S、（、），　S、（、），……，S、（t））’

をそれぞれ‘F（S，）’，‘F（S，）’で表わす。

　（2）‘F（Si）’εr（S）に対して，‘F（Si）’中の演算子∩，　U，一の個数の合

計がブ以下である‘F（Si）’の集合を乃（8）で示す。
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　　r」（s）・＝　 U｛‘F（Si）’lop（‘F（Si）’）≦ブ｝

　　　　　‘F（s，），Er（s）

　ただし，oP（‘F（Si）’）は‘F（Si）’中の演算子∩，U，一の個数の合計で

ある。

　この定義の下では明らかに

　　1ro（S）⊂r，（8）⊂r，（S）⊂…

　　∫1（S）・＝r，（s）UL（S）U　ri（S）U…

である。

　〔性質4〕・

　任意の‘F（Si）’εr（S）に対して

　　　　F（Si）⊆s

　（証明）

　‘F（Si）’中の∩，　U，一の個数の合計oP（‘．F（Si）’）に関して帰納法を用

いる。op（IF（Si）’）＝leとおく。

　（1）々＝0のとき，S‘の定義によって

　　　　S，⊆S　（t＝1，2，……，n）

（2）le≦ブのと誠立しているものとする．すなわち臆の‘F’・・6L（s）

に対して　　　　　　　　　　　　．　　　　　　r

　　　　F⊆s

ここで‘G’ε1「升、（S）一乃（S）について考えると定義7の1「（S）に関する構成

法によって‘G’は

　　　　　　　　‘G，＝‘F∩H，

　　　　　　　　‘G’＝‘FUH’

　　　　　　　　‘G’＝‘F’



一
62－（62） 第25巻　第1・2号

のいずれかで表わされる。

　ただしoP（‘F’）』≦ブ，　op（‘H’）≦ブ，すなわち‘F’，‘H’ε乃（8）。

（a）‘G’＝‘F∩H’のとき

F，HについてはF⊆S，　H⊆Sであって

　　　F∩s＝F

　　H∩s＝H
（F∩H）∩s＝（F∩H）∩s∩s

　　　　　＝（F∩s）∩（H∩s）

　　　　　ニF∩H

ゆえに

F∩H⊆s

（b）‘G’＝‘FUH’のとき

F，HについてはF⊆S，　H⊆Sであって

　　　　　　　F∩s＝F

　　　　　　H∩s＝H

　　　　（FUH）∩S＝（F∩S）U（H∩、S）

　　　　　　　　　＝FUH

ゆえに

　　　　FUH⊆s

（c）‘G’＝‘F’のとき

　（i）‘F’＝‘Hl∩H，’のとき

‘H、∩H，’εrゴ．、（s），‘H、∩猛’ε乃（S）

したがって
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・H、・ε乃一、（s），　‘H，’ε乃一・（S），

・亙、・εL（S），　‘H2’ε乃（S）

（63）－63一

このとき

H1∩H、∩、S＝（Rluff，）∩・S

　　　　　＝（，171∩s）u（H，∩s）

　　　　　＝H，UH，

　　　　　＝猛∩、H，

ゆえに

　　G＝F＝H，∩H，⊆s

（ii）　‘F’ニ‘H，UH，’のとき

　　　H、UH，∩S＝（R，∩U2）∩S

　　　　　　　　＝．（H，∩S）∩（互2∩S）

　　　　　　　　二H1∩H，

　　　　　　　　＝H，UH，

ゆえに

　　G＝戸＝H，UH，⊆S

（iii）　‘F’＝‘H’のとき

　　　G＝戸＝互＝H，　‘H’ε乃一1（S）

したがって

H⊆s



ピ

一 64－（64）　　　　　　　　第25巻第1・2号

ゆえに

　　　　　GニF＝H⊆s

　　　（iv）　とくに‘F’＝‘S，’（t＝1，2，……，　n）のとき

　　　　　G＝Fニs，

S¢の補集合S¢はSに対して考えるから，当然

　　　　　s，⊆s

となる（定義2）。したがって

　　　　　G＝F⊆s

　こうして，任意の‘G’　6L．i（S）一乃（S）に対して

　　　　　G⊆s

よって任意の‘F’εr（8）に対して

　　　　　F⊆s　　　　　’

　〔性質5〕

　任意の‘F（S，）’♂（S），任意のEεKに対して

　　　　　F（Si）∩E＝｛傷

　（証明）

　‘F（S，）’中の∩，∪，一の個数の合計op（‘F（Si）’）に関して，帰納法を用

いる。op（‘F〈Si）’），＝々とおく。



　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　　　　　　　　　　（65）－65－

（1）le　＝0のとき

　　　　　‘F（Si）’＝‘S，’　（t＝1，2，……，　n）

　　　　F（s，）∩E＝s，∩E
　　　　　　　　＝s，∩（Si『1”∩s夢ω∩…∩Si「‘t’∩…∩s痔‘躍’）

　　x（t）＝0のとき

　　　　　F（Si）∩E＝φ　（∵s，∩s9＝s，∩s¢ニφ）

　　．x（　t）ニ1のとき

　　　　　F（＆）∩E＝E　（∵s，∩s2＝s凄∩s2ニs2）

（2）le≦ノのとき与式が成立すると仮定する・すなわち・任意の、

‘F’G乃（s）に対して

　　　　　　　F∩E－｛傷

　ここで‘G’ε乃＋、（S）－1［5（8）について考えると，定義7の八S）に関す

る構成法によって‘G’は

　　　　　　　‘G，＝‘F∩H，

　　　　　　　‘G’＝‘FUH’

　　　　　　　‘G’＝‘F’

のいずれかで表わされる。

　ただし，oP（‘F’）≦ノ，　op（‘H’）≦ブすなわち

　　‘F’，‘H’ε乃（s）

　（a）‘G’＝‘F∩H’のとき

　t’　　　G∩E＝（．F∩H）∩E＝（F∩E）∩（H∩E）



＿ 66＿（66）　　　　　　　　　　第25巻　第1・2号

　F∩E，H∩EはそれぞれEかφである。したがってG∩EはEかφであ

る。

　（b）‘G’；‘FUH’のとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　　　　　　（⊇∩E＝（FUH）∩E＝（F∩E）u（H∩E）

　F∩E，H∩EはそれぞれEかφである。したがってG∩EはEかφである

　（c）‘G’＝‘戸のとき‘F’εr，i　s）

　　　（i）‘F’＝‘H，∩H2’のとき

　　　　　　G∩E；F∩E＝H，∩月「2∩E；（H1UH，）∩E

　　　　　　　　　＝（H，∩E）U（H，∩E）

ここで

　　　　　　‘G’εr」．1（s），‘F’ε11，（s）

　　　　　　‘H，∵H，’eL．i（S）

よって

　　　　　　‘H，’，‘H，’ε乃（S）

したがって

　　　　　月「1∩E，　H，∩E

は，それぞれEかφである。ゆえにG∩EもEかφである

　　　（ii）‘F’＝‘H、UH，’のとき

　　　　　G∩E＝F∩E＝H，UH，∩E＝（H，∩H，）∩E

　　　　　　　　＝（H，∩E）∩（H、∩E）

ここで



よって

　　　　　　概念間の演算と包含関係

‘o’ε乃．、（s），‘F’ε11ブ（8）

‘Hl’，‘H，’ε乃．、（s）

‘H1’，‘H，’ε乃（8）

（67）－67一

したがって，H，∩E，　H，∩EはそれぞれEかφである。

　ゆえにG∩EもEかφである。

　　　（iii）‘F’＝‘互’のとぎ

　　　　　G∩E＝’F∩E＝H∩E＝H∩E

ここで

　　　　　‘G’ε乃＋1（8），‘F’ε乃（S），　‘H’εL－1（S）

したがって，H∩EはEかφである。

　ゆえにG∩EもEかφである。

　　　（iv）　とくに‘F’＝‘S，’（t＝1，2，……，　n）のとき

　　　　　G∩E＝F∩E＝s，∩E
　　　　　　　　＝S2∩（Sぞ（｝）∩S『（2）∩……∩S∫（t）∩……S謬㈲）

　x（、t）＝0のとき

　　　　　G∩E＝E　　（∵s2∩s2＝s2）

　∫ω＝1のとき

　　　　　G∩E＝・φ　（∵s9∩s2ニφ）

したがって，‘G’＝’F’のときG∩EはEかφである。



一68－（68）　　　　第25巻第1．2域

　〔定義9〕

　任意の‘．F（Si）　’er（S）に対して

　　　　　　αF（s，））≡∪｛EIF（Si）∩E＝E｝
　　　　　　　　　　　　EEK

と定める。

　すなわち，C（F（Si））はF（Si）に含まれるすべての空でない基本積の集

合である。

　〔性質6〕

　任意の‘F（＆）’εr（8）に対して

　　　　　　　　F（Si）＝UE
　　　　　　　　　　　　EεαF（S，））

　（証明）

　　　　　　　　F（Si）＝」F（8i）∩s＝F（Si）∩（UE）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EEK
　　　　　　　　　　　＝∪（F（＆）∩E）
　　　　　　　　　　　　EεK

　F（Si）∩EはEかφであるから，つぎのように定義する。

　　　　　　K，＝∪｛EIF（Si）∩E＝E｝
　　　　　　　　　EEK
　　　　　　K・一麟EIF（Si）∩E＝φ｝＝麟EIF（Si）∩E≠E｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、このとき，あきらかに

　　　　　　　K、∩K，＝φ

　　　　　　　K，UK，＝K

このK、，K，を用いると

　　　　　　　　F（Si）＝∪（F（Si）∩E）

　　　　　　　　　　　　EEK
　　　　　　　　　　　＝（∪（F（Si）∩E））u（∪（F（＆）∩E））
　　　　　　　　　　　　　EEKI　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EEK2



　　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係

　　　　　　　　　　　＝∪（F（s，）∩E））∪φ

　　　　　　　　　　　　ECKI

　　　　　　　　　　　＝∪（夙s，）∩E）＝UE
　　　　　　　　　　　　lilEK1　　　　　　　　　　　　　　左εκ1

ところで，K、＝CCF（Si））であるから

　　　　　　　　F（＆）＝UE
　　　　　　　　　　　　E6αF（s，））

　なおC（F（Si））＝φめときも

　　　　　　　　F（8つ＝UE
　　　　　　　　　　　　Eε（ズF（st）｝

の成立することはつぎのようにしてわかる。

　C（F（Si））＝φのとき，定義により

　　　　　　　　　UE＝φ
　　　　　　　E∈　C（　F（S、｝）

また，C（F（S，））＝φとなるときは，　C（F（＆））が

　　　　　c（F（＆））＝∪｛EIF（Si）∩E＝E｝昌

　　　　　　　　　　　　EEK

と定義されているので，すべてのEεKについて

　　　　　　F（Si）∩E≠E

すなわち

　　　　　　F（＆）∩E＝φ

でなければならない。

　ところで，

　　　　　　　F（s，）＝F（Si）∩s＝F（Si）∩（UE）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EεK

　　　　　　　　　　　＝∪（F（Si）∩E）＝φ
　　　　　　　　　　　　EεK

（69）－69一



一 70－（70）　　　　　　　　第25巻第1’・2号

したがって，c（F（s，））一φならばF（Si）＝φとなる。

　　〔性質7〕

　任意の‘F（Si）’εr（S）に対して

　（1）　　F（S，）＝φ⇔C（F（Si））＝φ

　（2）　　F（Si）≠φ⇔C（F（Si））≠φ

　　（証明）

　（1）（a）F（Si）＝φのとき

　任意のEεKに対してF（Si）∩E＝φすなわちF（Si）∩E≠E。したがっ

て

　　　　　　c（F（s，〉）＝∪｛EIF（＆）∩E＝E｝＝φ

　　　　　　　　　　　　EEK

　ゆえに，F（Si）＝φならばC（F（＆））＝φ

　　　　（b）C（F（Si））＝φのとき

　このときF（Si）＝φとなることは性質6によって明らかである。

　（2）（1）より自明。

　　〔性質8〕

　任意のtF（Si）’εr（S）に対して

　　　　　　C（一F（＆））＝F（C，）

　ここに，F（C，）はF（C（Si（、）），　C（Si（2）），……，　C（Si（k）））を表わす

（以下同様）。

　　（証明）

　‘F（Si）’中の∩，U，一の個数の合計op（‘F（S，）’）に関して帰納法を用い

る。op（‘F（S，）’）＝rとおく。

　（1）r＝0のとき．

　　　　　　　　‘F（S，）’＝‘S，’　（t＝1，2，……，n）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆



このときは

概念間の演算と包含関係

C（F（S，））＝C（S，）

　　F（Ci）＝c（s，）

となり，明らかに成立する。

　（2）

に対して

｝

（71）－71一

r≦ブのとき与式が成立するとする。すなわち，任意の‘F’εL（S）

C（F）＝F（C）

　ただし，F（C）は‘F’ε夙S）に含まれるS、，　S2，……，　Snをそれぞれ

C（Si），　C（S2），……，　C（Sn）で置き換えることによって得られるもので

ある。「以下G（C），H（C）についても同様。

　ここで‘G　’E　r」＋1（s）一乃（S）について考えると，rに関する定義7の構

成法によって，‘G’は

‘G，＝‘F∩H，

‘G’＝‘FUH’

‘G’＝‘F’

のいずれかで表わされる。ただしoρCF’）≦ブ，　op（‘H’）≦ブ，すなわち

‘F’，‘H’ε乃（s）

　（a）‘G’＝‘F∩H’のとき

　　　　　C（G）＝C（F∩H）＝∪｛El（F∩H）∩E＝E｝
　　　　　　　　　　　　　　　　EeK
　　　　　　　　＝∪｛El（F∩E）∩（H∩E）＝E｝
　　　　　　　　　EEK
F∩E，H∩EはそれぞれEかφであるから，（F∩E）∩（H∩E）＝Eと

なるのは，F∩E＝EでかつH∩E；Eのときである。よって

　　　　　o（F）＝∪｛EIF∩E＝E，　H∩E＝E）｝
　　　　　　　　　EeK



一 72－（72）　　　　　　　　第25巻第1・2号

　　　　　　　　＝（∪｛EIF∩E・＝E｝∩（∪｛EIH∩E＝E｝）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EEK　　　　　　　　　　EeK

　　　　　　　　＝C（F）∩C（H）

　　　　　　　　＝F（c）∩H（c）

ゆえに

　　　　C（G）＝C（F∩H）＝C（F）∩C（H）

　　　　　　　　＝F（c）∩H（c）＝G（c）

　（b）‘G’＝‘FUH’のとき

　　　　　c（G）＝＝c（FUH）＝・∪｛E1（FUH）∩E＝E｝
　　　　　　　　　　　　　　　　EEK

　　　　　　　　＝∪｛EI（F∩E）u（H∩E）ニE｝
　　　　　　　　　EEK

F∩E，H∩EはそれぞれEかφであるから

　　　　　　（F∩E）u（H∩E）＝E

となるのは，F∩E＝EまたはH∩E＝Eのときである。よって

　　　　　C（G）＝∪｛珂」F∩E＝EまたはH∩E＝E｝
　　　　　　　　　EEK
　　　　　　　　＝（∪｛EIF∩E＝E｝）u（∪｛EIH∩E＝E｝）
　　　　　　　　　　EEK　　　　　　　　　　　　　　　　EEK

　　　　　　　　＝C（F）UC（H）ニF（C）UH（C）

ゆえに

　　　　　C（G）＝C（FUH）＝C（F）UC（H）

　　　　　　　　；F（c）uH（c）＝＝G（c）

　（c）‘G’＝‘F’のとき

　　　　　　‘F’ε乃（s）



の

概念間の演算と包含関係

（i）・F・＝・A、∩H、・のとき

　　　　G＝F＝H、∩H，＝H，UH，

　　　　c（G）；∪｛EIG∩E＝E｝
　　　　　　　　EeK
　　　　　　　＝∪｛El猛∩H，∩E＝E｝
　　　　　　　　EeK
　　　　　　　＝∪｛El（f酊，　U　ET，）∩E＝E｝

　　　　　　　　EEK
　　　　　　　＝∪｛E1（H－、∩E）u（172∩E）＝E｝

　　　　　　　　EeK

（73）－73一

瓦∩E，互2∩EはそれぞれEかφであるから，（H，∩E）U（君2∩E）がE

となるのは，互、∩E＝Eまたは亙，∩E＝Eのときである。よって

　　　　　c（G）＝∪｛EIR、∩E＝Eまたは172∩E＝＝E｝
　　　　　　　　　EeK

　　　　　　　　＝（∪｛El石『1∩E＝E｝）∪（∪｛EI島∩E＝E｝）
　　　　　　　　　EEK　　　　　　　　　　　　　　　　　EεK

　　　　　　　　＝C（H1）UC（H2）

　　　　　　　　＝ll71（C）UR，（C）

　　　　　　（∵　‘G’ε乃＋1（S），‘F　k乃（S）。

　　　　　　　　　‘H，’，‘H，’ε乃一1（s）。

　　　　　　　　　‘H、’，‘H、’εr」（s））

　　　　　C（G）＝HIC∩H，（フ

ゆえに　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　　C（G）＝C（戸）＝C（H1∩H，）

　　　　　　　　＝H，C∩H，　C

　　　　　　　　＝戸（c）＝G（c　’）

　（ii）‘F’＝‘H、UH，’のとき

　　　　　G＝F＝H、UH，＝泓∩H，



一
74－（74） 　　　　　　　第25巻第1・2号

C（G）＝U｛EIG∩E＝E｝　　　　　、
　　　　EEK

　　　＝∪｛EI私UH2∩E＝E｝
　　　　EEK
　　　＝∪｛El（R，∩亙2）∩E＝E｝
　　　　EεK

　　　ニ∪｛EI（R、∩E）∩（亙2∩E）＝E｝

　　　　EeK

fi1∩E，　H2∩EはそれぞれEかφであるから，（H、∩E）∩（H，∩E）がE

となるのは，H、∩E＝EでかつH，∩E＝Eのときである。よって

　　　　　C（G）＝∪｛ElH1∩E＝E，　H，∩E＝E｝
　　　　　　　　　EεK

　　　　　　　　＝（∪｛El君、∩EニE｝）∩（∪｛EIR，∩E＝E｝）
　　　　　　　　　　EEK　　　　　　　　　　　　　　　　　　　EEK
　　　　　　　　＝C（H，）∩C（H、〉＝H，（C）∩H、（C）

　　　　　　　　＝H，CUH，C　＝ア石び）＝G（C）

　（iii）‘F’＝‘H’のとき

　このときG＝F＝H＝H，‘G’εr」＋1であるから

　　　　　　‘H’εrH

したがって

　　　　C（G）＝∪｛EIG∩E＝E｝
　　　　　　　　EeK
　　　　　　　　＝∪｛EIH∩E＝E｝
　　　　　　　　EεK

　　　　　　　　＝C（H）＝H（C）

　　　　　　　　＝H（c）＝G（c）

　（iv）　とくに‘F’＝S，（t＝1，2，……，　n）のとき

　このとき

　　　　　　G＝F＝s，



1　　　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　　　　　　　　　　（75）－75一

証明すべきことは

　　　　　　C（s，）＝C（S，）　　（t＝1，2，……，n）

である。

　　　　　　C（＆）＝∪｛EIS，∩E＝E｝
　　　　　　　　　　EeK

　　　・　　　、＝。盟Els2∩E；E｝

ここで

　　　　S2∩E＝S2∩（Sf（1）∩sr（2）∩……∩S’ω∩……S痔ω）

もし∫ω＝1であれば

　　　　s2∩E＝φ≠E　（EεK）

であるから・β2∩E＝Eなるとき

　　　　　　∬ω＝0

　逆に∫ω＝0であればS2∩E＝Eである。

したがって

　　　　　　S？∩E＝E⇔ギω＝0

　また甑）についても同様に

　　　　　　C（S，）＝∪｛EIS♂∩E＝E｝
　　　　　　　　　　　EEK

であるから

　　　　　　C（S，）ニ∪｛EIS，∩E≠E｝
　　　　　　　　　　　EEK

　　　　　　　　　　＝∪｛Els，∩E＝φ｝
　　　　　　　　　　　EEK



＋（，6）　　　第25巻第∴、号

ここで

　　　　S・∩E＝St∩（S｛『（1）∩S『（2）∩・・・…∩S’（の∩…。・・S痔（n））

もしx〈・t）＝1であれば

　　　　　St∩E＝E≠φ　（EεK）

となるから，S，nE＝φなるとき

　　　　　　　∬ω＝0

　また逆に劣ω＝0であればS，∩E＝φ

したがっで

　　　　　　S，∩E＝φ　⇔．17（t）　＝＝0

　以上をまとめて

　　　　　　S2∩E＝E⇔・v（t）　＝0⇔S，∩E＝φ

よって

　　　　　劫Els9∩E＝E｝＝。誹Els・∩E＝φ｝

したがって

　　　　　C（S，）＝C（S，）

こっして，任意の‘F（Si）’εr（S）に対して

　　　　C（F（Si））ニF（C，）

〔性質9〕

任意の‘F（S，）’，‘G（S」）‘εr（8）に対して



概念間の演算と包含関係

（1）（・）F（＆）ニφ⇔F（α）＝φ

　　（b）F（＆）≠φ⇔F（α）≠φ

（2）（・）F（＆）⊂G（s’）⇔F（c・）⊂G（o’）

　　（b）F（＆）⊆G（s・）⇔F（α）⊆G（ω

　　（c）F（＆）＝G（Sゴ）⇔F（α）＝G（C，）

　　（d）F（＆）≠G（s・）⇔F（α）≠G（σ・）

ただし

0（0，）＝G（C（Sゴω），C（Sゴ、、、），……，C（S，，り））

（証明）

（1）（a）（b）

性質7によって

F（Si）＝φ⇔C（F（S，））＝φ

F（S，）≠φ⇔C（F（Si））≠φ

また，性質8によって

C（F（＆））＝F（C，）　’

よって証明された。

（2）（a）

ここで

F（S，　、）⊂G（Sj）⇔F（Si）∩G（S・）＝φでかつ

　　　　　　　　　“ii（Si）∩G（Sj）≠φ

F（＆）∩C（Sゴ）＝φ⇔F（α）∩G，（α）＝φ

戸（＆）∩G（sゴ）≠φ⇔F（c，）∩G（cゴ）≠φ

（77）－77一

L



一 78－（78）　　　　　　　　第25巻第1・2号

ゆえに

　　　F（Si）⊂G（S」）⇔F（c，）⊂G（cゴ）

　　　（b）（a）の証明より明らか。　　　　　　’t

　　　（c）

　　　　　F（Si）＝G（S、）⇔F（S，）∩δ（S、〉＝φでかつ

　　　　　　　　　　　　　　　F（Si）∩G（S」）＝φ

ここで

　　　　F（Si）∩G（S」）＝φ⇔F（c，）∩σ（C」）＝φ

　　　　F（Si）∩G（8」）＝φ⇔F（c，）∩G（c，）＝φ

上の2つの関係の右の式は

　　　　　F（c，）＝G（c，）

を意味するから

　　　・　F（s，）＝G（8ゴ）⇔F（c，）＝G（c，）

　　（d）（c）より明らかである。

　3　集合算のベクトル演算への変換

　前節において，概念すなわち無限集合に関する演算を有限集合の演算に置

換できることについて述べた。ここでは有限集合に関する集合算を2進ベク

トルに関する演算として実行することについて述べる。

　〔定義10〕

　（1）x，gε｛0，1｝に対して



　　　　　　　　　　　　概念間の演算と毎含関係

　　　　　　x〈〃≡min｛x，　y｝

　　　　　　κV〃≡max｛x，　y｝

　　　　　　　　x≡1－x

と定義する。

（2）Xi，〃、．E｛0，1｝　・（i＝1，2，……，m）

　　　　　　　x≡〔x、，x、，……，’・・tm〕

　　　　　　　　〃≡〔〃、，〃，，……，9m〕

に対して

　　　　　　X∩〃≡〔Xl〈〃i，　X、〈〃・，……，．Xm〈9m〕

　　　　　　xU〃≡〔x、＞y、，　x、V〃・，……，JCm＞yni〕

　　　　　　　i…〔x・，x2，……，・Xm〕

と定義する。’

　（3）m次元零ベクトル（行ベク干ル）を以下0で示す。

　〔定義11〕

（79）－79L

ベクトル間の2項関係をっぎのように定める。x≡〔x・，　x2，……Xm〕・

y≡〔y、，Y2，……，9m〕，．Xi，．Yi．E｛0，1｝（iニ1，2，・・・…，m）に対して

　（1）xi≦9i（i＝1，2，……，m）であっ・て・少なくとも1つのノ　（1

≦ブ≦m）について，X」＜飾のとき

　　　　　　　　x⊂y

　（2）Xi≦yi（i＝1，2，……，　m）のとき

　　　　　　　　x⊆y

　（3）Xi＝yi（’i＝1，2，……，　m）のとき

　　　　　　　　x＝y
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　（4）少なくとも1つのノ（1≦」≦m）についてX」≠飾のとき

　　　　　　　　x≠y

　　〔性質10〕

　定義11のx，〃およびm次元零ベクトル0に対して

　（1）　x⊂〃　⇔　x∩亘＝0，x－∩〃≠0

　（2）x⊆y⇔x∩y－＝0

　（3）xニy　⇔　x∩lli＝0，　x－∩〃＝0

　（4）x≠y　⇔　x∩y－≠0または元一∩y≠0

　（証明）

　（1）x⊂〃であれば，任意のi（i＝1，2，……，m）について

　　　　　　．ri≦蟄

である。．Xi〈t‘について考えると，．ri：0であれば，明らかに．17i〈tiニ0

またXi　＝1であればXi≦9iによって払＝1。したがってXi〈t‘＝0。

　　　　　　∴　x’∩〃＝O

　x⊂〃のときは，さらに少なくとも1っのノ（1≦ノ≦m）について

Xj＜紛であるが，．rj，　yゴε｛0，11｝であることから

　　　　　　紛＝0，〃ゴニ1

したがって

　　　　　　属・〈〃ブ＝1≠0。

ゆえに

　　　　　　　　ズ∩y≠0



　　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　、　（81）｝81一

　逆にx∩g＝0であれば，任意のi（i＝1，2，……，m）について

　　　　　　　．ri〈泌＝0

この式が成立するのはri＝0のときか，または解＝0のときである，

Xi＝0のときはyiの値にかかわらず

　　　　　　　Xi≦遊

t‘＝0のときはyi＝1で，　Xiの値にかかわらず

　　　　　　　Jti≦塑

ゆえに任意のiについてJti≦Zti。

　またτ∩y≠0であるから，τ∩yの要素には少なくとも1つは0でない

要素すなわち1が存在する。それをノ番目の要素（1≦ブ≦m）とすれば，

　　　　　　　轟く〃ゴ＝1

したがって，この式が成立するのは，X」＝0，9」＝1のときである。明ら

かに勾く酌である。

　ゆえに，このとき

　　　　　　　干『〃

　（2）（1）の証明より明らかである。

．　（3）任意の　i（i＝1，2，……，m）についてx、＝yiであるから

　　　　　　　，t　i’〈ti＝．X　i〈x－i・＝0

　　’　　．　　1覆・〈雛＝t‘〈擁＝0

　ゆえに

　　　　　　　x∩y－＝0，x’∩y＝0
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　逆にx∩π＝0，τ∩〃＝0であれば，任意のi（i＝1，2，……，m）

について

Xi〈蛮＝0，薪く9i＝0

もしjCi＝1であれば第1式より9i＝1。また．ri＝0であれば，第2式よ

り塑＝0。したがって，つねに．Xi＝yi。

∴　x＝y

　（4）少なくとも1つのノ（1≦ブ≦m）についてX」≠y」であるから，この

ときX」＝0で初＝1であるか，またはX」＝1で〃ゴ＝0のいずれかであ

る。前者の場合は妬く〃ブ＝1であって，訂∩y≠0となり，後者の場合は

X」〈齋＝1であってx∩亘≠0となる。

　逆に，x∩π≠0であれば少なくとも1つのブ（1≦ブ≦m）について，

X」〈切＝1。したがって紛≠〃ゴ。x－∩y≠0のときも同様。

　ゆえに

x≠y

　〔定義12〕

　（1）m個の要素からなる集合D＝｛E，，E，，……，　Em｝の部分集合を

D1，D2，……，　Dnで示す。

　（2）‘D，’，‘D，’，……，tD。’から∩，　U，一を用いて定義7と同様にして構

成される式‘F（Dゴω，D，（2），……，Di（h））’の集合をr（D）で示す。以下‘F

（D，（1），D，（2），……，　Di（h））’を’F（D，）’で，同様にr（D、）の要素‘G（D，（、），

Z）」（2），……，Dゴω）’をG（Dゴ）で示す。

（3）‘F（D，）’中の∩，∪，mの個数の合計をoρCF（D、）’）で表わし，さ

らにop（‘F（D、）’）≦ブなる‘F（D，）’♂（D）あ集合を1「ゴ（D）で示す。

　〔性質11〕

　任意の‘F（D，）’ε1”（D）に対して



　　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　　　　　・　　　　（83）－83－

　　　　　　F（D，）⊆D

　（証明）

性質4によって明らかである。

　〔定義13〕

任意の‘F（D，）’er（D）に対して，　m次元ベクトルV（F（D，））をつぎの

ように定める。

　　　　　　v（F（D，））＝〔fi，　f2，……，　fm〕

ここに

　　　　　　fu－｛1：：：：：：謡£：；，911

　　　　　　　　　（z4　＝　1，2，・・。・・。，m）

　〔性質12〕

　‘F（D，）’εr（D）に対して，

　（1）F（D，）＝φ⇔v（F（D，））＝0

　（2）F（D，）≠φ⇔v（F（D，））≠0

　（証明）

　v（F（D，））の定義から明らかである。

　〔性質13〕

　‘F（D，）’eT（D）に対して，

　　　　　　v（F（D∫））＝F（Vi）

ただし，F（のはF（v（D，（1）），y（D・，（2）），……gv（D∫（k）））を示す（以下

同じ）。

　　（証明）

　‘F（D，）’中の∩，U，一の個数の合計oρCF（D，）’）ニrに関して帰納法
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を用いる。以下の証明中において，‘F（D，）’を‘F’と，F（Vi）をF（v’ ）と

略記する。‘G’，‘H’εr（D）についても同様。したがって，たとえば

V（F）は　V（F（D，））を示す。

　（1）r＝0のとき

　　　　　　　‘F’＝　t1）P’　（P＝　1，2，・…　。。，　n）

このときは

　　　　　　v（F）＝v（Dρ）

　　　　　　F（v）＝F（v（Dρ））＝v（Dρ）

となり，明らかに成立する。

　（2）r≦t（t＝1，2，3，……）　のとき，、与式が成立するとする。すなわ

ち，任意の‘F’ε乃（D）に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！

　　　　　　v（F）＝F（v）

ここで，‘G’εrt＋1（D）一乃（D）’について考えると，　F（D）に関する定義

12の構成法によって，‘G’は

　　　　　　　‘G，＝‘F∩H’

　　　　　　　‘G，＝‘FUH，

　　　　　　　‘G’＝‘F’

のいずれかで表わされる。ただし，op（‘F’）≦t，　op（‘H’）≦t，すなわち

‘F’，‘H’εrt（D），　op（‘G’）＝t十1。

　（a）‘G’＝‘F∩H’のとき

　F∩H⊆Dであるから，

　　　　v（F∩H）；〔91，92，……，9m〕

とおくと，9uは定義13により　　　　　’



　　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　　　　　　　　　　（85）－85－

　　　　　　　　9・一：｛1：：：：：：z：1謂

　　　　　　　　　　　　（u＝1，2，……，m）

また

　　　　　　　v（F）＝〔f、，f2，……，　fm〕

　　　　　　　v（H）＝〔h，，h，，……，　hm〕

とおけば，証明すべきことは

　　　　　v（F∩H）＝v（F）∩v（H）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

すなわち

　　　　　　　　　9・＝んくha（％＝1，2，……e／〃z）

である。

　（i）9u＝1であるのは，　EuがF∩Hに属するとき，すなわちFに属

し，かつ同時にHにも属するときである。

　したがって

　　　　　　　　fu＝1，hu＝1

であって，このとき

　　　　　　　　んくhu＝1

　逆にfu〈hu＝1であれば，　fu＝1，『hu＝1であるから，　EuはFに

属し，かつHにも属する。

　　　　　　　　　∴　9u＝．1

　（ii）9u＝oであるのは，つぎの（イXロ）ののいずれかの場合である。
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　（イ）EuがFに属していて，　Hには属さないとき

　このときはfu＝1，hu＝0であって

　　　　　　　　んくhu＝0

　（ロ）EuがFには属さないが，　Hには属するとき

　このときはfuニ0，hu＝1であって

　　　　　　　　んくhu＝0

　の　EuがFにも属さず，　Hにも属さないとき

　このときはfu＝0，huニ0であって

　　　　　　　　fu〈hu＝0

　こうして9u＝ノ’ゴ〈huは成立する。

　逆に，fu〈hu＝0であるのは

　（イ）’　　．／u　＝　1　　　hu　＝　0

　（ロ）’　fu＝O　hu＝1

　の’　fu＝O　hu＝0

のいずれかであって，これらの場合には，いずれの場合にも，EuはF∩H

には属さない。たとえば（イ）ノの場合には，EuはFには属するが，　Hには属

さない。このとき9u＝0。

　　　　　　　　　∴　．9u＝fu〈hu

したがって

　　　　　　v（F∩H）＝v（F）∩v（H）＝F（v）∩H（v）

　　　　　　．’．　v（G）＝G（v）

　（b）‘G’＝‘FUH’のとき

　このときも（a）と同様にして



　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　　　　　　　　　　（87）－87－

　　　　　v（」FUH）＝v（F）Uv（H）＝＝F（v）UH（v）

　　　　　　∴　v（G）＝G（v）

（c）‘G’＝‘F’のとき

戸⊆Dであるから，v（F）＝〔9、，92，……，9m〕とおく。9uは定義13に

より，

　　　　　　　　9・　＝｛1：：：：：：驚翻1：　　　、

　　　　　　　　　　　（u＝1，2，……，m）　・

　（i）gu＝1であるのは，　Euが戸に属するとき，すなわちFに属さな

いときである。したがって

　　　　　　v（F）＝〔fi，　f2，……，　fm〕

とおくとき

　　　　　　　　fu＝0

である。このとき

　　　　　　　　9。＝fu

　逆にん＝0であれば，E。εDはFに属さず，したがってFに属するから

　　　　　　　　9u＝1

となり，9u＝．fuは成立する。

　（ii）9u＝oであるのは，瓦がFに属さないとき，すなわちFに属す

るときである。したがって　　　　　　E

　　　　　　　　fu＝1
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　　　　　　　　9。＝　fu

　逆にfu＝0であれば，　fu＝1であるから，　EuはFに属する。したがっ

てFには属さないので，9u＝0となり，

9u＝fu

こっして

v（F5＝i（F）＝双o）　（∵

∴　v（G）＝G（v）

‘F’∈几（D））

〔性質14〕

任意の‘F（D，）’，‘G（D，）’εr（D）に対して

（1）（a）

　　（b）

（2）（a）

　　（b）

　　（c）

　　（d）

F（D，）＝φ⇔Fωゴ）＝O

F（D，）≠φ⇔F（Vi）≠O

F（D、）⊂G（Dゴ）⇔Fωガ）⊂o（vゴ）

F（D，）⊆G（Dゴ）⇔F（Vi）⊆G（vゴ）

F（D，）＝G（1）ゴ）⇔F（Vi）＝G（ひゴ）

F（D，）≠G（1）ブ）⇔F（oガ）≠G（ひプ）

ただし，G（oゴ）は

G（v（Dブ（1）），v（」0ゴ（2）），……，v（1）ブ（の））

を表わす（以下同じ）。

　（証明）

（1）性質12によって

F（D，）＝φ⇔　v（F（D∫））＝0



　　　　　　　　　　　　概念間の演算と包含関係　　　　　　　　　　（8g）＿8g、＿

　　　　　F（D，）≠φ⇔v（F（D，））≠0

である。また性質13によって

　　　　　　v（F（D，））＝F（Vi）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

である。したがって

　　　　　F（D，）＝φ⇔F（Vi）＝O

　　　　　F（D，）≠φ⇔F（Vi）≠0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、。

　（2）（a）性質1によって

　　F（D，）⊂G（D」）⇔F（D，）∩G（」D」）＝φ，F（D，）∩G（D」）≠φ

　上記（1）によって

　　　F（D，）∩σ（D」）＝φ⇔F（Vi）∩G（の＝0　　｛戸（D，）∩G（Dj）≠φ⇔双の∩G（。、）≠o

　一方性質10によれば

　　　x⊂y⇔x∩亘＝0，τ∩y≠0

であるから

　　F（Vi）∩σ（の＝0，戸（Vi）∩G（の≠0⇔F（の⊂G（oゴ）

　　　．・．’F（D，）⊂G（D」）⇔F（Vi）⊂G（　V」）

　　　（b）（a）の証明から明らカ｝である。

　　　（c）性質1によって

　　F（D，）＝G（D」）⇔F（D，）∩σ（1）」）＝φ，戸（D，）∩G（Dゴ）＝φ

上記（1）によって



り
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　　　F（D，）∩G（D」）＝φ，F（D∫）∩G（D」）＝φ

　　　　⇔F（　Vi）∩G（Vj）＝0，　F（Vi）∩G（oゴ）＝0

一方性質10によって

　　　x＝y⇔x∩ガ＝0，踊∩y＝0

であるから　　　、

　　F（Vi）∩σ（の＝0，双oガ）∩G（　vゴ）＝0

　　　⇔F（Vi）＝G（oゴ）

　　　．°．　F（D，）＝G（D」）⇔F（Vi）＝G（　vゴ）

　（d）（c）より明らかである。

　　〔定義14〕

　・F（Si）’＝‘F（S、（1），S，（2），……，Si（k））’εr（S）に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　J
　　　　　　F（vC・Si）＝F（vC・S、（1），　vC・S、（，），……，　vC・Si（，））

ここに

　　　　　　　　vC・　Sゴ＝＝v（C（Sゴ））　（ノ＝1，2，……，　n）

‘G（sゴ）’♂（S）に対しても同様に定める。

　　〔性質15〕

　任意の‘F（Si）’，‘G（S，）’εr（S）に対して

　（1）（a）F（S，）＝φ⇔F（z，，C・Si）＝0

　　　（b）　　1デ（Si）　≠：φ⇔F（v（］・　Si）　≠　0　　．

　（2）（a）F（Si）⊂G（S」）⇔F（vC・S，）⊂G（　vOS，）

　　　（b）F（S，）⊆G（Sゴ）⇔F（vC・S，）⊆G（vC・　Sj）

　　　（c）　F（S，）＝G（Sゴ）⇔F（vC・S，）＝G（vC・　S」）

　　　（d）　　F（Si）　≠　G（Sゴ）　＜⇒F（v（＞Si）　≠　G（　vC・Sゴ）
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　（証明）

　性質9および性質14によって明らかである。すなわち性質14のD・・D2・

……
，Dnとし｛性質9のC（S1），　C（S2），……，　C（Sn）（定義9参照）

をとり，Dに対して基本積の集合Kを対応させればよい。

4　応用例

　性質15によって，概念すなわち無限集合に関する演算をベクトル間の演算

として実行することの妥当性が示されたわけである。無限集合に関する集合

算の結果が空であるかどうかを判定するには，それに対応する結果のベクト

ルが零ベクトルであるかどうかを調べればよい。この性質15を示すことが本

論文の目的の1つであった。

　本論文で示したいくつかの性質が，実際の問題に対してどのように関係し

てくるかを見るために，筆者が現在試みている数学の定理の検索，具体的に

は行列論の定理の検索を例にとって説明したい。

　そのために，まず与えられた概念をベクトル表示し，ついで表示行列なる

ものを導入する。与えられた概念S、，S2，……，　Snを表示するベクトルを

求めるには，それらn個の間の基本積をつくり，その中で空でない基本積の

集合を考え，その集合の部分集合として，概念を定義13のようにベクトル表

示すれば原理的には求められる。

　この概念S、，S、，……，　S．に対応するベクトルを並べたものを表示行列

とよぶ。以下に表示行列の例を示す。一一いま，Sとして複素正方行列をとり，

それの部分集合として図3に示すような5個の行列を考える。表示行列がこ

れらの行列の問の包含関係を示していることは，ベン図表を参照すれば明ら

かである。

　　S　：複素正方行列　　S3：スカラ行列

　　Si：対称行列　　　　S4：単位行列
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S2　対角行列 S5　　実正方行列

vC・Sl

vC・S2

vC・S，

vC・S4

vC・S5

al

O

O

O

O

O

a2　　　a3　　　a4　　　a5　　　a6

1　　1　　1　　1　　1

0　　1　　1　　1　　1

0　　0　　1　1　　1

0　　0　　0　　1　0

0　　0　　0　　1　　1

表示行列

a7　　a8　　ag

l　l　O、

1　0　　0

0　0　0
0　　0　　0

1　　1　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　図3

　表示行列が得られると，これを使って種々の操作が可能になることは，す

でにまえがきにおいて述べたとおりである。ここでは簡単な例として

Si∩S2∩S5

なる領域（複合概念）が存在するかどうか，すなわち空かどうかを判定して

みる。・性質15によれば
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F（S，）≠φ⇔F（vC・　Si）≠0

であるから

（vC・Si）∩（vC・S、）∩（vC・S・）

を計算して，それが零ベクトルになるかどうかを調べる。表示行列によれば

vC・Sl＝〔0　1　1　1　1　1　1　1　0　〕

vC・S，＝〔001111100〕
vC・S2＝〔1　100000　1　1〕

vC・S，＝〔000011111〕

である。したがって

　　　　　　（vC・S、）∩（vC・S、）∩（vC・S・）

　　　　　＝〔0000000　1　0〕
　　　　　　　　　　　　　　　＼

であって，零ベクトルではない。ゆえにS、∩蕊∩S5は存在する。実際，対

称行列（S、）であって，対角行列（S2）でない実正方行列（S5）は存在し，

容易にその例を挙げることがでぎる。

　存在性の判定は種々の判定の基礎となるものである。たとえば関係式F⊂

G（‘F∵G’εr（S））が成立するかどうかを調べたいときは，F∩Gおよ

び戸∩Gがそれぞれ空かどうかを調べればよい。F∩G＝φ，　F∩G≠φ

であれば，F⊂Gである。そうでなければF⊂Gとはいえない。　tsお関

係式が成立するかどうかは性質15の（2）を用いて，ベクトル間の関係として

直接判定してもよい。　1

　数学の定理は一F⊂GまたはF⊆Gのような形に表現できることが多い。

たとえば行列論において

「AP＝0なる自然数pがあれば，　Aは正則ではない」
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という性質があるが，これはつぎのように表現できる。

S、＝｛適当な自然数pに対してAP＝0なる正方行列A｝

S2＝｛正則でない正方行列｝

Siは通常罵零行列，　S2は特異行列とよばれている。このとき上の性質は

S、⊆S2

と表現できる。すなわち

　　「罧零行列ならば特異行列」

であるということになる。

　このように数学の定理の中には，2項関係の情報，すなわち結局は存在性

の情報を示す定理であると解釈できるものが多い。

　通常の自然語では，多くの場合概念の定義を明確に与えることは困難であ

るが，数学上の概念であれば，定義を厳格に与えることができる。またその

定義を形式的に与えれば，それらの概念間の包含関係を自動的に決定するこ

とも，ある程度可能であって，概念に関する基礎的研究を行なう上で都合が

よい。

　定義の形式的表現の例を挙げるとつぎのとおりである。

　　　ユニタリ行列　　　｛UIU＊＝U－1｝

　　　直交行列　　　　　｛AIA’＝A－i　｝

　　　実正方行列　　　　｛AしA＝π｝

　　　反エルミット行列　｛xix＊・＝－X｝

実直交行列

正規行列

エルミット行列

射影行列

文寸禾ホそ二了　lj

正則行列

｛、4し4’＝A－－i，、4＝π｝

｛、41ん4＊＝、4㌔A｝

｛HIH＊＝H｝

｛1）lp2＝P，　P＊＝1）｝

｛、41、4＝、4〆｝

｛／11det（A）≠0　｝
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罧等行列　｛Aレ42＝A｝

　以上は複素正方行列の中で定義されるものをいくつか列挙したもので，こ

れらはいずれも簡単な定義のものばかりである。このような定義のもとで

射影行列⊆エルミット行列

射影行列⊆罧等行列

などの包含関係を自動的に判定することは容易である。さらには

エルミット行列⊆正規行列　　、

などの関係も判定可能であろう。

　このような概念間の包含関係を自動的に判定することは興味あることであ

り，このためには上のような概念の形式的定義を与える必要があるが，まだ

検討すべき問題も多く，今後の問題としたい。またこの定義の集合は概念の

定義の辞書と見ることができるから，辞書の機械的処理と関連している。こ

の場合には，自然語の辞書で機械処理の壁となる意味の問題を，かなりうま

くとらえることができる。すなわち行列の集合の上で概念を論ずるときは・

意味とはその部分集合そのものと考えれば，同義語，同形異義語，関連語の

問題を簡単に処理できる。なお，概念間の包含関係を自動的に判定すること

は，定理の自動証明とも関連しており，その点からも興味深い。

5　まとめ

本論文のおもな主張はつぎのとおりである。

（1）概念に関する処理を無限集合の演算として考えた。

（2）無限集合に関する演算を有限集合の演算におきかえることの根拠を示

　　した。
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　（3）有限集合の演算をベクトル演算として実行することの正当性を示した。

　（4）概念間の包含関係を示す表示行列は種々の利用が可能であることを論

　　　じた。

　⑤　概念の形式的定義について述べた。

　前半においては，直観的にはほぼ自明とおもわれることを，表示行列の基

礎を明確にするために論じた。

　なお，ここでの議論は最初に与えられる情報が完全である場合，すなわち

すべての基本積に関する存在性の情報が明確に与えられる場合についておこ

なっているものであって，情報が完全でない場合，すなわちあいまいさのあ

る場合については議論していない。実際の場合には，後者のあいまいさのあ

る場合の方が重要であって，そのとき構成される表示行列の基本的性質を明

確にすることは，表示行列の正当性を保証する上で重要である。これについ

ては別の機会に述べる。

　また，情報が完全でない場合の例として，2項関係の情報のみが与えられ

る場合が考えられるが，この場合の表示行列の構成方法については文献〔4〕

において述べている。
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