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　生産関数が，経済分析の勝れた道具として位置づけられたのは，1928年の

C．W，　CobbとP．　H．　Douglasとの共同論文〔17〕によってである。その後

Douglas等によって多くの測定が行われ，　Cob㌃｝Douglas生産関数（以後CD

生産関数と略記する）の有用性は確固となったのである。しかし理論的研究

が進むにつれて，CD生産関数の不充分性が問題となり，1961年の　Arr・w・

Chenery，　Minhas，　Solowの四人（以後ACMSと略称する）の共同論文〔4〕

によってCES生産関数が提案されることとなる。それ以後現在に到るまで

には，生産関数に関する数多くの論文が発表されている。

　生産関数は生産構造の分析，技術進歩の研究，分配論の研究等において重

要な役割を果たすのであるが，Douglas以来35年以上の月日が経過している

現在も，未だに満足すべき決定的な生産関数は発見されていない。CES生産

関数も，代替弾力性が一定であること，或は規模弾力性が一定であることは，

理論的には1つの非現実的制限であって，その点をめぐる議論には未だに到

達点は見出されていないのである。その意味でDougl由以来の生産関数論の

進展の歩みを反省することも；将来の発展のために無意味ではないであろう♂

　生産関数に関する展望論文については，Nerlove（1967，〔701〕）・Walters

（1963，〔102〕），Solow（1967，〔96〕），辻村・渡辺をはじめとしていくつかの勝

れた論文が発表されている。Waltersの論文はCD生産関数に関するもので
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あり，SolowのはCES生産関数以後の技術進歩に関するものであり，辻村・

渡辺両氏の論文も技術進歩との関係で考えられている。私はCES生産関数

以後の理論に重点をおきながら生産関数そのものの発展の経過を追って見た

いと思う。そのため計量経済学的な問題および工学的生産関数は省略するこ

ととし，学習モデル（learning　by　doing）も省略することとした。

　以下2，CD　生産関数，3，　CES　生産関数，4，　VES　生産関数　（Va－

riableElastici　ty－of－Substitution　Production　Fungtion），5，技術進歩と生産

関数の順序で述べるのであるが，一般的な記号を次の通りに定めておく。

　　Y＝アウトプット，K二資本，　L＝労働，　t＝時間

　　P＝アウトプット価格，r＝利潤率，　W＝賃金率

　　y－1・々一髪・w－Lw

　　R一歪（限界代替率），・一一歪知代替弾力1生）

　　・一欝・β一欝，m・a＋β（規模弾力性）

　　生産関数（一般）：　Y＝F（K，L）又はF（K，　L，　t）

　　FA生産関数　　：　y＝F（B（t）K，　A（t）L）

　　CD生産関数　　　：　Y＝AKβLa，（A，α，β定数）

　　CES生産関数　：　Y＝γ〔δK「ρ＋（1一δ）L’ρ〕一｝

　　　　　　　　　　　　　　（γ＝能率パラメーター，

　　　　　　　　　　　　　　δ＝分配パラメーター，

　　　　　　　　　　　　　　ρ一Ll一代替パラメーター）

　　　　　　　　　　　　　　　　a

2．CD生産関数

（1）CD生産関数の確立

　CD生産関数の輝かしい第1頁は，1928年に発表されたC，　W．　CobbとP．

H・Douglasの共同論文〔17〕に初まる。　Douglasは当時生産関係や分配関係の

研究に従事していたが，1899－1922年の米国製造工業の固定資本K，労働者数
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L，生産数量Y，の対数時系列曲線において，Yの曲線上の点は他の2っの

曲線のほぼ1：3の内分点に位する事を発見した。その事実より数学者

Cobbによって1次同次生産関数として
　　Y＝ALαKi一α・・・・・・・…　。・・・…　。。・・・・・・・・…（2．1）

が得られたのである。定数A，αは最小2乗法によって定めちれA＝1．Ol，α；

0．75となったのである。そして自由競争前提での限界生産力説の主要定理で

ある「労働限界価値生産力＝＝賃金率」の成立を確認し，この生産関数の妥当

性を示したのである。
その後D。ugla・はこの生産関数の卿巧を続けたが・1937年D・pu「andの批

判により2つの改良が行われた。即ち第1に生産関数を

　　Y＝ノILαKβ。・・・・・…　。。・・・・…　。・・・・…　。・・・…　（2．2）

と改めた。第2にはそれまでは時系列データによる測定のみを行っていたが，

以後は横断面分析も行うこととなった。前者の改良によって初めてα＋β嚢1

の問題，即ちreturns　to　scaleの問題が提起され，後者からは　inter－firm，

inter－industry，　inter－countryと言う測定方法を生ずるのである。

　CD生産関数に関する測定はその後も，　Douglasを中心とする人々によって

行われたが，その成果は1948年発表のDouglasの論文〔25〕にまとめられて

いる。デrタは米国，オーストラリヤ，カナダ等の国々の製造工業について

の29個の測定値であるが，それらの値は表1の通りである。その結論として

はα＋β；1が標準的であり，平均的にはα＝0．65，β＝0．35と考えられてい

る。労働生産弾力性αと労働分配率W／Yとの関係についても表1の示す様

に，それらはかなりの一致を示している。この事実より，CD生産関数は生産

関数として勝れたものであるとの結論に達している。
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表1

一“

ア 一
タ α β α＋β W／Y

A，時 系　列 0

米 国 1 1889～1922 0．81 0．23 1．04

〃 II 〃 〃 0．78 0．15 0．93 6

〃 皿 〃 〃 0．73 0．25 0．98

〃 1V 〃 〃 0．63　　　　　　1 0．30 0．93

ビ　ク ト　リ ヤ 1907～29 0．84’ 0．23 1．07

ニユーサウス
ウエールズ 1901

～
27 0．78 0．20 0．98

　　　　　　　　一ニユージフン ド 1915～16 0；42 0．49 0．91 0．52

B．横 断　面
米 国 1889 0．51 0．43 0．94 0．60

〃 1899 、　　　0．62 0．33 0．95 0．58

〃 1904 0．65 0．31 0．96 0．64

〃 1906 0．63 0．34 0．97 0．63

〃 1914 0．61 0．37 0．98 0．59
顧

〃 1919 0．76 0．25 1．01 0．59

オース トラ リヤ 1912 0．52 0．47 0．99 0．54

〃 1922～23 0．53 0．49 1．02 0．54

〃 1926～27 0．59 0．34 0．93 0．57

〃 1934～35 0．64 0．36 1．00 0．61

〃 1936～37 0．49 0．49 0．98 0．51

ビ　ク ト リ　ヤ 1910～11 0．74 0．25 0．99 0．64

〃 1923～24 0．62 0．31 0．93 0．65

〃 1927～28 0．59 0．27 0．86 0．68

ニューサウスウエールズ
ウエー 1933～34

0．65 0．34 0．99 0．51

南ア フ リ　カ 1937～38 0．66 0．32 0．98

〃 〃 0．65 0．37 1．02

カ ナ ダ 1923 0．48 0．48 0．96 0．50

〃 1927 0．46 0．52 0．98 0．48

〃 1935 0．50 0．52 1．02 0．40

〃 1937 0．43 0．58 1．01 0．43

　　　　　　　　一ニユージフン ド 1938～39 0．46 0．51 0．97 0．57
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（2）CD生産関数の問題点

　CD生産関数はDouglasによって価値を認められたのであるが・CD生産関

数をめぐD．て多くの問題が提起された。それは次の様な問題である。

　（i）retUrnS　t・SCaleの問題

　（ii）　3個以上の変数の生産関数　　　　　　　　　　　　　、

　（iii）時間的或は場所的な構造変化の問題

　（iv）不完全競争の問題

　　（v）α＝一定　或はσ＝一定の問題

なお（iv）CS，（i）と関係があるが・この事は1965年Dhrymes〔22〕が取りあげ

るまでは論ぜられなかったのである。これらの問題のうち，CD生産関数に特

有な問題は（v）のみであって，他は次に発見されるCED生産関数について

も同様に関係あるものである。

（P‘・ついては既にD・ugl・・カ・取組んだ問題であるが・現在まで議論の続

く問題である。（ii）についてはCD生産関数の場合は全く問題とならない問

題である。即ちn個のインプットXi，　X，，……，Xnに対してアウトプットを

Yとすれば

　　y＝、4Xf1×9・……X㍗（αi＞0）

とおくだけのことである。（v）はCD生産関数を特徴づける性質であるグ・

α＝一定は労働分配率＝一定を意味し，理論的に適合性に疑問を生ずる。また

αニー定は生産要素の代替弾力性＝1を意味し，技術進歩の解明に不便とな

　る。それが原因となってCES生産関数が生ずるのである。

　　（iii）に関しては，　CD生産関数を計測に用いる場合・同一企業或は産業が時

間的に構造変化がないときのみ蒔系列に適用できるのであり，また横断面分

析に適用できるのは，各企業或は産業がすべて同一の構造をもつときのみで

　ある。この問題は（iv）の不完全競争の問題とからみあってReder（1943・

　〔76〕），B，。nf・nb・enn・・（1944，〔10〕），　M・・schak・and・And・ew・（1944・〔59〕）

　等によって議論されている。ここで論ぜられているのは主として横断面分析

　に関するものであって，時系列に関しては次節以後でのべることとする。．次
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にMarschak　and　Andrewsの論説の概要をのべる。

　先ず仮定として自由競争・不完全競争を綜合した前提に立っている。即ち

Y，　L，Kを物理的量とし，レをアウトプットの価値量，　Wを労働費用，　Gを

利子費用とし

　　Y＝ALaKβ・……・・…・……（2．3）

　　V＝cYa°，　W＝　dLA1，　G＝＝eKλ2　（λ，≦1）…（2．4）

と仮定する。ただしA，C，de，λ。，λ1，λ2は定数である。以上から

　　V＝cAa°Lλ゜aKλ゜β・・・・・…。・・。・・・・…（2．5）

脅得る。これはCD生産関数の拡張と考えられる。なほ　λF　1（i＝・0，1，

2）なち自由競争の場合であって，q4e，はY，　L，　K　の価格を示す。従っ

てλ。，λ　，，λ2は不完全競争を示すパラメーターである。次に企業は

　利潤π＝V－　W－G……・…・………・・（2・6）

を最大ならしめる様に行動するものと仮定されている。

　さて各企業はもともと同一生産構造をもっべき筈であるが，技術知識・企業

者資源等の差異から時間的に或は場所的に差異を生ずるのであると考えら

れ，それによる差異を1つ或はいくつかの確率変数で表わすこととする。従っ

て（2・3），（2・4）と（2・6）の最大条件とより次の1次統計式が得られる。

聯鷺三1｝一一・・一（　2・　7）

ただしZ・ニIOg　V，　Z　iニlogL，　Z　2＝logK，　dニλ　。．α、，，A：＝λ。β，

γf＝定数，εi＝確率変数

である。（2・7）から明らかな様に，このモデルは連立方程式体系であって，

母数の推定には計量経済学的取扱いが必要となる。

　（2・5）から明らかな様に，Douglasの主張する「生産弾力性の和」＝1，

「労働生産弾力性」＝「労働分配率」は

　　d＋β＝（α＋β）λ。＝1，　　α’＝αλ。＝労働分配率

となりλ。＝1のときのみα＋β＝1はconstant　returus　to　scaleを意味し，ま
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たそのときのみ労働分配率に関する法則が成立するのである。

（3）CD生産関数のその後の計測

　1948年のDouglasの論文発表後も多くの測定が行われ・α＋β＝1か否

か，αが労働分配率を表わすか否かが，実証的に研究された。1962年までの成

果はDouglasの従来の研究も含めて，　Waltersの1963年発表の展望論文

〔102〕にまとめて報告されている。それにはCES生産関数による結果．S含

まれているが，CD生産関数については100個以上の観測結果があげられて

いる。それらは時系列の場合，企業間分析の場合，産業間分析の場合に分け

て比較検討してあるが，結論として

　（イ）α＋βはほぼ1に等しい

　（ロ）αは概ね労働分配率に等しい

ということがのべられている。なお測定方法としては，時系列の場合にト

レンドを除去してあるものもあり，産業によっては説明変数が3個以上r5個

までのものもある。

（4）改良されたCD生産関数による計測

　1961年のACMSのCES生産関数の発見以後，　Solow等によって初められ

た技術進歩論と相まって，生産関数の理論的或は実証的研究は急激に増加し

た。以下はそのうちでCD生産関数に関するものについてのべることとする。

　M．Brown　and　J．　Popkin（1962，〔13〕）は生産においてアウトプットの変化

　を，イ．ンプットの変化，　economi　es　of　scale，中立的技術進歩・非中立的技

術進歩の4つの因子に分けることを試みた。そのため生産関数を

　　　　　Y＝ALαK　Bf（t）u　・・・・・・…　。・・・・・…　。…（2．9）

　にて表わす。ただしtは時間を示し，f（t）は技術進歩を，　Uは確率変数を示

す。そして計測の結果として，アウトプットに対して，インプットの変化よ

　りも技術進歩による影響の方が大であることを示し，またα＋βの値に対して

　　　189（ト1918年1，4695

　　　1919－一一1937年1，0444

　　　1937－1958年1，0447



一 40－（40）　　　　　　　第24巻第1・2・3号

という結果を得ている。従って1890－1918年では明らかに　increasi㎎

returns　to　scaleとなっている。この結果は従来の方法と異り，トレンドと確

率変数とが同時に取り入れられたモデルによっていることに注目すべきであ

る。

　　M．Nerlove（1963，〔68〕）は

　　y＝ノ1Lακβ〃7π

なる生産関数を用い，費用＝Lω＋Kγ＋Msを最小ならしめるとの仮定の

もとで1955年の米国の電力業についてα．β，γ等を測定している。ただしM

は燃料を，Sはその価格を，　Uは確率変数を示す。その結果はα＋β＋γは

0．94～2．52であるが，平均は1．43となっている。また別のモデルでも計測を

行っているが，その結果もα＋β＋γの平均は1．46となり，何れによるも明ら

かに　increasing　returns　to　scaleを示している。なおいま1つの結論として，

returns　to　scaleはかなり変動しているが，その変動は産出量の大きさと反対

方向である。即ち規模弾力性は産出量の増加と共に減少の傾向があるのであ

る。

　A・Walters（1963，〔103〕）はSolowの論文〔91〕の再吟味を行って

　　Y＝一　Ae　rtLa・Kβ……・・……………（2・10）

なる生産関数を用いSolowのデータおよび追加した新しいデータによってα

，βを測定してα＋βの値として1．353，1．625，1．375の結果を得た。また自己

相関を除去した場合についても1．256，1．220，1．419の結果を得た。従って

increasing　returnsの可能性を示している。なお1．3位が最もよい推定値であ

るといっている。

　以上Brown　and　Popkin，　Nerlove，　Waltersの3人の論文で，技術進歩或は

確率変数が考慮されたCD生産関数ではincreasing　returnsが結果している

ことは注目に値する。ただし企業の集りである産業において　increasing

returnsであるからといって，個々の企業についてはそうでないかも知れない

のである。何となれば個々の企業の間に外部経済が作用しているかも知れな

’いからである。
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（5）CD生産関数の理論的研究

　次に理論的研究にぞくするものを3つのべることとする。第1に

MFrankel（1962，〔33〕）は成長理論のモデルとしてハロッド・ドマール型の

関数Y＝aKとCD生産関数（ピックス型）とを綜合するため

　　Y＝A肌αKβ　（α十β＝1）・…∴…・……・・（2．11）

なる生産関数を考えるが，Hは経済成長を示す量であってFranke1はH＝

　（K／L）「とおく。

従って

　　y＝、4Lα一γKβ＋7

となり，α＝γのときY＝AKとなる。第2はUzawa（1961，〔100〕）によ

るもので，1次同次生産関数

　　Y＝F（K，L，　t＞……………・∵…………（2．12）

eiおいて，それが同時にピックス中立であり又ハロッド中立であるための必

要十分な条件は

　　Y＝A（t）LaKi一α・………・………・……・…（2．13）

であることである。従ってそれはCD生産関数を特徴づける性質なのである。

第3はInada（1967，〔43〕）によるもので，（2・12）がピックス中立であって

同時にGolden　Pathが存在するものは（2・13）に限ることである。

　さて統計学的方法論としては，Y．　Mundlak（1963・〔66〕）が

　　Y＝AH（t）IIκ望1レ1βz6　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（2．14）

なる生産関数（続し，　H（t）は糊の生産力，Mは技術水準，uは確較

数を示す）について母数の推定方法を論じ，A・Zellner・　J・Kmenta・and　J・

Dreze（1966，〔19〕）はMarschak　and　Andrew　s（1944，〔59〕）の理論の拡張と

　して

　　生産関数　Y　＝i　ALαKβe　U（Uは確率変数）　　　　　　　　　　一

　　利潤　π＝p’Y－w’L－〆K　（グ，ω’，〆は確率変数）

　　　1・9（w’グ）－1・97＋U・（U・は確率変数）

、
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　　1・9（OfP’J）－1・gS＋U・（U・は確率変数）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　
なる仮定のもとで，πの期待値E（π）を最大ならしめる場合について母数の推

定方法を考察している。その統計式は結局はMarschak　and　Andrewsの連

立方程式（2・7）と殆んど同じ式となる。またS．M．　Goldfeld　and　R．　E．

Quandt（1970，〔34〕）は

　　YニAX望・xg2・。・X男π6π十v　…　。・・・・・・…　（2．15）

なる生産関数，即ちaddi　tve　errorとmulticative　errorを含む生産関数につ

いての推定方法をのべている。更にH．H．Kelejian（1972，〔49〕）は　Goldfeld

and　Quandtの結果を拡張して（2・15）でmulticative　errorをeu＝B＋φと

おいて，その推定方法について論じている。ただし，B＝E（eU），　E（φ）＝0

である。

3．CES生産関数

（1）CES生産関数の発見

　CD生産関数の特色である生産弾力性一定或は代替弾力性が1であるとい

うことは，他方では欠点であり，特に後者はピックスの提唱した技術進歩の

分配率にあたえる効果の実証を不可能にした。ところで　K．J．Arrow，

H・B∫Chenery，　B・S・Minhas，　and　R・MSdow（1961，〔4〕）の4人が計測的な方

面からCES生産関数を発見して，　CD生産関数の欠点を補ったのである。

　ACMSは19ヶ国のデータにより国際間横断面分析によって
　　1・9多＝1・ga＋bl・gw＋u…・・一…（3．1）

なる統計式がよく適合することを知り，これにもとずいて，自由競争下の1

次同次生産関数としてCES生産関数を得たのである。その方法は求める1次

同次関数を

　　y－F（K・L）・y－F（砦1）ニf（k）
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とすれば仮定より

　　w＝｛瑳＝y一磯

故に（3・1）より
1・gy－1・ga　一　bl・g（y一磯）…・………（3・2＞

（43）－43一

となる。この微分方程式を解けば

　　y＝（βle一ρ＋α）一吉

或はYニγ（δK一ρ十（1一δ）L一ρ）一｝・………（3．4）

を得るのである。

　ACMSは（3・4）より種々の関係式を導き，多くの性質のテストを行って

CES生産関数の妥当性を主張している。その内容をのべれば

　（a）　0＜σ〈1である。σ＝0はハロッド・ドマール型の固定生産係数生産

関数であり，σ＝1はCD生産関数である。

　（b）δ／（1一δ）＝（r／w）（K／L）1＋ρなる関係式よりδが一定であることを

実証した。

　（c）　3つのパラメーターのうちδ，ρは各国の間で差異はないが，γは各国

の技術水準によって異ることが明らかとなった。

　（d）　zvL／Y＝（1一δ）σ（w／r）1一σ　・・・・・・・…　（3．5＞

なる関係式が成立するが，これによれば，σ〈1ならwの増加率が技術進歩の

増加率より大きいときには労働の分配率が上昇する。また両者の増加率が等

しいときは労働の分配率は不変となる。歴史的に労働分配率が，不変である

ことはこれによっても説明できるであろう。

　（e）　（3・5）式は中立的技術進歩γ＝γ・IO　atを仮定すれば・

　　1・9筆8・＋a・1・gw＋a・t・………（3・6）

　　a、　．σ1。9（1一δ）＋（6－－1）ご・9γ・，d，＝1－a，a・＝一λ（1一σ〉

となる。実測の結果はa、＝O．43，a2ニ0．003であるが，これよりCD生産関

数の仮説：a、＝0かつa、＝O，或は固定生産係数の仮説：al＝1は何れも

棄却される。　　　　　　　　　　　、
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　（f）米国の1929‘49年のデータについて

　　Y＝0．584（1．0183）t（0．519K－o’756十〇．481L－o’756）－1°322

を得ているが，これはかなりよく適合する。

　CES生産関数の発見はDouglasのCD生産関数に次ぐ大きな貢献であっ

て，これによって生産関数論の第2期が初まり，多くの論議を呼び起した。

しかしその論議は既にCD生産関数の問題として提起された範囲を出ていな

い。即ち

（i）

（ii）

（iii）

（iv）

returns　to　scaleの問題

3個以上の変数の問題

時間的な構造変化の問題

不完全競争の問題

である。ただし（iii）の問題は以後は非中立的技術進歩の問題として取り上げ

られるのである。なお（i）についてはACMSも体系がconstant　returnsであ

るかどうかというテストには失敗している。またACMSではδ＝：一一．定であ

るため中立的技術進歩のみを取扱う結果となったのである。

　ACMSとは別にM．　Brown　and　J．　S，　Cani（1963，〔14〕）はK，　Lの代替弾

力性の定義式から微分方程式を解くことにより

　　Y＝γ1（K一ρ十γ2L一ρ）一雪　・・・・・・・・・・…　（3．7）

なる非1次同時CES生産関数を得ている。これは生産における労働の分配

率に対する（a）非中立的技術進歩，（b）要素代替弾力性の変化，（c）要素価格の変

化の3つのものの影響を調べるために案出されたものである。ACMSと異

り，数学的に導入されたこと，constant　returnsを仮定しないこと，更に要素

代替弾力性の変化を考慮している点において勝れた考察である。

　C．EFerguson（1963，〔30〕）は米国の製造工業の1927，　1954，1958年のデー

タにより（3・4），（3．1）なるCES生産関数を用いて実測を行い，生産要素の

分配率と相対価格との相関関係に関するピックスの命題の検討を行い，CES

生産関数の妥当性を認めている。既ち129の場合のうち，0＜b＜1が有意で

ある17の産業について賃金率と労働分配率との順位相関係数を計算すると
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正の相関（0．3～0．6程度）となり，b＞1が有意である20の産業については

負の相関（－0．3～－O．6程度）となる。またb＞0が有意でb＝1に近い

12の産業については正負ほぼ半数C－0・3～P・2程度）である。

　またJ．R．　Moroney（1967，〔54〕）も米国の製造工業1954，1958年のデータ

について同様な測定を行い，賃金率と労働分配率との順位相関係数を計算し，

Fergusonと全く同じ結論に達している。

（2）非1次同次CES生産関数

　非1次同次CES生産関数はBrown　and　Caniによって発見されているが・

returns　to　scaleの問題をめぐってそれが多く利用される様になった。

　先づFerguson（1965，〔31〕）は技術進歩がピックス的中立かハロッド的中

、立かというととを調べるため2つの生産関数

　　y＝Aeλt｛δK・＋（1一δ）L’P｝一努・…………（3．8）

　　Y＝A｛δK一ρ十（1一δ）（eatL）一ρ｝一夢　・・・・・・・…　（3．9）

について実測を行っている。そして1929－63年のデータではピックス的中

立（3．8）が，1948－63年ではハロッド的中立（3．9）が適合するといってい

る。何れの場合もm＝ユが適当であるといっている。

　P．J．Dhrymes（196ら，〔22〕）はACMSの論文を批判し，（3・4）によれば

　　Y／L＝AiWσ，　Y／KニA2rσ。・・・・・・・・・…　（3．10）

でなければならないが，それによるσの測定値（1957年米国製造工業）はか

なり異り，何れも後の式による方が大きい値となり，適合度もこの方がよい。

そのためconstant　returnsのCES生産関数は適当でないとして，次の様な生

産関数を考える。それは（3．10）のかわりに

　　w＝A、（Y／Lm）BLm－1・………………（3．1P

　とおき，生産関数はm次同次関数として
　　　Y－F（K，　L）－L蝋碁1）－Lmf（k）・…（3・・2）

とし，市場は必ずしも自由競争ではなく，均衡条件として

　　　募一ω（1十ε1十η），蒙一・儒）…・（3・13）
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　とおく。ただしη，ε，ε1はアウトプットの供給弾力性の逆数，労働供給弾力

　性の逆数・資本珠給弾力性の逆数である。それらの関係式からACMSと同様

　な計算により

　　　Y＝C（の｛a1（t）Kmδ十a2（t）LMδ｝i……・（3．14）

　なる非1次同次CES生産関数を得る。なお
　　　　　　　　　　　　1　　　代替弾力性σ＝＝
　　　　　　　　　　　1－mδ
　である。この式による測定の結果は（3，11）の後の式の測定値に近い値とな

’

る。なおmの値は18個のデータのうち2つをのぞけば何れも　1．0＜m＜

　1．10の間にあり，弱いincreasing　returnsが認められる。

　　またσについては消費財製造工業では比較的大きい値をもち（1，0程度），

　投資財製造工業では比較的小さい値（1．0以下平均的には0．5程度）をもつこ

　とが示されている。なお市場の不完全性については，消費財製造工業では市

　場不完全性は比較的少ないが，投資財製造工業ではそうでないことを示して

　．いる。

　　CES生産関数によるσの測定は多くの人々によって行なわれたが，　M，

　Nerlove（1967，〔70〕）はそれらの測定値の検討を行っている。産業が異なれ

　ば勿論であるが，同一産業でも年次の違い，データの処理法の違い，推計方

　式の違い等からσの測定値にかなりの差異を生ずる。極端な例は表2の通り

　である。差異の原因についてはNerloveは種々考察しているのであるが，決

　定的な対策は結局のところ不明のままである。

　　　　　　表2

産　　　　業 Minasian　　　　Solow
　（1957）　　　（1956）

タ　　バ　　コ　・ 3．46　　　　　1．96

石　油・石　炭 一 〇．54　　　　1．45幽

ゴム・合成樹脂 0．82　　　　　1．48

一 次金属製品 0．92　　　　　1．87

非電気機械 0．31　　　　0．64

電　気　機　械 1．26　　　　　0．37

輸　送　設　備 1．04　　　　　2．04
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（3）CES生産関数のその後の改良

　Nerloveの研究によるまでもなく，CES生産関数には不充分な点があり・

returns　to　scale専不完全競争の問題の他にも解明すべきことがあって，新し

い推定方法が種々提案されている。

　J．Kmenta（1967，〔47〕）はlog（Y／L）とlbg　wとの回帰関係によらず・非

1次同次CES生産関数
　　y＝γ｛δK一ρ十（1一δ）L一ρ｝－f　…　。。・・…　（3．15＞

を直接測定する方法を考えるのである。従って自由競争の仮定とは無関係に

測定されるのである。その方法は（3，15）の対数統計式

　　1・gY＝1・9γ一㌘・9｛δK’P＋（1一δ）L’P｝＋u・”（3・16）

はパラメーターについて1次式でないため最小2乗法が適用できないので，

（3，16）をρについてρ＝0のまわりにテーラー展開して得られる1次近似

式

　　log　Y＝logγ十mδ10gK十m（1一二δ）logL

　　　　　　－一｝ρmδ（・一一δ）（1・gK－1・gL）2＋u…（3・17）

に最小2乗法を適用するのである。ヒの式のみにても母数の測定は可能であ

るが，更に自由競争の仮定を取り入れるならば，利潤最大の条件より

（丑十1m）1・gY－（P＋・）1・gKF1・9｛γγ名（Pmδ）”　1｝R・＋Ul

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・。・。・（3．18）

（丑十1m）1・gY－（ρ＋1）IOgL－1・9｛wγ各（Pm）－1（・一一δ）－1｝R・＋u・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。・。…　（3．19）

を得る。ただしR、，R、は母数であって通常は　R、＝＝R，＝1である。

Kmentaは（3．17），（3．18），（3．19）を連立方程式体系として最尤法によって

P，m，δ，γの推定を行っている。

　なおM．D．　McCarthy（1967，〔61〕）によって，（3．17）は（3．15）の1次近

似式であるのみでなく，更に一般な生産関数

　　y＝γ｛aKa　十・bK　BLα一β十cLa｝吾　・・一（3．20）
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のα，βに関する1次近似式であることが示されている。（3．20）は一般には

CES生産関数ではないが，　b＝0又はα＝βならCES生産関数となるの

である。従って（3．17）によるテストはCES関数によるテストではなくて，

（3．20）を前提とすることとなる。また1次近似式によるテストは厳密なテ

ストにならないことも注意すべきであらう。

　1967年頃までのCES生産関数の計測は殆んど米国製造工業についてで

あったが，MS．　Feldstein（1967，〔28〕）が初めて1954，1957，1960年の24

の英国産業について横断面分析を行った。しかしながら　Feldstein　は，

constant　retur　nsの仮定，労働限界生産力＝賃金率，賃金率の外生変数の仮定

の何れも成立しがたいことをのべて，ACMSと異る他の方法を案出してい

る。それは0＜σ≦3，0＜m≦2の範囲で0．1飛びにσについて30個，m

について20個の値を作り，σ，mの仮想的な組合せを600個作る。それらの

各組に対して非1次同次CES生産関数　　　　　　　　　　　　ノ

　　Y－：＝γ一£｛δK一ρ十（1一δ）L一ρ｝　・・。・・・・…　（3．21）

に最小2乗法を適用してγ，δの値を定める。

　　　　　　　　　　　　　　Aそしてyの実測値とその推定値｝／との相関係数を計算する。600個のその様

な相関係数のうち最大値をあたえるσ，〃mを求める推定値とするのである。

その結果は表3の通りである。またACMSの方法で測定した値，および前述

のKmentaの方法で測定した値も表3に記されているが，　Kmentaの方法は

不安定な数値であってFeldsteinはKmentaの方法に疑問を持っている。

表3

1954

1957

1960

1．5　　　　　1．0　　　　　0．640　　　　－　0．326

1．9　　　　　1．1　　　　0．940　　　　　　　2．409

1．6　　　　　　　　1．103　　－0．018
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　D．J．Hodges（1969，〔40〕）はCD生産関数に対する　Zellner，　Kmenta・

Preze（1966，〔109〕）の測定方法をそのままCES生産関数に適用して

なる連立方程式体系を得た。また更に完全独占の場合にも（3・22）とほぼ

同じ方程式体系を得ている。

　G．Szakolczai　and　J．Stah1（1969，〔99〕）は操業度と体化された技術準歩を取

り入れたCES生産関数によって測定を行っている。即ち　　　　　　，

　　y＝ea＋bU＋cu2eRtγ｛SJ一ρ十（1一δ）M一ρ｝一饗　・・・・…　（3．23）

なる生産関数を案出している。ただしUは彦の関数であり，e　a＋bU＋CUは現実産

出量と可能産出量との比を示し，λは体化されない技術進歩を示し，J，Mは技

術進歩が体化された資本と労働とを示す。1929－58年の米国製造工業のデー

タによる測定の結果はm≒1．5，λ＝0．014，体化された技術進歩＝0．05，

σは0．5～0．9である。

　U．Sankar（1970，〔82〕）は1953－58年のインドの製造工業のσとmとの測

定にあたり，地域による生産条件の差異を考慮し，地域差を示すための

dummy　variableを含むCES生産関数を利用している。それは

　　y，＝｛exp（‘Sγ、Z、＋・gt）｝｛δK7・＋（1一δ）Lr・｝一｝m…（3．24）

　　　　　　　i
であり，iは地域差を示し，　Z∫は地域差を示すdummy　variableである。

Sankarはインドでは自由競争下の利潤最大条件は成立しがたいと見て，

wを用いず直接に（3．24）に最尤推定法或はベイズの方法を適用する。結果は

σは0．3＜σ＜1．7の範囲であるが，一般にベイズの方法によった方が値が大

きく，また消費財製造工業の方が資本財製造工業よりも値が大きい。mにつ

いては0．5＜m＜1．5の範囲であるが，多くの値は1より大きく，increasing

returnsが認められる。なほmについては最尤推定法によっても，ベイズの

方法によってもその値は殆んど差異はない。
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　最近R．D．　Blair　and　J．　Kraft（1974，〔9〕）はKmenta（1971，・〔48〕）が

cross－sectionally　heteroscedastic　and　time・wise　autoregressi　ve　modelと称

した方法によって，1954，195＆196a　1967年の米国製造工業についての時

系列と横断面との混合されたデータを用いてσの測定を行っている。生産関

数は自由競争下の利潤最大条件仮定のもとでの1次同次CES生産関数であ

るが，その対数形を

1・9（1）－1・ga＋bl・gw＋c・・Ti＋c3　T・＋c・・T・＋u…（3・25）

とおく。ただしT，，7’3，T，，は195＆1963，1967年に対するdummy　variable

である。これは技術進歩を除去するための手段である。その測定の結果は17

の産業の平均値は1．5位である。またそれらの値のテストの結果は有意でな

いものが1，有意であって0＜b＜1のものが2，　b＞0のものが1，b＞1

のものが13であって，　b＞1が妥当な結論であるとしている。

（4）3変数以上への拡張

　CES生産関数は種々の論議を引起したが，今までのべたのは主として観測

データとの関係において起った問題であるが，理論的な問題も展開されてい

る。その主要なものは4節，5節でのべるのであるが，ここでは3変数以上

への拡張についてのべる。この問題はCD生産関数の場合と異りかなり復雑で

ある。以後は3変数以上の関数の場合は，生産関数を

y＝ノ（Xl，　x2，　・・・…　，　xn）　・・・・・・・・・・…　（3．26）

にて表わし

　　Fゴ」＝Fの余因数

とおく。

．H・Uzawa（1962，〔101〕）はR．　G．　D．　Allen（193＆〔2〕）による要素代替
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弾力性の定義

　　ゐ＝κ1／1器ヂ緬・争・……・……（3・28）

を用いて，σ㌔＝一定＝σであるための必要十分条件として
　　ル、，x、，・’，Xn）＝｛llα、X、一・｝－b（ρ一L1）…・（3・29）

　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　
を得ているが更に一般の関係として次の定理を得ている。

（51＞－51一

〔定理1〕｛N，，N，，……，N9｝が，自然数（1，2，…・，n）の1つの分割を

示すとき

　　ル）一彙、〔｛Σα轟％｝一義〕Ps　（β。i∈N。〉・・　￥βs－・）・…（3・3・）

であれば

ゐ一
｛謡灘醐｝………・（3・31）

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　である。　　　　　　　　　　　　　・である。ただしσs＝
　　　　　　　　　1十ら
〔定理2〕f（πi，κ2，…・，κ　。）　が1次同次でstricktly　quasi・concaveで・

3次まぐの偏導関数が存在して連続であれば，（3．31）を満足する（3．30）の

形の分割｛．〈1、，1＞2，・…，1＞、｝が存在する。　　　　　　　　　　　「

なお（3．30）は

ノω一重、z9・　，　z・一｛蕊αバr表

と表され，各グループ内ではCES生産関数・グループ間ではCD生産関数を

示すtwo・levelの生産関数である。

　D．McFadden（1963，〔62〕）は代替弾力性の3通りの定義の場合の各々につ

いて吟味している。先づ直接定義によるもの，Allenの定義によるもの・

shadow　price　によるものをそれぞれの∫，議ゴ・「σ拶で表わすとすれば

　　　σ圃・晴）／dl・綬）…・・…・………・……・・…（3・33）
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或はσだ＝

第24巻第1・2・3号

歳＋歳

σ岩』

一
鼻＋2奮一夢

一知2恣7－B

・・。。・・・・…
　。・・・・・・・・・・・…　（3・33）

誌＋跳
・…・……………・・…

（3・34）

同様な次の定理を得ている。

〔定理3〕ツ＝f（Xi，κ2，…・κ　h♪がstricktly　quasi・concaveであれば，σf」が

すべて定数であるための必要十分条件は次の（i）（ii）が成立することがある。

（i）（1，2，…，n）の分割｛N，，N，，……，Ns｝が存在して

砺一
｛1：艦焼蕊律、

である。ただしσは定数である。

（ii）x　ifi＝κゴんforゴ，ノε〈1。，　i≠ブ

〔定理4〕　y＝f（κ1…・，κn）が，stricktly　concaveで1次同次であるとす

る。の，がすべて定数であるための必要十分条件は，分割｛1＞1，N2，…，

N、1，定数ρ，および正の実数a　i（i＝1，2，…・，S）が存在して

　　ρ〉一⊥，α1＋。、＋…・＋。。－1

　　　　m
であって等量曲線が

1一
鴫偽｛訊（争）一”｝，for　p≠・

y一α“｛県ず伽彦 forρ　＝0

　　1

　1十ρ

・・。・・…
　1（3．35）

で定められることである。なほσ＝一である。

f
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次に鍔についても〔定理3〕，〔定理4〕と類似の定理が，成立するとのべ

られている。

　V．Mukerji（196a　〔65〕）は

〃一 （禽・の一吉（・・ρ・ρは室数）一一…（3・36）

なる生産関数を考え，

α鬼一
｛（1＝1　fiXi）／（辮揚）｝／｛（1＋ρ・・X1＋ρ・）｝……（3・37）

を得た。従って　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　σ㌔・』土e・2）y．n2g（i＋）＿＿・e＿．＿．．＿＿（3・38）

　　　π一（1十ρr）（1十ρs）

であり，σ㌻。は定数ではないが，それらの比は一定となり，（3・36）は

constant－ratio－of－elasticity－of・substitution　production　fUncti　on　（以後

CRES生産関数と略記する）である。一般にはCRES生産関数はCES生産関数

でないのみでなく，同次関数でもなく，またhomotheticでもないことに注意

すべきである。、

　またW．M．　Gorman（1965，〔35〕）はMukerjiの定理の逆として・ゐの比

が定数であるための必要十分な条件は，生産関数がMuker　ji型か　Uzawa

型かであることを証明している。

KS。t。（1967，〔83〕）はU、awaの生産関数（3・3・）を撒した形の生産関

数

，Zl（簿響＝劉一…（3・39）

を考察している。これはtw（）－levelのCES隼産関数である。σ・σεは定数であ

るが，σi」或はσ告は必ずしも定数ではない。従って（3・39）はCES生産関

数ではない。　の，，σ㌔の値は
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協一
｛：1押）撫琵：，＃s

ただしα一泌一声∂噛一歩

　　　　c「あ＋歯，θ個・一争・諺，傷⑱・一争転霧（ブεノV、）

である。なほσゴ，二定数＝a・iiなら

　　　　elt－a｛象偽恥可毒

となり，これはMc　Faddenの生産関数（3・35）の特別な場合と一致する。

またσ㌔＝定数＝砺ならUzawaの生産関数（3・30）となる。その意味では

Mc　Faddenの生産関数とUzawaの生産関数との綜合的拡張であるともいう

ことができる。

　CES生産関数の最も直接的な拡張方法として，σf，に関してK．　Ara（1967，

〔3〕）は生産関数y＝プ（κ1，x2，…・，κn）が

：ll盆譜歳：鍔∴．…，n）｝……………（3・c・）

を満足すれば次の定理が成立することを証明した。ただしai，σは定数で

ai＞0，σ≧0である。

〔定理5〕　σ≠1であれば生産関数は

9＝Ψ｛B・署1偽κ！｝，（B，αiは定数αi＞0，早の＝1）……（3・41）

なる形である。ただしΨは任意の微分可能な関数を示す。なおσ＝」一’であ

　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　1十ρ
る。
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〔定理6〕。≠1のときf（x、，・x・，・…，Xn）が漱同次関数であれば（3°41）

は　　＼

9一γ凶。、xr・｝一多（γは定数）・……・……・（3・42）

　　　　i＝1

となる。

〔定理7〕　（3・42）に対して

　　　　　　　　n　　lim　y＝γ＊Hκ押　　・（CD生産関数）
　　ρ→O　　　　　　　i＝l

　　li　z　y・＝ノ＊min｛κ躍κ夢…，κ紛　　（Harrod・Domar型関数）
　　P－・co

である。ただしゾ，ゾ’は定数である。

　MukerjiのCRES生産関数は一般には同次関数でもなく・homotheticでも

ないが，GHanoch（1971，〔38〕）はCRESであって同次関数でhomothetic

な生産関数を案出した。それは

愈α・｛漁）｝“ρ一一・一・…………（3・43）

によって定義される関数であって，関数h（y）は連続的微分可能で　h（O）ニ

O，la’（y）＞0である。

明らかにh（y）はx、…，κnに関して1次同次であり・従って生産関数は1

次同次関数の関数となる。故に生産関数はhomothetigである。（4節（3）参照）

従ってもしh（y）＝鹸とおけば生産関数はm次同次関数となる。y＝1の

Muker　jiのCE　S生産関数の等量曲面は（3．43）のy＝1の等量曲面と同一と

なる。また（3．43）に対しては費用最小条件とより

　　伽幾伽・距・毒・鋭一卸
　　　　　k＝1
となることが示され，（3，38）よv）（3，43）はCRES生産関数であることがわ

かる。なお（3，43）の母数の推定法についても論じている。
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4　VES生産関数

（1）VES生産関数

　CES生産関数の研究が進むにつれて，定数でない代替弾力性を考えざるを

得なくなって来た。従って当然のことながら代替弾力性が定数でない生産関

数の研究に入ることとなる。その様な生産関数を　VES　生産関数

（variabb・elasticityDf－substitution　prOduction　function）と総称することと

する。

　生産関数（1次同次）

　　Y：＝F（KL）　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（4．　1）

或はy－f（k）・（f（k）　－F（砦1））……（4．2）

において代替弾力性σは

　　σ一一Lt（ノー々ノ’kff”’）・………・・……（4．3）

となる。さてR・Sato（1967，〔84〕）はσをkの関数として与えて生産関数

を求める問題を考える。σ＝σ（k）として微分方程式（4．3）をfについて解

けばよいので南る。先づ（4．3）より

を得る。更にこれを積分することにより

f　＝Bexp〔fE＋諾総〕…蝋4・4）

を得る。ただしA，Bは積分定数でA＞0，　B＞0である。具体的な例として

σ（k）＝a＋厩　（aは有理数）の場合，或は資本分配率βtk）＝de＋bの

場合について生産関数が求められている。

　Y．Lu　and　L．　B，　Fletcher（1968，〔56〕）はACMSと同様に

　　崎一♂・ga＋bl・gw＋c　IOg砦＋u………（4．5）

とおいて，自由競争の仮定より1次同次生産関数
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Y一γ｛δK－・＋（・＋δ）η（釜ア四跡去・・…・（4・6）

を得た．ただし7，　rp，　a，　Pは麟でρ一も一1である・その鰭弾力性は

σ＝b／｛・一・爺｝

である。1957年の米国製造工業についての測定の結果によれば，仮説c＝0

は棄却され，VES生産関数の正当性が認められている。

　N．S．　Revanker（1971，〔77〕）はCES生産関数よりはむしろCD生産関数

の直接の拡張としてある種のVES生産関数を求めている。即ち

　σ（k）＝1＋碑，（βは定数）

の形の代替弾力性を想定して

Y・　7K…一δρ・｛L＋（ρ・一一1）K｝・δρ（0＜δ＜1，0≦Sp≦1）…（4・7）

を得ている。なお

σ一・＋器・砦

である。

　ピックス中立の技術進歩をなす1次同次生産関数

　　Y＝A（t）　F（K，L）……………（4，8）

を考えると，そのK，Lの限界代替率は々のみの関数であるから

R一
歪一9（le）…………・…・・……（4・9）

と表わされる。そこでgθle）の関数を定めることにより等量曲線が定まり，

従って生産関数が定まることとなる。C．　A．　K．　Lovell（1973・〔55〕）はこの方

法によって生産関数を得ている。即ち

　　　（a）R－一デ々1＋・（・＜δ〈1・ρ〉一・）

　　　⑤R－一（・＋βk）（β〉・・弔くle）

・（・）R－－le（。’β々－1）（・＜・＜1・・〈・＋βk〈1）



一
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の3つの関係からそれぞれ

　　Y・＝Aeat｛OK－P十（1一δ）一ρ｝一去，　（CES）

　　Y＝Aea　t｛（1＋β）K1ノ＋αL1＋β｝T5Tr，　（VES）

　　Y：＝AeA　tKaL　1－aePk　，　（VES）

を得ている。それらの代替弾力性はそれぞれ

　　毒・1＋毒・1一蒲

である。なお1947－68年の米国製造工業のデータを用いて母数の推定および

予測を行っている。σの値の平均的な値は何れの場合も0．47位である。

（2）VRS生産関数

　DouglasのCD生産関数発見以来returns　to　scaleの問題の解答は未だに

確定していない。代替弾力性σがCD生産関数のσ＝1からσ＝定数の

CES生産関数に移り、終にはσ＝変数のVES生産関数となった様に，規模弾

力性mもm＝＝1からm＝定数（≠1）へ移ったのであるが，これもつい

にm＝変数という生産関数に発展したのである。その様な生産関数をVRS

生産関数（variable・returns－t（）－scale　production　function））と呼ぷこととする。

なおこの生産関数では一般にはσ＝変数である。既にNerlove〔68〕はreturns

to　scaleは産出量の増加と共に減少することを報告している。

　】）Soskice（1968，〔97〕）はCES生産関数をreturns　to　scaleが産出量の関

数となる生産関数に拡張した。既ち生産関数

　　Y＝＝F（K，、乙）　…　。・・・・・・・…　。・・・・・…　。　（4．10）

において

　　m（Y）＝蒙・与＋霊・多…・・…・・（4．11）

とおく。以後m（Y）を規模関数（returns　to　scale　function）と呼ぷことする。

m（｝りが定数であればそれは従来の規模弾力性であり，生産関数はm次同次

関数である。さて（4．10）をCES生産関数の拡張とするため

　　g＝δK一ρ十（1一δ）’L一ρ　…………　（4．12）

　　Yニq（8）・・・・…　。…　。・・・・・・・…　。…　。・・・・…　。・・・…　　（4．13）
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とおけば

　　m（y）＝一ρ｛穿・夢

となる．従って規模watw　m（Y）を定めることによ｝）（4・14）よ『）（4・13）が

定まる。Soskiceは
　　m（Y）一。。＋a、y＋a・Y・（・～〉・4tz・a・≠0・a・＞0）・°’°’（4・15）

とおき
　　Y（Y－P）b・（y－q）b・一γ｛δK’P＋（・一δ）L”P｝一穿・……・（4・161

を得ている．ただしP，qは（4．15）の右辺一〇の2根であって・b・＝ 戸・
b・＝載繍蟻；酎あ欝’14）より

を得る。なお（4，16）の母数の推定は

1・gl－al・gw＋（1－611　1）1・gY＋・1・轟

　　　　　　　　　　　　　＋｛（1一σ）（ごZo－1　　　　　ao）－1｝1・9ノ（；）＋u

によればよい。ただしf（Y）は（4，・16）の左辺を示す。

　A．Zellner　and　N．　S．　Revankar（1969，〔108〕）はSoski㏄と同じ方法を用い

て数種のVRS生産関数を作り，そのうちの1つについて測定を行っている。

即ち

　　f　・f（κL）・……・……………（4・17）

　をn次同次生産関数とし

　　　y一ψ（f）（（P（0）－0，φσ）＞0）・・………（4・18）

　を求める生産関数とする。そして次の補助定理と定理とを得ている。

　〔補助定理〕（4．18）の代替弾力性は（4．17）の代替弾力性σと同一である。

〔定理〕規模関数m（Y）を所与とするとき・生産関数（4・18）は微分方程式

　　　亟＝』【．m（｝り．＿＿＿．．＿．……（4．19）

　　　df　　／　　n

　を解くことによって求められる。
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　補助定理は殆んど自明であり，定理は既にSoski　ceによって利用されてい

るが，Zellner　and　Revankarは

　　mCY）－n（1＿X）（a・＝＝定数・≦y＜a）

　　m（Y）　：n（・＋ψ一十．））（・一鋤ψ一’は逆関数）

　　　　　　　　　　a－Y　　m（｝り＝n十b・　　　　　　　　　　　　　　（0≦b≦n）
　　　　　　　　　　a十Y

の場合について（4．19）を解いてそれぞれ

　　Y＝＿望∠．

　　　　1＋ノ
　　Y＝げレθづ

　　y＝｛（1＋λ）a＋（1一λ）y｝苦一cA・・（λ一互）

を得ている。なお（4．18），（4．17）の労働生産弾力性をそれぞれOf　Y）．，　a（ffiと

すれば
　　α（y）一勉（弄）α（n・……・・………．…（4．2。）

であり資本生産弾力性についても同様な関係式が成立する。

　　　　　　　　h　　　　　　　　　　　・
また　m（Y）・＝
　　　　　　　1十θy
の場合について解をもとめ

　　Yeey＝げん

を得ている。更にfをCD生産関数として

　　Ye　ey＝　γK　h“－mLhe　・・・・・…　…・…　　（4．21）

なるVRS生産関数を求めている。これより

　　log　Y十θYニ　logγ十h，（1一δ）logK十hδlogL十u　・…　　（4．21）

を得るが，1957年の米国の輸送機械製造工業について，最尤推定法により母

数を推定している。その結果は

　　nt（y）－1＋1：ll4y

である。この式を用いて計算すれば，米国の輸送機械工業は地域によりni（Y）

が0．76から1．45まで変動することとなる。

　V・Ringstad（1974，〔79〕）はNerlove（1963，〔68〕）とZellner　and　Revankar

との生産関数の比較検討を行っている。即ち4つの生産関数
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log　Y＝・logA＋αごogL＋βlogK，　（CD）

1・gY＋γ（Z・gY）・一，・・1・gL・＋fle・9喜・（N・・1・v・）

1・gY＋θy一μ・gL＋β1・9髪　，（Z・lln・r・and・R・vank・・）…・…（4・22）

1・gY＋γ（馴・＋θy一μZ㎎L＋Pt・9釜

　　　　　　（NerloveとZellnerとRevankarとの混合）

を考えれば，それらの規模関数はそれぞれ

　　m（Y）＝α＋β

　　m（｝つ＝μ／（1十2γ　1∂gY）

　　m（｝つ＝μ／（1十ey）

　　m（Y）＝μ／（1十2γlog】if十θy）

となる。Ri㎎stadはノールウエーの鉱工業について・1967年の横断面データ

による分析と，1959－67年の横断面時系列データによる測定とを行い，更にそ

れらについて（4．22）より得られる費用関数による測定を行っている。それ

ら4種類の測定の結果について，1，2の例外をのぞけば次の結論が成立し

ている。

　（イ）費用関数による測定値は生産関数による測定値よりも大である。

　（ロ）Nerlove型が最も適当である。

　の　decreasing　returns　to　scaleが確認できる。

なお前述のZellner　and　Revankarの測定結果とともにVRS生産関数にお

いてdecreasing　returnsが認められたことは注目に値することであろう。

（3）HI生産関数

Zeliner　and　Revankerはn次同次生産関数（4・17）の単調変換（4・18）

では代替弾力性が不変であることを示したが，その本質は限界代替率Rが不

変のことである。即ち
　　f（K，L）一顔51）＝＝　L・g（k）（k一髪）
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とおけば

謝器一豊儲一〃瑞一々…（4・23）　　’

であってRはkのみの関数となるのである。従って（4・18）の等量曲線に

ついてはn次同次関数（4・17）の場合と同様に，原点を通る直線上では限

界代替率は一定である。その様な生産関数をhomothetic　isoquant　pr（）duction
　　　と
（Clemhoutによる。以後HI生産関数と略称する）という。従って（4・18）

の形の生産関数は必ずHI生産関数であるが，　K，乙の代替弾力性がkの関数と

して定義できる必要十分条件は，それがHI生産関数であることである。

　最初にHI生産関数を意識的に提案したのはS．　Clemhout（196＆〔19〕）で

ある。それはn＝1の場合に（4・23）の左辺をkの関数ψ（々）としてあた

えることにより

Utk）一
多ll）L々………・・……………（4・24）

を得る。これより関数g（紛が定まり，従ってf（KL）が求められる。なお

Clemhoutはその場合Ψ（k）より得られる

　　9（　le）一鋤∫恢轟

をデータより数値積分によって求める方法，および，右辺の不定積分を多項

式で近似する方法を提案している。

　Z．Griliches　and　V．　Ri㎎stad（1971，〔36〕）は1963年のノー一ルウェー製造

工業のデータによって生産関数の計測を行っている。その場合CD生産関数，

CES生産関数，1次近以のCES関数（3・17），およびnon－homothetic　な

生産関数

　　1・婿）＝＝　a・＋a・1・gL＋a・1・9t砦）＋a31（1・gK）2

　　　　　　－2a32（logKlogL）十a33（logL）2　・・・…　。。・・（4．24）

の4つの生産関数を考えているが，a3、ニa32＝・a33　であれば（4・24）は

1次近似のCES生産関数となる。（3・17）はHI生産関数なのでa31；a32

＝a33なるテストをもってhomothetici　tyのテストとしている。データによ
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るテストの結果はa，、ニa32ニa33は棄却され・non－homothetidty　が結

論されている。

5　技術進歩と生産関数

（1）集計された生産関数

　各種の生産関数についてのべてきたが，それらを時系列に適用する場合は，

生産構造の変化に対応するため，確率変数の導入或はトレンドを示す項の導

入が行われた。しかし研究が進むにつれて，技術進歩の分析手段として生産

関数が論ぜられる様になったのである。

　技術進歩は生産力の増強即ち生産要素の質的変化を生ずるのであるが，資

本においてはその設置の時のみに質的変化が可能と考えられるのである。

従って資本の生産力はその設置の期日の関数と考えら嫡こととなり・以下

にのべる様な集計された生産関数が出現するのである。

　塒点で設置された資本で時点tで存在するものの量をKv（t）・その資本

と対応する労働量をLv（の，それらで生産される産出量をYv（のとし，それ

らの間の生産関係を

　　　　Yv（の一Fv（κv（t），　Lv（彦）・の…・・…・…（5・1）

とするときは時点tでの資本・労働・産出物の量は，tを連続変数と考えれ

ば

K（t）一宏K・倣

L（’）一π五綱

昨μ（t）dt

／－一…（・5・2）

となり，『これらの間の関係式が集計された生産関数（aggregate　production

fun、ti。n）なのである．なお時点vl・設置された資本の量を1（v）として・
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K。（t）と1（V）’
との比はt－Vの関数であるとして

囎一以’一の………∵…………………・・（5．3）

とおけば

　Kv（t）ニD（t　一　v）1（v）

である。従って

K（・t）一か酬の4・…………………・（5．5）

となる。

最初に上の様な生産関数を導入したの‘まR・MSolow（1959，〔92〕）であっ

て，それは（5・1）の関数をCD生産関数

　一Yv（t）＝」BeλVLv（t）aKv（t）1－a　・・・・・・・・・・…　。（5．6）

とおき，減価を示す関数を

　　D（t－v）＝e－Oft－v）　（δは減価率）…………・…・…・…………（5．7）

とおいて生産関数を求めるのであるが

K（t）一〆ゐθ・畷の4・……・…・…………・…（5．8）

でなくて，資本の生産力の増加を考慮して

1（t）一五独のか……・・…・……………・・…（5．9）

とおいて，1（t），L（t），　Y（t）の間の関係式として

　　Y（t）ニBe一δ（i－a）tL（t）aノ（t）1－a　・・・・…　（5．10）

なる集計された生産関数を得たのである。ただし
　　6一δ＋f㌔…・………・・………・…・……・…・・（5．11）

であって，λニ0のとぎは（5・10）は（5・6）と同じ関係式となる。

　Solow　はその後の論文（1962，〔93〕）で1つの提案として，現実の産出量

Q（t）と生産可能な産出量P（U）とを区別して

　　Q（t）＝9（te（t））・P（t）

とおき，ec（t）は失業率を示すとした。またtを離散変数と考えて

　　　　　t
　ノ（t）ニΣ（1＋λ）VD（t－v）1（v）…………………（5．13）

　　　v＝－co
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とし；pωはJ（t）とL（t）との関数と考えて

　P（t）＝］FUJ（t），　L（t），

とされている。実際に用いられたモデルでは

　　Q＝a・IOb＋cu＋du2La／1一α　・…　。・・・…　（5　・　15）

なる関数を用いている。

更にS。1。wはその後の論文（1964，〔95〕）で綱製造工業の分析にあたO次

の3つの新しい提案を行った。

　（イ）要素増加的生産関数を用いること。

　㈲集計された生産関数を作り，それにCES生産関数を利用すること・

　の　パラメーターの測定に横断面データと時系列データとを併用するこ

　　と。

先ず（イ）については能率を考慮した1次同次の要素増加的生産関数

　　Y＝1・（B（t）K，A（t）L）＝A（t）夙器κL）

においてピックス中立的技術進歩を示す因子A（t）を1とおき，B（t）／A（t）を

改めてB（t）と書くこととすれば

　　Y　＝　F（B‘t）K，Lノ》　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　。・…　。・・。・・・・・・・・…　　（5．16）

となる。

　㈲については（5・16）をtを離散変数としてヴインテイジ化して

　　Yv（彦）－F（B（v）Kv（t），　Lv（t））－Lv（t）F’（h，　15－・・…・（5・17）

ただし…飴（t）一………………一・一（5・18）

とおく。自由競争を仮定して

　　w（t）＝F，（h，1）　…　。…　（5．19）

とおけば，逆関数としてhはW（t）の関数として表わされるから，それをh＝

¢（w（t））とおく。従って（5・18）から

　　L（t）一：i］Lv（t）一シ（の・…・……・……・’（5・2°）

ただし1（t）一琴Bωκ・ω一・一………一（5’21）

となる。故に（5・17），（5・20）より
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　　Y（t）＝ΣL。F（‘P，1）＝L（t）F（ψ，1）｛＝F（1（t），　L（t））・……（5・22）

を得る。これがSolOWの得た新しい生産関数である。さて関数FをCES生

産関数とすれば
　　｝てt）　＝γ｛δ1（t）一ρ十（1一δ）L（t）一ρ｝一去　。…　（5．23）

となる。なお実測にあたっては

　　B（v）＝（1十μ）v，　Kv（t）ニ（1一θ）t－Vl（v）

と仮定している。

　のについてはACMSと全く同様に
　　i・gl一σIOg　w＋IOg｛γ・（1－一δ）－1｝σ

に1956年の横断面データを用いてσと右辺第2項を測定し，次に1949－58

年の時系列データを用いて（5・23）よりγ，δ，μを測定している。

　その後M．D．　Intriligator（1965，〔44〕），　M．　D．　McCarthy（1965，〔60〕），

EMansfield〈1965，〔58〕），　J．　K．　Whitaker（1966，〔105〕），　F．　M．　Westfiel・

d（1966，〔104〕）等の人々によってSolowの諸論文の批判或は拡張が行われ

ている。特にWestfieldはSolowのconstant　returns　to　scaleの場合を一般

のreturns　to　scaleに拡張して

　　Yv（t）＝BeλVLv（t）a」Kv（t）β・。・・・・…　（5．24）

よりSolowと全く同様にして

　　γω＝Be”βδtL（t）aノ（t）1’a　　　　　　　　，

を得ている。ただし

川一ゐεω・（・向・・……………（5・25）

σ＝ 1一α゜’…’
βδ＋λ

・・・・・・・…
　。・・・・・・・…　。・（5．26）

である。なお　Westfield　は特殊な方法で母数の推定を行い，　increasi㎎

return　sよりはdecreasing　returnsの方が可能性が多いといっている。
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（2）要素増加的生産関数

　技術進歩における投資の重要性の認識から集計された生産関数が導入され

たのであるが，生産における能率の変化は資本だけでなく，労働の側にもあ

るのであろう。その方面の問題として労働の熟練・教育効果・研究開発等の

問題があるが（J．K．　Arrow，1962，〔5〕その他），これらは資本と違って何時

でも生産性を変化させることができる。従ってヴインテイジモデルによる必

要はないのである。その意味において資本と労働とを対等に取扱って，技術進

歩を生産要素の能率の変化によって表現しようとする考えが生ずるのである。

　その考え方によると，ピックスの中立的技術進歩は資本と労働との能率の

変化率が同一の場合と考えられる。従って資本と労働とが異った変化率で能

率を増加するときは当然に中立的でない技術進歩である。その様な考えから

要素増加的生産関数（factor　augumenting　Production　fmction・以後FA生

産関数と略記する）が生れたのである。それは

　　Y＝」『1β6あ）LK，　A（t）L，）　　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　。・・・…　（5　・27）

であって，Fは1次同次で，B（t），A（t）はそれぞれKLの能率を示すtの

関数である。従って．B（t）＝A（t）であれば（5・27）はY＝A‘t）．．F（K，L）と

なってピックス中立を示し，B（t）＝1ならハロッド中立を示し，（H・Uzawa

1961，〔100〕），A（t）＝1なら（5・16＞のソロー中立を示すこととなる。故

に（5・27）は一般に非中立的技術的技術進歩の場合を示し，技術進歩の研

究に新しい展開をあたえたのである。その1つとしてC・Kennedy（1764，

〔50〕），P．　A．　Samuelson（1965，〔80〕），　E　M　Drandakis　and　E　S・IPhelps

（1966，〔27〕）等によるinduced　innovationの理論がある。

　Drandakis　and　Phelpsによってその概要をのべることとする。（5・27）の

B（t），A（t）に何等かの制限をあたえなければ技術進歩が無規定となり，現象説

明のための理論は生じないのであるから，その条件として　imovation

possibi　lity　function

　　か＝ψ④，（彦二毒夢，互＝去髪，¢（o）＞o，〆（吾）＜o・’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ”（B）＜0）・。・・・・・・…　（5．28）
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　　〆

が仮定される。さて技術進歩率をGとすれば
G－tSY一α互＋β君…・………（5．29）

であるが，技術選択の行動原理として次の仮定が設けられる。

〔仮定〕α，βが一定のときGを最大ならしめる技術が現実に選択される。

その他に労働増加率と投資に関する仮定として

讐：劉（γ≧0）（0＜θ＜　1，　η≧　0）｝・・・…　（5・3・）

とおけば，以上の関係から
穿一β（1一β）（1一σ　　σ）（8一互一π＋γ）

夢一π（1－一β）（台互＋か一尚一π＋γ）

を得る。これよりβkがtの関数として定まる筈であるが，特に動学的均衡
径路（髪一・，誓一・）が安定であるための条件としてσ＜1が得られるので

ある。

　N．S．Revanker（1971，〔78〕）は以前に自分が求めたVES生産関数（4，7）

を更に一般化して

　　Y＝reλtK1－sρ｛L十（p－1）（1十bt）K｝δρ　・・・・・・・・・・・・…　（5．31）

となるFA生産関数を作り，これによって1929－53年の米国のデータを用い

て，ピックス中立的技術進歩と非中立的技術進歩との大きさを測定している。

この場合は

・一・＋（鴨塑・5…・・………（5・32）

となり，ρ＝1はCD生産関数の検定となり，ρ≠1はCES生産関数でなく，

VES生産関数の採択となる。測定の結果はρ＜1であり，0．43＜σ＜0．58で
　　　　　　も
あってσの平均値は0．53であった。またb＜0であって，（5，37）より

99＞q霧く・…・…・……・…………（5・33）

となる。

　終りにFA生産関数とは限らないが，生産関数の関数型に拘らず，ある条
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件を満足する微分方程式を解くことにより，生産関数を求める方法が考えら

れる．RS・t・and・M．・J．　B㏄kmann（1968，〔86〕・1969・〔7〕）はピックス・

ハロ・ソド，ソローの中立的技術進歩をUzawa（1961，〔100〕）の方法によって

拡大し，14種類の中立的技術進歩の生産関数を作成している。例えば，賃金

鞠が一定のときに長が淀であることを技術中立の定義とすれ駅の生

産関数は

　　Y＝F（K，L十C（のK）
となり，励綻のとき碁力碇であることを中立性の定義とすれば生産関

数は

　　y＝C（のK十G（K，L）
となる。同様にしてR，r，　W，a，σの何れかが一定のときにY／K，　Y／L，　K／

L，R，　r，　W，αの何れかが一定であることを技術中立の定義とすることにより

結局14種類の生産関数を得ている。なおそれらの中からσに関するものを

のぞいた9種類を米国・日本・独乙のデータに適用した結論として，ピック

ス，ハロ・ソド，ソローの3つの中立は他よりも勝れていて，特にソロー中立

は大変よい結果をあたえていることが報告されている。

　R．Sato（1970，〔85〕）は1次同次FA生産関数

Y＝F（B（t）K，A（t）L）＝F（K’，　L「）（K’　・　BK，　L’＝AK）…（5・34）

より代替弾力性σをK’，L’について定義し，自由競争仮定のもとで

非讐｝／隆）1

とおく。そしてσ＝q（β）なる関係よりFA生産関数を導いている。更に

その

を得ている．また・噛β（δ1一麟）のときは

　　　δ・≠・ならy－、9、（BK）1一δ1（AL）δ1＋b・AL・……（5・35）

　　　δ1－1ならy－・勘9器＋∂・BL・………・・…（5・36）
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なるFA生産関数を導いている。その場合
麦一一臨・（rは利潤率）

なる関係が成立し，（5．35），（5．36）は　CEDD　生産関数（constant－

elastici　ty－　of－derived・demand　production　fmction）と呼ばれている。なおK，

Lの関係を対称的に入れかえたCEDD生産関数も求められている。米国の

データによって測定が行われているが，結論の1部として次の結果が得ちれ

ている。

　（イ）CEDD生産関数はCES生産関数より適合度が高い。

　（ロ）技術進歩は労働節約的である。

　？9σ〈1の様に思われる。

　M．JBeckmann，　R，　Sato　and　M．　SCh　upack（197Z〔8〕）はかなり一般的な

方法で種々の生産関数を作り出している。即ち1次同次生産関数

　　Y＝：F（K，L，　t）　・…　。。…　。・・・・・・・・・・…　。（5，37）

において
　　z一差一F（1，卸）一ψ（x，　t）（x一会）

z・一鶉，2一穿

とおけば

　　〃一・多w－z・，r－z－xz・，　R－z：多1，α一髪

となる。さてZ，x，　y，　w，　r，　R，αの増加率の1次式であるZ，　tの微分方程式

a・
多＋β壽＋γ多＋δ蓄＋・多＋η奏＋λ暮＋μ一・……（5．38）

を考え，これより

　　（Z－xzr）a（Z’）bZCxg＝he　mt・・……・・（5・39）

なる関係式を得る。これを解くことにより種々の型の生産関数が得ちれ，CD，

CES，　CEDDの生産関数はその特殊の場合として含まれている。なお1945

－65年の米国製造工業のデータについて測定した結果によれば，CD生産関数

は適当でないが，CES生産関数は適当である。しかしその他にもよく適合す

る生産関数があることが示されるている。
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6．今後の問題

　半世紀近い間の生産関数論議は以上の通りである。Douglasが周囲の人々

の冷い眼を身に感じながら専心生産関係と分配関係との解明に立向った当時

に比して，現在何程の進歩があるであろうか。確かに数多くの勝れた生産関

数が発見され，勝れた計量経済学的計1員肪法が発明された・しかしCD生産

関数に提出され磯問は未だに＋分1・解明されていない・その疑問点を今一

度あげるなら

　（i）　retUr・nS　tO　SCaleつ問題

　（ii）　3個以上の変数の問題

　（iii）　時間的構造変化の問題

　（iv）　不完全競争の問題

それに（v）代替弾力性の値の問題をつけ加えてもよいであろう。

　比較的簡単な問題から考えることとする。先づ（ii）のn変数生産関数

（n≧3）の問題についてのべれば，CD生産関数は『多く理論にも計測1こも利

用されているが，CES生産関数については計測にも理論にも利用されていな

い。代替弾力性を定数と考えることが，2変数KLについても問題となって

いるのであるから，形式的に変数の数を増加しても・あまり意味はないであ

ろう．そのうちで一番騨なUzaw・の生産麟（3・29）と・一番複雑な（しか

し形式は簡単な）Mukerjiの生産関数（3．36）は利用される可能性があるので

はなかろうか。

　次に（IV）の問題は計測の技術的｛則面からすれば解決ずみである・即ち自由

競争の仮定を用いず生産関数そのものから計測を行えばよい。これは計量経

済学の発達の賜物である。なお競争の仮定を入れた連立方程式体系を作るに

してもDhrym．　es〔22〕の様に不完全競争の仮定を入れることによって可能で

ある。しかしこれは技術論である。不完全競争の理論の確享は生産関数論と

は別の問題である。

　　第3には（iii）の技術進歩の問題である。これも（iv）と同じく生産関数だけ
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の問題ではなくて現代経済学の中心課題である。だがCD生産関数にトレン

ドが導入され，それがピックス或はハロッドの中立の問題となり，そしてFA

生産関数となって，計測の面よりも理論の面に貢献していることは注目すべ

きであろう。なおFA生産関数（m次同次）

　　Y＝F（B（t）K，A（t）L）…・・……　（6，1）

は鋼一C（’）

とおけば

　　　Yニ｛B（t）｝mF（K，　C（t）L）　・・・・・・・・・…　。。・（6．　2）

或はY－｛A（t）｝・F（ゐκL）・一………（6．3）、

となり，非中立的技術進歩（6．1）は，ピックス中立とハロッド中立との合成

　（6・2）・或はピックス中立とソロー中立との合成t（6．3）として表現できる。

従って中立的技術進歩と非中立的技術進歩との区別がやや不明瞭となる様に

思われる。今1つの問題は（6．1）の形の場合A（t）とB（t）との関係である。

Kemedy〔50〕に初まるinnovation　POssi　bi　lity　functionの理論はやや難解で

あって・今少し自然なA（t）とB（t）との関係の表現法はないものであろうか。

　第4には（v）の問題である。多くの人々の測定値は概ね0．3＜σ＜1．5の程

度の範囲に入っているが，Ner　love〔70〕が詳細に調べている様に時・場所・測

定方法によってかなりの差異があることは問題であろう。或はVES生産関

数の方がより自然であるのかも知れない。しかし現在ではVES生産関数に

よるσの測定値は少なく，この点は今後の課題であろう。また理論的な問題

からすれば，σ＝1は動学的経済体系の安定不安定の境界点であって

（Drandakis　and　Phelps〔27〕），σ＜1かσ＞1かは確認したいことである。

とも角もσの正確な値が得たいものである。

　終りに（i）の問題に移ろう。1960年頃までは専らCD生産関数による測定

であるカ㍉m≒1がほぼ認められたかに見えた。だがCES生産関数の発

見と共に様子が変り，m＞1が支配的となった。更にVES生産関数が出現

すると今度はm〈1の可能性が増大して来たのである。理論的には企業単

位の場合はm＞1であることは与えられた生産関数のもとで利潤最大の条
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件が成立しない．従って産業がin・・ea・ing・etU・n・であるとき・個々の企業で

ei　m≦1と考えるためには，　W・lt・・s〔103〕がのべている様に外部経灘を

考えるか或は不完全競争を前提とするかしな1ナればならタいであろう・と

も角も規模弾力性の値はいくらであろうか。一番古くて簡単に見えるこの問

題は未だに解決されていないのである。

　理論が精密と女るに従って疑問がますます多くなるのは科学の常道であろ

う。生産関数論もまたその常道をたどりつつあるのであろう・Douglasが

1948年の論文の終りでのべた言葉でこの拙論を終ることとする9

・
Th。，e　i，　n。　d。。，　bOt・nly・littl・wind・w・th・t・P・n・・ut　up6n・ag「eat

w（）rld．”
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