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Negative　Transitivityに関する

いくつかの十分条件について

橋　本 寛

1．はじめに

　有限集合上の二項関係はプール行列で表現できるので，プール行列の性

質を調べることにより，対応する関係の性質を明らかにすることができる。

本論文では，関係を表現する行列がnegatively　transitive関係を表現する

行列となるためのいくつかの十分条件を示している。このnegatively　transi－

tive関係は選好関係などの議論において現われる応用上重要な関係であ

る（1）（2）（15Xl6）。この関係の基本的性質については，これまでにも種々調べられ

ており，例えばnegatively　transitive関係が連結性のもとで推移関係と密

接な関連を有していることはよく知られている（4）一（7）（11）（13）。

2．演算の定義

　以下の議論において必要となる演算を定める。まず，0，1の値をとる

x，yに対してx＞y＝max（x，y），　x〈y＝min（x，　y），文＝1－xと定める。
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次に，0，1の要素をもつn次プール行列R＝［rij］，　S＝［sij］に対して

　　R＞S＝＝［rij＞Sij］

　　R〈S＝［rij〈Sij］

　　R＝［fij］

　　Rノ＝［rjl］（転置）

　　△R＝R〈Rt

　　▽R・＝R〈R／

　　R×S＝［（ri1〈slj）〉（ri2〈s2j）V…〉（rin〈snj）］

　　R1＝R

　　Rk＋1＝Rk×R　（k＝＝1，2，…）

　　R≦S⇔すべてのi，j＝1，2，…，　nに対してrij≦sij

と定義する。

　また，単位行列を1で表わし，1＝［6ij］とする。ここに莇はクロネッカー

のデルタである。一般にRk＝［r（器）］とおきR°＝1とする。したがって，こ

のときr（卸＝δjとなり，r（伜＝1となる。さらに，全要素が1の行列をEで，

全要素が0の行列を0で表わす。このような定義のもとで▽R≦1なるRは

反対称的関係を表わす行列となり，▽R＝0なるRは非対称的関係を表わ

し，RVRt＞1＝EなるRは連結的関係を表現する行列となる。1≦Rなる

Rは反射的であるといわれ，R2≦RなるRは推移的であるといわれる。（R）2≦

RであればRはnegatively　transitiveであるといわれる。Rがnegatively

transitiveであれば，任意のi，　j，　kに対して，

　　rik＝rkj＝0＝＞ri」＝0

となる。すなわち，任意のi，jに対して，

　　rij＝1＝〉すべてのkに対し，　rik＝1またはrk」＝1となる。
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3．結　　果

　与えられたプール行列Rが（R）2≦Rとなる条件とそれに関連する性質を

示す。

　［性質1］

　R＞1≧R’〈1，R’＞1≧（R〈1）2≒〉（R）2≦R

　（証明）rik＝rkj＝0とおきrij＝0となることを示す。

　（1）i・kのとき

　　　rij＝rkj＝0

　（2）k＝jのとき

　　　rij＝rik＝0

　（3）i≠k，k≠j，　i＝jのとき

　rik＝0，　R＞1≧R’〈1によってrki＝1

しかし，rki＝0であり，矛盾するので，この場合はありえない。

　（4）i≠k，k≠j，　i≠jのとき

　rki＝rjk＝1。よってrjk〈rki＝1となり，R1＞1≧（R〈1）2からrij＝0と

なる。　　　　　　　　　　　　「　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上記の性質1はすでに知られている次の性質（6）の特別な場合となっ

ている。

　　R＞R’VI＝E，（△R）2≦R’VI＝〉（R）2≦R

すなわち，これの特別な場合となっていることは，R＞1≧Rt〈1がRVR！

＞1＝Eと同値であること，および△R＝R〈R！≦R〈1であることから容

易にわかる。また，この性質1は先で示す性質12の特別な場合ともなって

いる。

　［性質2］

　　R＞1≧R’〈1，Rノ＞1≧R2＝〉（R）2≦R

　（証明）性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　［性質3］

　　RVI≧Rt〈1，　R1＞1≧R2＞R＝i＞（R）2≦R

　（証明）性質2による。

　［性質4］

　　R＞1≧R’＞1≧R2＝〉（R）2≦R

　（証明）性質2による。

　［性質5］

　　R≧R〆＞1≧R2＝〉（R）2≦R

　（証明）性質4による。

　［性質6］

　　R≧Rノ＞1≧R2＞R⇒（R）2≦R

　（証明）性質5による。

同値である。

　［性質7］

（R）2≦R

　（証明）

rkj＝0とおきrij＝0となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　rij＝rk」＝0

　（2）k＝jのとき

　　　rij＝rik＝0

　（3）i≠k，k≠j，　i＝jのとき

r、、＝0，r、、＝0，　r垂1）＝1，　rl’）＝1

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）

なお，R2＞R≧RであるからR≧R！＞1≧R2＞RはR＝R’＞1＝R2＞Rと

あるe（2＝1，2，…）に対してRe＞1≧R’〈1，　R’＞1≧R2　e＞R22－1＝〉

e＝1のとき性質3によって成立するのでe≧2とする。rik＝

したがって，あるm≠i，kに対してr（P．ll）〈rim〈r註†1）＝1。ここに0≦a≦

2－2で，r（P？＝1である。　R2e－1≦R’＞1だからr認　1）＝0。ところで
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r舐†1）＝1，r認＝1，r（F，）＝1。よってr僻d）＝1となるが，これは矛盾す

るので，この場合はありえない。

　（4）i≠k，k≠j，　i≠jのとき

　rik＝0，rkj＝0によってrff）＝rl2＝1。したがってr伊）＝1となる。と

ころでR2e≦R’＞1によってrij＝0となる。　　　　　　　　　（証明終）

　［性質8］

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2≧Rノ＞1≧R2e＞R2　2　－1⇒（R）2≦R

　（証明）　R2＞1≧Re≧R1＞1≧R’≧Rノ〈1

したがって性質7によって（R）2≦R。　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質9］

　ある2（2＝1，2，…）に対してRe＝R22　－1＝R22＝R’＞1⇒（R）2≦R

　（証明）性質8による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質10］

　あるe（e＝1，2，…）に対してRe＝R2　＋1＝R’v　1＝〉（R）2≦R

　（証明）性質9による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質11］

　R＞R’＞1＝Eのとき

　ある2（2＝1，2，…）に対して（R〈1）3e　－1≦R＞R’＞1⇒（R）2≦R

　（証明）rik＝rkj＝0とおきrij＝0となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　rij＝rkj＝0

　（2）k＝jのとき

　　　rij＝rik＝0

　（3）i≠k，k≠jのとき

　S＝R〈1とおく。rik＝rkj＝0およびR＞R’＞1＝Eによってi≠j。また

rki＝rjk＝1。もしrij＝1とすればrij＝rjk・＝rki＝1によってS留＝1，s（卸＝

1。したがって峨尼　1｝＝＄1食（e－1）＋2）≧吋1（2『1＞）〈s艦～＝1となり，，　rik＞fki＞δik＝
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1となる。いまrik＝0かつi≠kだからfki＝1。しかし，これはrki＝1と

矛盾する。ゆえにrij＝0。

　［性質12］

　RVR／VI＝E，（R〈1）2≦R＞R’＞1⇒（R）2≦R

　（証明）　性質11による。

　［性質13］

　R＞R／VI＝E，（R〈1）2≦R〈1⇒（R）2≦R

　（証明）性質12による。

　［性質14］

　R＞R’＞1＝E，（R〈1）×R≦R＝〉（R）2≦R

　（証明）

る。

　［性質15］

　R＞R’VI＝E，　R×（R〈1）≦R⇒（R）2≦R

　（証明）

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（R〈1）2≦（R〈1）×R≦Rだから性質12によって（R）2≦Rとな

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　　　（R〈1）2≦R×（R〈D≦Rだから性質12よって（R）2≦Rとなる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質16］

　R＞R1＞1＝E，　R2≦R＞R1＞1＝〉（R）2≦R

　（証明）　性質12による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［’1生質17］

　R＞Rt＝Eのとき

　ある2（2＝2，3，…）に対してR2≦R＞R’＞1＝〉（R）2≦R

　（証明）1≦RによってR2≦Re≦R＞R’＞1だから性質16によって（R）2≦

R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質18］

　　R＝R2＝R＞Rノ＞1⇒（R）2≦R

　（証明）R＝RVR！＞1よりR＞R〆＝R＞Rノ＞1＞R’＝E。

したがって性質17によって（R）2≦R。　　　　　　　　　　　（証明終）
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　［性質19］（12）

　あるh，2（h，2＝1，2，…）に対してR2he　－1≦Rノ＞1，　R’≦Re＞1＝＞R

＞R！VI＝E

　［性質20］

　あるh，e（h，　e＝1，2，…）に対してR6h2　－1≦R1＞1，　R1≦Re＞1＝〉（R）2≦

R

　（証明）性質19によってR＞Rt＞1＝E。したがって性質11によって（R）2≦

R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質21］

　ある2（2＝1，2，…）に対してRac－1＝Rノ＞1＝Rρ＞1⇒・（R）2≦R

　（証明）性質20による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，ある£（2＝1，2，…）に対してRee　－1＝R1＞1・R2VIとなるとき，

R＞R’＝Eとなることが知られている（14）。

　［性質22］（正2）

　ある2（2＝1，2，…）に対してR12E　－7＝R’＞1＝Ree　－3＞1⇒R＞Rノ＝E

　［性質23］

　ある2（e＝1，2，…）に対してRl22－7＝R／V　I＝Rac　－3＞1＝〉（R）2≦R

　（証明）性質22によってR＞R’＝Eとなる。ところでR12e　”7＝R3（ce　－2＞－1で

あるから，性質11によって（R）2≦R。　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質24］

　　▽R＝0，（R）2≦Rノ＞1⇒（R）2≦R

　（証明）rik＝rkj＝0とおき，　rij＝0となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　rij＝rkj＝0

　（2）k＝jのとき

　　　rij＝rik＝0

　（3）i＝jのとき

　　　rij＝rii＝0
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　（4）i≠k，k≠j，　i≠jのとき

　（R）2≦RIV　Iによってrji＝1。ところで▽R＝0であるからrij＝0。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，一般には

　　　▽R≦1，（R）2≦Rノ＞1⇒（R）2≦R

とはいえない。いま

　　　R－〔謝

とおけば，

　　　R－〔1註（R）・一〔謝

であって，▽R≦1，（R）2≦R／VIとなるが，（R）2≦Rとはならない。

　［性質25］

　　R＞Rt＞1＝E，　（R）2≦R＝〉（RVI）2≦Rノ＞1

　（証明）f，，V　6ik＝fkj　V（Si、j＝1とおき，rji＞δj＝1となることを示す。

i＝jのときは明らかであるからi≠jとする。

　（1）i≠k，k≠jのとき

　ri、＝rkj＝0だから（R）2≦Rによってrij＝0となり，R＞R’＞1＝Eによっ

てrji＝1。

　（2）i≠k，k＝jのとき

　rij＝rik＝0。したがってrji＝1。

　（3＞i＝k，k≠jのとき

　rij＝rkj＝0。したがってr」i＝1。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質26］

　　（R＞1）2≦Rノ＞1⇒R＞R’＞1＝E

　（証明）rij＝0（i≠j）とすれば（R　V　I）2≦Rt＞1によってrji＝1。ゆえに

R＞Rノ＞1＝E。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　［性質27］

　　R＞T＝P，S≦R⇒S〈P≦T
　（証明）S≦Rから

　S〈P≦R〈P＝R〈（R＞T）＝R〈T≦T　　　　　　　　（証明終）

　［性質28］

　R＞Rt＞1＝E，（R）2≦R⇒（R）2≦R〆VI

　（証明）性質27において，T・Rノ＞1，　P＝E，　S＝（R）2とおけば，（R）2≦

R’＞1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質29］

　R＞R「＞1＝E，▽R＝0のとき

　　　（R）2≦R1＞1⇔（R）2≦R

　（証明）

　（1）（R）2≦Rt＞1のとき

　性質24によって（R）2≦R。

　（2）（R）2≦Rのとき

　性質28によって（R）2≦Rt＞1。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質30］

　R＞R＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　（R）2≦Rノ＞1，▽R＝0

　（2）　（R）2≦R，▽R＝0

　（証明）性質29による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　R＞R’＞1＝Eのもとで，（R）2≦R，▽R＝0と同値になる条件として次

の性質も知られている。

　［性質31］（4）（9）

　R＞R’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，　R〈1＝0

　（2）　R2≦R，▽R＝0

　（3）Rn＝0
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（4）　R3〈1＝0，▽R＝0

（5）すべてのk（k＝1，2，

（6）　R5≦Rノ

（7）ある2（2＝0，1，2，

（8）　（R2VR3）〈1＝0

（9）　R6〈1＝0

（10）　（R）2≦R，▽R＝0

…）に対してRk≦R’

…
）に対してR62　＋s≦Rt

上記の性質におけるR＞R’v　1＝Eかつ▽R＝0なるRはいわゆるトー

ナメントを表現する行列となっている。

　［性質32］

　　▽R≦1，（R）2≦R’〈1＝〉（R）2≦R

　（証明）rik＝rkj＝0とおき，　rij＝0となることを示す。（R）2≦Rノ〈1に

よってrji〈忍＝1，すなわちrji・＝1，i≠jとなる。したがって▽R≦1に

よってrij＝0。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質33］（8）

　　（R）2≦△（R）⇔R＞R’＝E，（R）2≦R

　（証明）

　（1）（R）2≦△（R）のとき

　　　（R）2≦△（R）＝R〈R〆≦R

もしrij＝r」、＝＝0とすればfii〈rii＝1となるが，これは矛盾する。

よってRVR’＝E。

　（2）RVR’＝E，（R）2≦Rのとき

　rik　＝＝　rkj＝0とおけばrij＝0。R＞R’＝Eによってrji＝1。

したがってfij〈rj、＝1。ゆえに（R）2≦△（R）。　　　　　　　（証明終）

　［性質34］

　　R＞Rノ＝E，（R）2≦R＝〉（R）2≦Rノ〈1

　（証明）性質33によって
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　　（R）2≦△（R）＝R〈R’≦Rノ〈1　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［・1生質35］

　　R＞Rノ＝E，　（R）2≦R＝〉（R）2≦R〆

　（証明）性質34による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質35はすでに示している性質28からも容易に得られる。

　［性質36］

　　R＞R’＝E，▽R≦1のとき

　　　（R）2≦R’〈1⇔（R）2≦R

　（証明）

　（1）（R）2≦Rt〈1のとき

　性質32によって（R）2≦R。

　（2）（R）2≦Rのとき

　性質34によって（R）2≦Rノ〈1。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，一般には

　　R＞Rノ＝E，（R）2≦Rノ〈1＝〉（R）2≦R

とはならない。いま

R＝＝
［…］

とおけば

R－

であって，R＞Rノ＝E，（R）2≦Rノ〈1となるが，（R）2≦Rとはならない。

　ところで，

　　　▽R≦1⇔R〈1＝△R
であり（7），また

　　　△（R1）＝△（R）
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であるので（3），性質36より

　　RVRノ＝E，▽R≦1のとき

　　　（R）2≦△（R）⇔（R）2≦R

となるが，R’〈1を△（R）で置き換えたときは，すでに性質33で示したよう

に▽R≦1は不要となる。

　［性質37］

　　（R＞1）2≦Rノ＞1，▽R≦1＝〉（R）2≦R

　（証明）rik＝rkj　・＝　Oとおき，　rij＝0となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　rij＝rkj＝0

　（2）k＝jのとき

　　　rij＝rik＝0

　（3）i≠k，k≠j，　i＝jのとき

　rik＝rki＝0だから，f，kV　6｝k＝1となり，またfii＞6ii＝1だから（R　V　I）2≦

R〆＞1によってrki＝1となるが，これは矛盾する。したがって，この場合

はありえない。

　（4）i≠k，k≠j，　i≠jのとき

　（R＞1）2≦R’＞1によってrji＝1となり，▽R≦1によってrij＝0とな

る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質38］

　RVR’＞1＝Eのとき

　　（R）2≦R＝〉（R＞1）2≦R’＞1

　（証明）S＝［sij］＝RVIとおく。sik＝skj＝1とするときrji＞δj＝1と

なることを示す。i＝jのときは明らかであるからi≠1とする。

s重k＝Skj＝1によって

　　f，k＞，Si、＝1，　f、j＞（Si，j＝1

　（1）i＝kのとき



　　　　　　Negative　Transitivityに関するいくつかの十分条件について　（57）－57－

　fij＞萌＝1となるが，　i≠jだからrij＝0となり，　RV　R’VI＝Eによっ

てrji＝1。

　（2）k＝jのとき

　fij＞虜j＝1となるが，　i≠jだからrij＝0となり，R＞R’＞1＝Eによっ

てrji・＝1。

　（3）i≠k，k≠jのとき

　rik＝0，　rkj＝0となり，（R）2≦Rによってri」＝0となる。したがって，

R＞Rノ＞1・Eからrji＝1となる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質39］

　R＞R／VI＝Eのとき

　（R＞1）2≦R／VI，▽R≦1⇔（R）2≦R，▽R≦1

　（証明）性質37および性質38による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　R＞R’＞1＝Eのもとで（R）2≦R，▽R≦1と同値になる条件として次の

性質が知られている。また文献（13）においても多数の同値条件が示されて

いる。

　［性質40］（7）（9）

　R＞Rノ＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，▽R≦1

　（2）　（R〈1）n＝0

　（3）　（R〈1）3〈1＝＝O，▽R≦1

　（4）　（△R）3〈1＝0，▽R≦1

　（5）すべてのk（k＝1，2，…）に対してRk≦Rノ＞1

　（6）　R5≦Rf＞1

　（7）　ある2（2＝0，1，2，…）に対してR5＋62≦R1＞1

　（8）　（R）2≦R，▽R≦1

　［性質41］

　R＞R’VI＝Eのとき

　　（R＞1）2≦R＞1⇔（R）2≦R
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　（証明）

　（1）（R＞1）2≦R＞1のとき

rik＝rkj＝0とおきrij＝0となることを示す。

　（a）i＝kのとき

　　rij＝rkj＝0

　（b）k＝jのとき

　　rij＝rik　＝0

　（c）i≠k，k≠jのとき

　R＞Rt＞1＝Eによってi≠j。（R＞1）2≦R＞1によってfij＝1

すなわちrij＝0。

　（2）（R）2≦Rのとき

　（R＞1）2＝（R．）2VR＞RVI＝R．＞1　　　　　　　　　　　（証明終）

　与えられたRがR＞R1＞1＝Eのもとでnegatively　transitiveとなる条

件として次のような性質も知られている。

　［性質42］（10）

　R＞RIV　I＝Eのとき

　　　R2≦1⇒（R）2＝R

　なお，Rの次数nが3以上のとき，R＞R1＞1＝EかつR2≦1となるRは

存在しない（1°）。

4．むすび

　本論文では，negatively　transitive関係について考察をおこない，その興

味深い性質のいくつかを明らかにすることができた。とくに，与えられた

関係行列がnegatively　transitiveとなるための種々の条件と若干の必要十

分条件を示した。これらはほとんど自明であるけれども従来余り知られて
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いない性質のように思われる。negatively　transitive関係はトーナメントや

全順序と密接な関連があり，本論文の結果はそれらの議論においても有用

であろうと考えられる。
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