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Negatively　Transitive関係に関する性質の一般化

Generalization　of　Properties　of　Negatively　Transitive　Relations

橋　本　　　寛

HASHIMOTO，　Hiroshi

Abstract

　Properties　of　negatively　transitive　relations　are　generalized　to　some　extent　and　various

properties　are　obtained　as　special　cases．　Negative　transitivity　and　transitivity　are　dual　con－

cepts　and　they　play　an　important　role　in　apPlications　of　relation　theory　such　as　preference

relations．　Generalized　properties　of　negatively　transitive　relations　and　their　related　proper－

ties　are　shown　by　using　Boolean　matrices．　Some　collditions　on　relationship　between　nega－

tively　transitive　relations　and　transitive　relations　are　examined．

1．はじめに

　選好関係の議論などにおいてしばしばnegatively　transitive関係が出現す

る［1，3，24］。このnegatively　transitive関係は推移関係と双対な関係にあ

る二項関係であり，様々な関係理論の応用分野において基本的な役割を果た

している。negatively　transitive関係についてはこれまでにも若干の初等的性

質が知られているが［1，3，4，5，7，12，28］，本論文ではプール行列を用

いてnegatively　transitive関係に関する性質の一般化をおこない，いくつか

の一般化された性質と関連する性質を示している。これらの一般化された性

質から特別な場合として従来知られているnegatively　transitive関係の性質

が導かれ，推移関係とnegatively　transitive関係の相互の関係すなわち両者

が互いに同値条件となる前提条件などに関する性質が得られる。また，それ

らの性質における前提条件に関してとくに反対称性と連結性について考察を
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おこない，よく知られている自明な条件も含めてそれらの同値条件として整

理している。これらの条件の中には自明ではあるが一般にはあまり知られて

いないと思われるものも含まれている。

2．定義

　本論文では二項関係を0，1の要素をもつプール行列で表現し，関係の性

質をプール行列の性質として与える。n次のプール行列をR＝レ。］，　S・＝＝［副，

T＝［胡などで表す。とくに単位行列を1，零行列を0，すべての要素が1

のプール行列をEで示す。

　プール行列に関する演算と記法は文献［22］などに従うものとするが，い

くつかの主要な演算は次のとおりである。

　　　　　R×S＝［（r、1〈Sl、）〉（r、2〈s2ノ）V…〉（r、n〈Snノ）］

　　　　　R◇Sニ［（r、1＞SI、）〈（ri，＞S，、）〈…〈（r、n＞S。、）］

また推移閉包に関する演算を次のように定める。

　　　　　R＋＝R＞R2＞R3＞…

　　　　　R＊＝1＞R＞R2V…

n次プール行列に対しては一般にR＋＝R　VR2＞…＞Rn，　R＊＝1＞R＞…＞

R”71となることが知られている。なおR°＝ノとする。

　推移関係を表現するプール行列RはR2≦Rとなり，　negatively　transitive

関係は（R）2≦πすなわちR◇R≧Rとなる。また反対称的な関係はR〈

R’≦」となり，連結的な関係はR＞R’＞1＝EすなわちR〈R’≦1となる。

さらに非対称的な関係はR〈R’＝0となり，強連結的な関係はR＞R’ニ

EすなわちR〈R’＝：0となる。

3．結果

3．1　予備的な結果

　以下のnegatively　transitive関係およびそれの一般化に関する議論におい

て必要な反対称性，連結性に関する基本的性質とそれらを若干一般化した性
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質などについて考察をおこない，自明な性質も含めて整理し列挙する。

［性質1］次の条件は同値である。

（1）　S／＼7▼’＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（8＞＜T）／＼1＝0

（2）　T／＼S’＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（T＞〈S）〈1「＝0

（3）　SVT’＝五7　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　（3’〉〈T’）／＼1＝0

（4）　T＞S’＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　（T’〉くS’）／＼1＝0

（証明）（1）⇔（2）⇔（3）⇔（4）明らかである。

　（1）⇒（5）S×Tの（i，i）要素は（Si　l〈tl　i）〉（Si　2〈t2　i）〉…V（s、　n〈t。　i）とな

るが，S〈Tt＝0からs、　k〈tk　i＝0（i，　k＝1，2，…，n）だから（S×T）〈ノ＝

0。

　（5）⇒（1）（s、1〈tl　i）〉（s、2〈t2　i）V…V（s、　n〈t。　、）＝0だからs、　k〈tk　i＝0（i，　k＝

1，2，…，n）となり，　S〈T’＝0。

　（2）⇔（6）（1）⇔（5）の場合と同様である。

　（6）⇔（7）　（S＞＜T）／＼1＝0　⇔（S＞〈T）’／＼1＝0　⇔（T’〉〈S’）／＼1＝0

　（5）⇔（8）（6）⇔（7）の場合と同様である。

［性質2］　次の条件は同値である。

（1）　S＞T’＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（亙〉〈ア）／＼1＝0

（2）　T＞S’＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（ア〉〈否一）／＼1＝0

（3）　S／＼Tt＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （7）　（S’〉〈T’）／＼1＝0

（4）　T／＼S「＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）　（Tt＞＜S’）／＼1＝0

（証明）性質1においてS，Tをそれぞれ否，アとおく。

［性質3］次の条件は同値である。

（1）　S／＼Tニ0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　（3＞＜T’）／＼1＝＝0

（2）　S’／＼Tt＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（T’〉〈3）／＼1＝0

（3）　5「v7▼＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　（S’〉〈T）／＼1＝0

（4）　5り＞T’＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　（T＞くS’）／＼1＝0

（証明）性質1においてTをT’とおく。

［性質4］次の条件は同値である。

（証明終）

（証明終）

（証明終）



一
4－（598） 山口経済学雑誌　第52巻　第4号

（1）　S＞T＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5）　（S＞〈T’）／＼1＝0

（2）　S’＞T’＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（Tt＞くS）〈1＝0

（3）　S／＼Tニ0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　（S’〉くT）〈1＝0

（4）　S’／＼Tf＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　（T×S’）／＼1＝0

（証明）性質2において7をT「とおく。

［性質5］次の条件は同値である。

（1）　S≦7▼　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　（S＞〈Tt）ノへ1＝0

（2）　S／＼T＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）　（T’〉＜S）／＼1＝0

（3）　S’／＼Tt＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）　（S’〉〈T）／＼1＝0

（4）　S＞T＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　（T＞〈3’）／＼1＝0

（5）　S’＞T’＝E

（証明）（1）⇔（2）明らかである。

　（2）⇔（3）⇔…⇔（9）　性質3においてTをTとおく。

［性質6］次の条件は同値である。

（1）　S／＼S’＝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　S2〈1＝0

（2）　SVSt＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（S’）2／＼1＝0

（証明）性質1においてT＝Sとおく。

（証明終）

（証明終）

（証明終）

　上の性質6は非対称性の条件であるがよく知られているであろう。S〈S’

＝ 0と同値な条件についてはこれら以外にもいくつか知られている［4，18，

20］。

［性質7］次の条件は同値である。

（1）　S＞S「＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　（3）2／＼1＝・＝0

（2）　3／＼3’　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　（S’）2／＼1＝0

（証明）性質2においてT・Sとおく。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この条件（1）の同値条件として上記以外にも若干の条件が知られている［4，

9，　10，　16，　21］。

［jl生質8］　（1）S／＼T／＼R＝（S／＼R）／＼（T＞R）＝（T／＼R）／＼（SVR）

（2）3vTVR＝（3〈R）〉（T＞R）＝（T〈R）〉（S＞R）
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（証明）明らかである。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質9］（1）S〈T≦R⇔（S〈R）〈（T＞R）＝0⇔（T〈R）〈（S＞

R）＝0

（2）　3VTVRニE　⇔　 （S／＼R）〉（7▼VR）＝E　⇔　 （T／＼R）V（S＞R）ニ、E

（証明）S〈T≦R⇔S〈T〈R＝0であるから性質8による。　（証明終）

　上の性質9（1）のS〈T≦Rに関してはいくつかの同値な表現が知られ

ている［17］。

［性質10］次の条件は同値である。

（1）S〈Tt≦1

（2）（5「〈ノ）〈（T’　V1）ニ0

（3）　（T’／＼1）／＼（S＞1）＝0

（4）　T／＼S’≦」r

（5）　SVT’V1ニE

（6）7▼VS’＞1＝E

（7）　（（S／＼1）〉〈（T／＼1））／＼1＝0

（8）　（（T／＼1）〉〈（S／＼1））／＼1『＝0

（9）　（（S’／＼1）〉く（T「ノ＼1））ノ＼1＝0

（10）（（T’〈1）×（S’〈1））〈1＝0

（11）（5「×（T〈1））〈1＝0

（12）　（（Tノ＼1）〉〈S）ノ＼1　＝0

（13）　（5「’〉〈（T’／＼1））／＼1＝＝0

（14）　（（T’／＼1）〉〈S，）／＼1＝0

（15）　（（S／＼1「）〉〈T）／＼1＝0

（16）（T×（S〈1＞）〈1＝0

（17）　（（S，／＼1）〉くTf）／＼1ニ0

（18）（Tt×（S’〈1））〈1ニ0

（証明）（1）⇔（2）⇔（3）性質9による。

　（1）⇔（4）⇔（5）⇔（6）明らかである．

　（1）⇔（7）　⇔（8）⇔…　⇔（18）　S／＼T’≦1⇔　　（S／＼1）／＼（Tノ＼1）’＝0

　　　　　　　　　　　　　　⇔S〈（T〈1）t＝0⇔（S〈1）〈T’ニ0

であるから性質1による。

［性質11］次の条件は同値である。

（1）S＞T’＞1　・＝E

（2）　（3／＼1）〉（T’＞1）＝E

（3）（T’〈1）〉（3＞1）＝E

（4）　　T＞S’＞1ニ、E

（5）　　S／＼7▼’≦1

（証明終）

（10）（（T’〈1）×（S’〈1））〈1＝0

（11）（3×（T〈ノ））〈1ニ0

（12）（（7〈1）×3）〈1＝0

（13）　（5「’〉〈（7’／＼1））／＼1＝0

（14）　（（T’／＼1）×S’）／＼1＝0
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（6）　T／＼S’≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）　（（匝／＼ア）〉くア）／＼1＝0

（7）　（（3〈1）×（T〈1））〈1＝0　　　（16）　（ア×（亙くア））〈1＝0

（8）　（（T／＼1）〉〈（S／＼1））／＼1ニ0　　　　（17）　（（否ア／＼ア）〉〈ア）／＼．1＝0

（9）　（（5「’／＼1）〉〈（T’／＼1））／＼1＝0　　　（18）　（ア〉〈（否ア／＼ア））／＼1＝0

（証明）（1）⇔（2）⇔（3）性質9による。

　（1）⇔（4）⇔（5）⇔…⇔（18）性質10においてS，Tをそれぞれ否，アとおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質12］次の条件は同値である。

（1）S〈T≦1

（2）（S〈1）〈（T＞1）ニ0

（3）　（T／＼1）／＼（S＞1）＝0

（4）　3’／＼T’≦1

（5）　S＞T＞1＝E

（6）S’＞7▼「＞1＝E

（7）　（（S／＼1）〉〈（T’／＼1））／＼．1＝0

（8）　（（Tt／＼1）〉〈（S／＼1））／＼1＝0

（9）　（（S’／＼1）〉く（T／＼1））／＼1＝0

（証明）性質10においてTをT’とおけばよい。

［性質13］次の条件は同値である。

（1）3＞T＞1＝E

（2）　（S／＼1）V（T＞1）＝万

（3）（T〈1）〉（5「＞1）＝E

（4）　　S’＞T’VI＝E

（5）　　S／＼T≦1

（6）　3’〈T’≦1

（7）　（（3／＼1）〉〈（7▼’／＼1））／＼1＝0

（8）　（（Tt／＼1）〉＜（S／＼1））ノ＼1＝0

（9）　（（Sf／＼1）〉く（T／＼1））／＼1＝0

（10）（（T〈1）×（S’〈1））〈1＝0

（11）（S×（T’〈1））〈1＝0

（12）（（Tt〈1）×S）〈1＝0

（13）（3’×（T〈1））〈1＝0

（14）　（（7▼／＼1）〉＜S’）／＼1＝＝0

（15）　（（S〈1）×T’）／＼1＝0

（16）（7’×（S〈1））〈ノ＝0

（17）　（（S’／＼1）〉〈T）／＼1＝0

（18）（T×（S’〈ノ））〈ノ＝0

　　　　　　　　　　　　（証明終）

（10）　（（ア〈ア）×（百「〈ア））〈ノ＝0

（11）（3×（Tt〈1））〈1＝0

（12）　（（Tt／＼1）〉〈S　）／＼1ニ0

（13）　（S’〉く（Tノ＼1））／＼1＝0

（14）　（（T〈1）〉〈S’）／＼」r＝0

（15）　（（S／＼1）〉〈Tt）／＼1＝0

（16）　（Tt＞く（S〈1））／＼1＝0

（17）　（（Sf／＼ノ）〉〈T）／＼1ニ0

（18）　（T＞〈（S’／＼1））／＼1＝0
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（証明）性質11においてTをT’とおく。

［性質14］　次の条件は同値である。

（1）5「≦TVI

（2）　S／＼1≦7

（3）　3／＼T≦∫

（4）　（5’／＼1）／＼（7＞1）＝0

（5）　（7／＼1）／＼（3＞1）＝0

（6）3’〈7’≦1

（7）　3＞T＞／＝＝石’

（8）5「’＞r’＞1＝E

（9）　（（3／＼1）〉〈（T’／＼ノ））／＼1＝0

（10）（（T’〈1）×（S〈ノ））〈1ニ0

（証明終）

（11）（（S’〈1）×（T〈1））〈1＝0

（12）　（（T／＼1）〉〈（S「／＼1））／＼1＝0

（13）　（S＞く（Tt〈1））／＼1＝0

（14）　（（T’／＼1）〉〈5「）／＼1＝0

（15）　（S’〉〈（T／＼1））／＼1＝0

（16）　（（T／＼1）〉くS’）／＼1＝0

（17）　（（S／＼1）×T’）〈1＝0

（18）（Ttx（S〈1））〈1＝＝0

（19）　（（S，／＼／）×1つ〈1ニ0

（20）　（T＞く（5「’／＼1））／＼1＝0

（証明）（1）⇔（2）⇔（3）明らかである。

　（3）⇔（4）⇔…⇔（20）性質12においてTをTとおけばよい。

［性質15］次の条件は同値である。

（1）3〈3’≦1

（2）（S〈1）〈（S’＞1）＝0

（3）　（S’／＼．1）／＼（S＞1）＝0

（4）　S＞S’＞1ニE

（5）　（S／＼1）2／＼」ニ0

（6）　（Sf／＼1）2／＼1＝0

（7）　（S＞く（S／＼1））／＼1＝0

（8）（（S〈1）×S）〈1＝0

（9）　（S’〉〈（S’／＼1））／＼1＝0

（10）（（S’〈1）×3’）〈1＝0

（証明終）

（証明）性質10においてTニSとおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質15における反対称性の条件に関しては上記以外にも多数の同値条

件が知られている［5，6，8，10，11，13，17，18］。

［性質16］次の条件は同値である。

（1）S＞S’＞1＝E　　　　　　　（6）（S’〈1）2〈1ニ0

（2）　（S／＼ア）〉（S’＞1）ニE　　　　　　　　　（7）　（S＞〈（S／＼1））／＼1＝0

（3＞　（3’〈ア）〉（SV1）ニE　　　　　　　（8）　（（S〈1）×S）〈1＝0

（4）　百／＼否ア≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）　（S’〉く（S’／＼1））／＼1＝＝0
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（5）　（S〈1）2ノ＼1ニ0　　　　　　　　　　　　　　（10）　（（否ア〈ア）〉く否ア）／＼1＝0

（証明）性質11においてT＝5「とおく。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質16の連結性の条件に関してはこれら以外にも同値な条件が知られ

ている［8，10，15］。なお，性質23においても連結性の同値条件を与える。

［性質17］［19］S〈T＝0，S＞T＝E⇔S＝ア⇔T＝否

［↑生質18］　（1）　S／＼T’＝0，　5「＞T’＝E⇔5「ニアー⇔S’　＝ア⇔T＝否ア⇔T’二否

（2）5「〈Tニ0，S＞T＝E⇔S「＝T

（証明）性質17による。

　上記の性質18（2）に関しては

　　　S〈Tニ0⇔5「≦7▼ノ　5「＞T：E⇔S〈T＝0⇔T≦5「

となり，S≦TかつT≦SであればSニTとなる。

［性質19］次の条件は同値である。

（1）5「〈T〈Rニ0，S＞T＞R＝E

（2）S〈R＝T〈R

（3）S〈R＝T〈R

（証明）（1）⇔（2）性質8によって，　　　　　－

R）＝α5「＞T＞R＝E⇔（S〈R）〉（T＞R）＝E

（証明終）

5「〈T〈Rニ0⇔（S〈R）〈（T＞

性質17によって，（S〈R）〈（T＞R）＝0，（S〈R）〉（T＞R）＝E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔s〈R＝：T＞R＝T〈R

　（1）⇔（3）性質8によって，3〈T〈π＝0⇔（T〈π）〈（3＞R）＝0，

　　　　　　　　　　　　　SVT＞RニE⇔（T〈R）〉（S＞R）＝E

性質17によって

　（T〈R）〈（S＞R）＝0，（T〈R）V（SV．R）＝＝E

　　　　　　　　　　　⇔T〈R＝S＞R＝：S〈R　　　　　　（証明終）

　上の性質19（2），（3）においてRをRをTをTとおけば，一般に

　　　　　　s〈R；T〈R⇔s〈RニT〈R
が成立する。

［性1質20］（1）5「〈T≦R，SVT＞R＝E⇔S〈πニア〈π
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔s〈R＝T〈R

（2）S〈T≦1，SVTV1ニE⇔S〈1＝T〈1⇔S〈1＝＝T〈1
（3）　S／＼T’≦1，　SV7▼’＞1；E　⇔　S／＼J＝＝・T’／＼1⇔　S／＼1ニT’／＼1

（4）　S／＼T≦1，　SVTVIF＝＝E　⇔　S／＼1ニT／＼1⇔　S／＼1＝T／＼1

（5＞　S／＼S’≦1，　S＞S’VI＝E　⇔　S／＼1＝S’／＼1⇔　S／＼1＝S’／＼1

（証明）（1）3〈T≦R⇔S〈T〈R・・Oであるから性質19による。

（2）（1）においてRニ1とおく。

（3）（2）のTをT’とおく。

（4）（2）のTをTとおく。

（5）（3）においてT＝Sとおく。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質21］R〈R’〈3＝0，R＞R’＞3＝E⇔R〈R’＝R’〈3

（証明）　性質19（1）⇔（2）においてTをR，RをR’とおけば

　　　S〈R〈π＝0，SVRVR’ニE⇔S〈πニπ〈π　　（証明終）

［｝lt生質22］　［21］　R／＼R’／＼S＝0，　RVR’＞3＝E　⇔　R／＼R’ニR’／＼S

（証明）性質19（1）⇔（3）においてTをR，RをR’とおけば

　　　　S〈R〈R’ニ0，SVR＞R’＝・E⇔S〈R’＝R〈R「（証明終）

［♂lt生質23］　RVR’V1ニE　⇔　R／＼R’ニR’／＼1⇔　R／＼R’　：R’／＼1『

　　　　　　　　　　　⇔R’〈R＝R〈1⇔R’〈Rニ、R〈1

（証明）性質21および性質22においてS＝1とおけば

　　R〈R’〈1＝＝0，R＞RtvlニE⇔R〈Rt＝R’〈1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔R〈R’＝R’〈1

一般にR〈Rt〈1＝Oであるから

　　R＞Rt＞1＝E⇔R〈R’＝R’〈1⇔R〈R’＝Rt〈1

　　　　　　　　　⇔R’〈R＝R〈1⇔R’〈R＝R〈1　　（証明終）

上の性質23におけるR＞R’＞1＝E⇔R’〈R＝R〈1は次の形でも知

られている［15］。

　　　　R＞R’〉∫ニE⇔RVR’＝、R＞1

なお，R＞R’＞1・＝Eの同値条件についてはすでに性質16においても示し
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ている。

［性質24］1≦Sのとき，（1）R×S≦R⇔R×S＝R

（2）　S＞〈R≦，1？1⇔S×R＝R

（証明）明らかである。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質25］（1）R×3≦R⇔R×S＊≦R⇔R×S＊＝R⇔R×誹≦R

（2）S×R≦R⇔S＊×R≦R⇔S＊×R＝R⇔S＋×R≦R

（証明）（1）R×S≦R⇒R×S＊≦R⇒R×S＊ニR⇒R×ド≦R⇒

R×s≦Rの順に示す。R×s≦Rのとき，　R×s2≦R×s≦R，　R×s3≦

R×s≦R，…。したがってR×（1＞s＞s2＞s3…）≦RすなわちR×s＊

≦R。ところで1≦S＊であるので性質24（1）によってR×S＊＝R。また，こ

のときR×s≦R×s＋≦R×s＊＝R。

（2）（1）と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質26］（1）R×R＊ニR＊×R＝R＋

（2）　1～2≦R　⇔R＋≦R　⇔　R＋＝R

（3）　（R）2≦R　　⇔　 （R）＋≦R　　⇔　（R）＋＝R

（証明）R＊，R＋の定義から明らかである。　　　　　　　　　　　（証明終）

［’1生質27］　［2，　23，　25，　26］　　S×T≦R　⇔　S≦R◇ラ7　⇔　T≦否ア◇R

　　　　　⇔R’×s≦T’⇔T×Rt≦s’⇔s’×R≦T⇔R×T’≦s
［性質28］

（1）　R＞＜S≦R　　⇔　R＞＜S’≦R　　　　　　（3）　S＞〈R≦R　　⇔　S’×R≦R

（2）　、R＞＜S≦R　⇔R＞＜S’≦、R　　　　　　（4）　S＞〈」R≦、R　⇔　S’〉くR≦、R

（証明）（1）性質27を用いて，R×S≦R⇔S≦R’◇R⇔S×R’≦R’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇔R×s’≦R

（2）（1）においてRをRとおく。

（3）（1）と同様である。

（4）（3）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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3．2　主要な結果

　まずnegatively　transitive関係の性質を一般化したある一つの性質を示す。

次にその一般化された性質の特別な場合として，いくつかの性質と従来よく

知られているnegatively　transitive関係の基本的な性質を導く。また推移関

係とnegatively　transitive関係が互いに同値となる場合の条件などについて

考察をおこなう。

［性質29］S〈T’≦1のとき

（1）　R＞〈S≦R　　⇒　R＞〈T≦R　　　　　　　（3）　S＞〈R≦R　　⇒　T＞〈R≦≡R

（2）　R＞＜T≦R　　⇒　R＞＜S≦R　　　　　　　（4）　T＞＜R≦R　　⇒　S＞くR≦≡R

（証明）（1）ri，＝砺＝1とおく。このときri，ニ1となることを示す。

（a）kニノのとき：砺二t」ノニ1

（b）k≠ノのとき：tk、＝1から取＝0。このとき，もし砺＝0ならば

rj，〈峨＝1からr、　k＝1となり矛盾するのでri，＝1。

（2）性質10によってS〈T’≦1　⇔T〈S’≦1となるから上記の（1）による。

（3）（1）と同様である。

（4）性質10によってS〈T’≦1⇔T〈S’≦1であるから上記の（3）によ

る。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質29におけるS〈T’≦1をすでに性質10で示している条件で置

き換えることができる。

［性質30］S＞T’＞1＝Eのとき

（1）　R＞〈S≦」R　⇒」R＞＜T≦R　　　　　　　（3）　S＞＜R≦、R　⇒　T＞＜R≦R

（2）　R＞＜T≦」R　⇒」R＞＜5「≦R　　　　　　　（4）　T＞〈R≦R　⇒　S＞〈R≦≡R

（証明）SV　T’＞1＝E⇔S〈（T）’≦1であるから性質29においてR，　S，

TをそれぞれR，S，　Tとおく。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質31］S〈T「≦1，SVT’＞1＝Eのとき

（1）　」R＞〈S≦R　　⇔　、R＞＜T≦R　　　　　　　（3）　S＞〈R≦R　　⇔　T＞〈R≦」R

（2）　」R＞＜T≦R　　⇔　R＞＜5F≦」R　　　　　　（4）　T×R≦R　　⇔　S＞〈R≦R

（証明）（1）性質29（1）によって，R×S≦R⇒R×T≦R。性質30（2）



一
12－（606） 山口経済学雑誌第52巻第4号

によってR×T≦R⇒R×S≦R。
（2）一（4）（1）と同様である。

［性質32］S〈1＝T’〈1のとき

（1）R×S≦R⇔R×T≦R

（2）R×T≦R⇔R×S≦R

（証明終）

（3）　S＞〈R≦R　　⇔　T＞〈R≦、R

（4）　T＞〈R≦R　　⇔　S＞くR≦、R

（証明）性質20（3）によって，S〈T’≦1，　S＞T’＞1＝E⇔S〈1＝T’

〈1であるから性質31による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質33］S〈T’≦1のとき，（1）R×S≦R⇔R×（（S）＊V（T’）＊）≦R

（2）R×T≦R⇔R×（（S’）＊〉（T）＊）≦R

（3）　S＞〈R≦R　　⇔　　（（S）＊〉（T「）＊）〉〈R≦R

（4＞　T＞〈R≦R　 ⇔　 （（S’）＊V（T）＊）〉〈R≦R

（証明）（1）R×S≦Rから性質25（1）によってR×（S）＊≦R。また性質

29（1）からR×T≦RなのでR×T＊≦R。これから

　　　　T＊≦R’◇R⇒T＊×R’≦R’⇒R×（T「）＊≦R

よって，R×（（S）＊〉（T’）つ≦Rとなり，　R×S≦R×（（S）＊〉（T「）＊）≦R

となる。

（2）性質10によって，S〈T’≦1⇔T〈S’≦1であるから上の（1）による。

（3）（1）と同様である。

（4）性質10によって，S〈T’≦1⇔T〈S’≦1であるから上の（3）による。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質33における各条件は次の性質34および性質35の対応する同値

な条件で置き換えることができる。以下この種の置き換えについてはとくに

言及しない。

［性質34］（1）R×3≦R⇔R×（S）＊≦R⇔R×（S）＋≦R

　⇔R×s’≦R⇔R×（s’）＊≦R⇔R×（s’）＋≦R

（2）　R＞＜T≦R　　⇔　R＞＜（T）＊≦R　　⇔　R＞〈（T）＋≦R

　⇔R×Tt≦R⇔R×（7▼’）＊≦R⇔R×（T’）＋≦R

（3）　S＞〈R≦R　　⇔　 （S）＊×、R≦R　　⇔　 （S）＋〉くR≦R
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⇔S「×R≦R⇔（S’）＊×R≦R⇔（亙〉＋×R≦R

（4）　T＞〈R≦R　　⇔　　（ア）＊〉〈R－≦R－　⇔　　（ア）＋〉〈R－≦盃一

⇔T’×R≦R⇔（T’）＊×R≦R⇔（ア）＋×R≦R

（証明）性質25および性質28による。

上の性質34（1）に関して，性質25によれば，

（証明終）

R×（3）＊≦R⇔R×（亙）＊＝πノR×（乎）＊≦R⇔R×（亙）＊＝R

他の場合についても同様である。

［’陛質35］　　（1）　R＞〈（（3「）＊〉（T’）＊）≦】亜一　⇔　R＞＜（（乎『）＊＞T＊）≦R

（2）　R＞〈（（S，）＊〉（ア）＊）≦R－　⇔　R＞〈（3＊V（ア）＊）≦R

（3）　（（S）＊〉（T’）＊）〉＜R－≦R一　⇔　　（（百ア）＊＞T＊）〉〈R≦R

（4）　（（S’）＊〉（T）＊）〉〈R－≦R－　⇔　　（S＊〉（7ア）＊）〉〈R≦R

（証明）性質28による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質35（1）に関しては1≦（亙）＊〉（T’）＊であるので，性質24（1）に

よってR×（（S）＊〉（T’）＊）≦π⇔π×（（訂）＊V（T’）＊）＝πとなる。他の場

合についても同様である。また，π×（（亙）＊V（T’）＊）≦πに関しては，一般

に 　　R×（（s）＊〉（T’）＊）≦π

⇔R×（（s）＊V（Tt）＋）≦π⇔R×（（亙）＊＞Pt）≦R

⇔R×（（S）＋V（T’）＊）≦π⇔R×（（亙）＋＞T＊）≦R

⇔R×（（s）＋〉（Tt）＋）≦π⇔R×（（亙）＋＞Pt）≦R

となる。さらに，反射的推移閉包の演算＊を含むものについては，π×（（亙）＊

〉（T’）＊）≦Rの場合で示しているように，等号が成立する。

［性質36］S＞T’　VI＝Eのとき

（1）R×S≦R⇔R×（S＊V（ア）＊）≦R

（2）R×T≦R⇔R×（（亙）＊VT＊）≦R

（3）　S＞〈R≦R　⇔　 （S＊〉（ラ〒）＊）〉〈R≦R

（4）　T＞＜R≦R　⇔　　（（否ア）＊＞T＊）〉くR≦R

（証明）性質33においてR，S，　Tをそれぞれπ，亙，アとおく。　　（証明終）

［性質37］（1）R×S≦R⇔R×S＊≦R⇔R×夕≦R
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⇔R×s，≦天「⇔π×（3’）＊≦π⇔R×（s’）＋≦R

（2）R×T≦R⇔R×T＊≦R⇔R×7＋≦R

　⇔π×T’≦π⇔π×（T’）＊≦R⇔R×（Tf）＋≦R

（3）　3＞〈R≦R　⇔　S＊〉〈R≦R　⇔　3＋〉〈R≦R

　⇔5・’×π≦云i－⇔（s’）＊×R≦R⇔（s’）＋×R≦R

（4）　T＞〈R≦R　⇔　T＊〉〈R≦R　⇔　7叶〉〈R≦R

　⇔Tr×π≦π⇔（7・t）＊×π≦π⇔（Tt）＋×R≦R

（証明）性質34においてR，S，　TをそれぞれR，S，　Tとおく。

この性質37の一部はすでに性質28で示されている。

［性質38］S〈T’＝0のとき

（1）R×S≦R⇒R×T≦R
（2）　R＞＜T≦R　　⇒　R＞〈S≦R

（証明）性質29による。

［性質39］S＞Tf＝Eのとき

（1）R×S≦R⇒R×T≦R

（2）R×T≦R⇒R×5「≦R

（証明）性質30による。

（証明終）

（3）　3＞＜R≦R　　⇒　T＞〈R≦R

（4）　T＞〈R≦R　　⇒　5＞〈、R≦、R

　　　　　　　　　　　　（証明終）

（3）　S×R≦R　⇒　T＞〈、R≦R

（4）　T＞＜ノ～≦、R　⇒　S＞くR≦R

　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質40］S〈T’＝0，3＞T「＝Eのとき

（1）R×S≦R⇔R×T≦R
（2）　R＞＜7－「≦R　　⇔　R＞〈5「≦R

（証明）性質31による。

［性質41］

（1）R×S≦R⇔R×S’≦R

（2）　R＞＜S’≦R　　⇔　R＞〈S≦R

（3）　S＞＜R≦R　　⇔　T＞＜R≦R

（4）　T＞＜R≦R　　⇔　S＞くR≦R

　　　　　　　　　　　　（証明終）

（3）　3＞〈R≦R　　⇔　S’〉〈R≦」R

（4）　3’〉＜R≦R　　⇔　S＞くR≦R

（証明）性質18（1）によって，S〈T’＝0，SVT’＝E⇔T＝S’であるか

ら，性質40においてT＝亙とおく。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記のようにして得られた性質41は，すでに示している性質34および性質

37に含まれている。また，この性質41は性質27を用いても得られる。たと
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えば，（1）は次のようにして得られる。

　　　　　R×s≦R⇔s≦R’◇R⇔s×Rt≦R’⇔R×乎≦R
［性質42］5「〈T’＝0のとき，（1）π×亙≦π⇔π×（（亙）＊V（T’）＊）≦π

（2）R×T≦π⇔π×（（S’）＊〉（ア）＊）≦π

（3）　亙〉〈】亜一≦R－　⇔　 （（苫「）＊〉（T’）＊）〉〈R－≦R－

（4）　T＞〈R≦R　　⇔　 （（S’）＊V（ア）＊）〉〈π≦π

（証明）性質33による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質43］SV　T’＝Eのとき，（1）R×S≦R⇔R×（S＊〉（ア）＊）≦R

（2）　R＞＜T≦R　⇔　R＞〈（（百ア）＊＞T＊）≦R

（3）　S＞〈R≦R　⇔　 （S＊〉（77）＊）〉〈R≦R

（4）　T＞〈R≦R　⇔　 （（否ア）＊VT＊）〉くR≦R

（証明）性質36による。

［性質44］S〈T＝0のとき

（1）R×S≦天i－⇒R×T’≦R

（2）R×T’≦R⇒R×S≦R

（証明終）

（証明）性質38においてTをT’とおく。

［性質45］SVT＝Eのとき

（1）　R＞〈S≦R　⇒　R－〉＜アー≦】憂一　　　　　　（3）　S＞〈R≦R　⇒　77×R－≦Rh

（2）　R＞〈Tt≦R　⇒】亜一〉〈亙≦】廃一　　　　　　（4）　T「〉〈R≦R　⇒　亙〉くR－≦】憂一

（証明）性質39においてTをT’とおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質46］S〈Tニ0，S＞T＝Eのとき

（1）　R＞＜S≦」R　⇔R＞〈T’≦R　　　　　　（3）　3「〉〈盃一≦天一　⇔　T’〉〈R≦R

（2）　R×Tt≦】亜一　⇔R＞＜S≦R　　　　　　（4）　77＞＜R－≦R－　⇔　S＞く」R≦R

（証明）性質40においてTをT’とおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質46に関しては性質17によって，S〈T＝0，　S＞T＝E

⇔T＝Sとなるから，TニSとおけば，性質41と同一の結果が得られる。

［性質47］S〈T＝0のとき，（1）π×亙≦π⇔R－×（（亙）＊＞7▼＊）≦π

（2）π×ア≦R－⇔R－×（（S，）＊〉（ア）＊）≦π

（3）　亙〉〈π≦R－『⇒　T’〉〈R≦R

（4）　Tf＞＜R≦】憂一　⇒　S＞くR≦R

　　　　　　　　　　　　（証明終）
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（3）　吾〉＜R－≦R－　⇔　　（（3）＊＞T＊）〉〈R≦R

（4）　77＞〈R｝≦】琵一　⇔　　（（S’）＊V（T’）＊）〉〈R≦R

（証明）性質42においてTを7▼’とおく。

［’駐生質48］　（1）　R－〉〈ア≦R－　⇔　天一〉＜（アー）＊≦R－　⇔　R＞〈（T’）＋≦R

　⇔R×ア≦R⇔R×（ア）＊≦R⇔R×（T）＋≦R

（2）ア×π≦R⇔（ア）＊×π≦R⇔（Tf）＋×R≦R

　⇔ーア×R≦R⇔（ア）＊×R≦R⇔（T）＋×R≦R

（証明）性質34（2），（4）においてTをT’とおく。

［’卜生質49］　（1）　π〉〈（（訂）＊＞T＊）≦π『⇔　R＞〈（（百ア）＊〉（T’）＊）≦R

（2）π×（（S’）＊〉（ア）＊）≦ft⇔R×（S＊〉（T）＊）≦R

（3）　（（さ「）＊VT＊）〉〈】憂一≦天「　⇔　 （（S’）＊〉（Tt）＊）〉〈R≦R

（4）　（（S’）＊〉（アF『）＊）〉〈】庚一≦R－　⇔　　（S＊〉（T）＊）〉くR≦≡R

（証明）性質35においてTをT’とおく。

（証明終）

（証明終）

（証明終）

［性質50］S＞T＝Eのとき，（1）R×S≦R⇔R×（S＊〉（T）＊）≦R

（2）　R＞〈T’≦R　⇔　R＞〈（（S’）＊V（T’）＊）≦R

（3）　S＞〈R≦R　⇔　　（S＊〉（T）＊）〉〈R≦R

（4）　T’〉〈R≦R　⇔　 （（S’）＊〉（T「）＊）〉くR≦R

（証明）性質43においてTをT’とおく。

［｛生質51］　（1）　R＞〈T’≦R　⇔、R×（Tt）＊≦R　⇔R＞〈（T’）＋≦R

⇔π×T≦π⇔R×1「＊≦R⇔R×τ←≦R

（2）　T’〉〈R≦R　⇔　　（Tf）＊〉〈R≦R　⇔　　（T’）＋〉くR≦≡R

　⇔T×π≦R⇔T＊×R≦R⇔1＋×R≦R

（証明）性質37（2），（4）においてTを7▼’とおく。

［性質52］S〈S’≦1のとき，（1）R×S≦R⇒R×S≦R

（2）　S＞＜R≦R　　⇒　S＞〈R≦R

（証明）性質29においてTニSとおく。

［性質53］3＞S’＞1＝Eのとき，（1）R×S≦R⇒R×S≦R

（2）　S＞〈R≦1～　⇒　S＞くR≦」R

（証明終〉

（証明終〉

（証明終）
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（証明）性質30においてT＝Sとおく。

［性質54］S〈S’≦1，SVS’＞1＝Eのとき

（1）R×S≦R⇔R×S≦R

（証明）性質52および性質53による。

［性質55］S〈1＝S’〈1のとき

（1）R×S≦R⇔R×S≦R

（証明終）

（2）　S＞〈R≦R　　⇔　S＞〈R≦≡R

　　　　　　　　　　　（証明終）

（証明）性質20（5）および性質54による。

［性質56］S〈S’≦ノのとき，（1）π×百≦π⇔π×（（S’）＊〉（百）＊）≦π

（2）　S＞〈R≦R　　⇔　　（（S’）＊V（百つ＊）〉くR－≦】亜一

（2）　S＞＜R≦R　　⇔　S＞くR≦R

　　　　　　　　　　　（証明終）

（証明）性質33においてT＝Sとおく。

［～性質57］　（1）　R＞〈（（3’）＊〉（乙「）＊）≦天一　⇔　R＞〈（S＊〉（否ア）＊）≦≡R

（2）（（3’）＊〉（S）＊）×π≦π⇔（S＊V（亙）＊）×R≦R

（証明）性質35（2），（4）においてT・＝Sとおく。

（証明終）

（証明終）

［性質58］S＞S’＞1ニEのとき，（1）R×S≦R⇔R×（S＊V（亙）＊）≦R

（2）S×R≦R⇔（S＊〉（亙）＊）×R≦R

（証明）性質36においてT＝Sとおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質58における各条件はすでに示している性質37，性質57の対応する

同値条件で置き換えることができる。

［性質59］R〈3f≦1のとき

（1）　R＞〈S≦R　　⇒　R2≦R　　　　　　　　　　（3）　『〉〈R－≦】憂一　⇒　R2≦R

（2）　（R）2≦R　　⇒R＞＜S≦R　　　　　　　（4）　（R－）2≦】亜一　⇒　S＞＜R≦R

（証明）R〈S’≦1⇔S〈R’≦1であるから性質29においてT＝Rとおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質60］RVS’VI＝Eのとき

（1）　R＞〈S≦R　⇒　 （R）2≦R　　　　　　　　（3）　5「〉＜、R≦R　⇒　 （R－）2≦】亜一

（2）　R2≦R　⇒盃一×否一≦R－　　　　　　　　　（4）　R2≦R　⇒　亙〉〈飛一≦表一

（証明）R＞5「’＞1ニE⇔S＞R’＞1＝Eであるから性質30においてT＝R

とおく。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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［性質61］R〈5「’≦ノ，RVS’＞1＝Eのとき

（1）R2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R
（2）（R）2≦、R　⇔　R＞＜S≦R　⇔　S＞〈R≦、R

（証明）性質59および性質60による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質62］R〈ア＝乎くアのとき，（1）R2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R

（2）（R）2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R

（証明）性質20（3）によって，R〈S’≦1，　R＞S’＞1＝E⇔R〈1＝S’〈1

であるから，性質61による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質63］R〈S’≦1のとき，（1）π×亙≦π⇔R×（（R’）＊〉（S）＊）≦R

（2）3×R≦R⇔（（Rり＊〉（3）＊）×R≦R

（3）　（R－）2≦】亜一　⇔　R＞〈（（R’）＊V（S’）＊）≦R－　⇔　　（（R）＊V（S’）＊）〉くR≦R

（証明）R〈S’≦1⇔S〈R’≦1であるから性質33においてTニRとおく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質64］（1）π×（（R’）＊〉（百）＊）≦R⇔R×（R＊V（5「’）＊）≦R

（2）　R－一×（（k－）＊〉（5「’）＊）≦R　　⇔　R＞〈（（R「）＊VS＊）≦R

（3）（（Rf）＊V（亙）＊）×π≦R⇔（R＊〉（S’）＊）×R≦R

（4）　（（R）＊V（Sf）＊）〉〈R－≦R　　⇔　　（（R’）＊VS＊）〉くR≦R

（証明）性質35においてT＝Rとおく。

［性質65］R＞S’＞1＝Eのとき

（1）R×S≦R⇔R×（（R’）＊V3＊）≦R

（2）S×R≦R⇔（（R’）＊VS＊）×R≦R

（3）　R2≦R　⇔　R＞〈（R＊〉（否ア）＊）≦R　⇔　 （R＊V（S’）＊）〉〈R≦R

（証明終）

（証明）R＞S’＞1＝E⇔S＞R’＞1＝Eであるから性質36において7＝R

とおく。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質66］R〈S’＝0，R＞S’＝Eのとき

（1）R2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R
（2）　（R）2≦R　　⇔　R＞＜S≦R　⇔　S＞〈R≦R

（証明）性質61による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　上記の性質66の前提条件に関しては性質18（1）により，R〈S’＝0，　R

＞s’ニE⇔R＝・　S’⇔S＝R’となる。

［性質67］（1）R2≦R⇔R×R「≦R⇔R’×R≦R

　　　　⇔R×（R「）＋≦R⇔（R’）＋×R≦R

　　　　⇔R×（R’）＊≦R⇔（R’）＊×R≦R

　　　　⇔R×（R’）＊＝R⇔（R’）＊×R＝R

（2）（R＞2≦R⇔1～×1～’≦R⇔Rt×R≦1～

　　　　⇔R×（R’）＋≦R⇔（R’）＋×R≦R

　　　　⇔R×（R’）＊≦R⇔（R’）＊×R≦R

　　　　⇔R×（R’）＊＝R⇔（R’）＊×R＝R

（証明）（1）性質66においてS＝R’とおけばR2≦R⇔π×R’≦π⇔R’

×R≦R。性質25によって，

　　R×R’≦R⇔R×（R’）＋≦R⇔R×（R’）＊≦R⇔R×（R’）＊＝π，

　　Rt×R≦R⇔（R「）＋×R≦R⇔（R’）＊×R≦R⇔（R’）＊×π＝π

　（2）（1）においてRをRとおけばよい。　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質67におけるR2≦Rの同値条件は上記以外にも多数知られている

［13，16，18，22］。このR2≦Rに関する同値条件においてRをπで置き換

えれば（R）2≦Rに関する同値条件が得られる。性質67（1）のR2≦R⇔R

×Rt≦R⇔R’×R≦Rについては，性質41の場合と同様，性質27を用い

ても容易に得られる。

［性質68］R〈S≦1のとき

（1）　k－〉〈否一≦π　⇒　（π）2≦π　　　　　　　（3）　亙〉〈R－≦R－　⇒　（π）2≦R－

（2）　R2≦．～～　⇒　R＞くS≦、R　　　　　　　　　　（4）　R2≦」R　⇒　S×R≦R

（証明）R〈S≦1⇔S〈（R’）’≦1であるから性質29においてTをπとお

き，性質67を用いる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質69］RVS＞1＝Eのとき

（1）　R×S≦」R　⇒　R2≦R　　　　　　　　　　（3）　S＞〈R≦R　⇒　R2≦R

（2）　（R）2≦R　　⇒R＞〈S≦R　　　　　　　（4）　（R－）2≦π　⇒　3「〉く7≡「≦π
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（証明）π＞S＞1＝E⇔R〈S≦1であるから性質68においてRをR，S

を亙とおく。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質70］R〈S≦1，R＞5「＞1＝・Eのとき

（1）（R）2≦．R⇔R×S≦R⇔5×R≦1～

（2）　R2≦R　⇔　R＞〈S≦R　⇔　5「〉くR≦R

（証明）（1）性質68（1），性質69（2）によってR×S≦R⇒（R）2≦R⇒R

×冨≦云「。性質68（3），性質69（4）によってS×R≦R⇒（R）2≦R⇒S

×R≦R。

　（2）性質68，性質69を用いて（1）と同様にできる。　　　　　　（証明終）

［性質71］S〈1＝R〈1のとき，（1）（R）2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R

（2）R2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R
（証明）（1）性質20（4）および性質70による。　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質72］π〈S≦1のとき，（1）R×S≦R⇔R×（（R）＊〉（S）＊）≦R

（2）　S＞〈R≦R　　⇔　　（（R）＊V（S）＊）〉＜R≦R

（3）　R2≦R　⇔　R＞〈（（R’）＊V（S’）＊）≦R　⇔　　（（R’）＊〉（3’）＊）〉〈R≦R

（証明）性質33においてT＝πとおき，性質67を用いる。　　　　（証明終）

［’1生質73］　（1）　π｝〉〈（（R）＊V（S）＊）≦」R　⇔　R＞〈（（R「）＊〉（S’）＊）≦R

（2）　R『〉〈（（R’）＊V（S’）＊）≦】巨一　⇔　R＞〈（R＊VS＊）≦R

（3）　（（R－）＊〉（S）＊）〉〈R≦R　　⇔　　（（R’）＊〉（S「）＊）〉〈R≦R

（4）　（（Rf）＊〉（S’）＊）〉〈R≦R　　⇔　 （R＊V5「＊）〉〈R≦R

（証明）性質35においてT＝πとおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質74］π＞SV1＝Eのとき，（1）R×3≦R⇔R×（R＊＞S＊）≦R

（2）S×R≦R⇔（R＊＞S＊）×R≦R

（3）　（R－）2≦R－　⇔　R＞〈（（R’）＊〉（S’）＊）≦R　⇔　　（（R「）＊〉（S’）＊）〉く、R≦R

（証明）性質36においてT＝πとおき，性質67を用いる。　　　　（証明終）

［性質75］R〈S・＝0，R＞S＝Eのとき

（1）（R）2≦R⇔R×S≦R⇔S×R≦R

（2）　R2≦R　⇔　R＞〈5「≦R　⇔　S×R≦R
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（証明）性質70による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質75は性質66においてRをR，SをS’とおくことによっても得ら

れる。なお，この性質75に関しては，性質18（2）によって，R〈S＝0，　R

VS＝E⇔S＝Rとなる。

［性質76］R〈R’≦1のとき，（R）2≦R⇒R2≦R

（証明）性質59においてS＝Rとおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質77］［4，28］R＞Rt＞1＝Eのとき，　R2≦R⇒（R）2≦R

（証明）性質53においてS＝Rとおく。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質77は性質60からも得られる。

［性質78］［4］R〈R’≦1，R＞R’VI＝Eのとき，（R）2≦R⇔R2≦R

（証明）性質76および性質77による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質78は性質54からも得られる。なお，R〈R’≦1かつR＞R’〉ノ

＝ EのときR2≦Rと同値となる条件は多数知られている［8，10，12，15］。

［性質79］（1）R’VI＝RV1のとき，（R）2≦R⇔R2≦R

（2）RVI＝R’＞1のとき，（R）2≦R⇔、R2≦R

（証明）性質20（5）により

　　　R〈R「≦1，R＞R’＞1＝E⇔R〈1ニ、R’〈1⇔R〈1＝R「〈1

　　　　　　　　　　　　　　　　⇔R＞1＝R’＞1⇔R＞1＝RtV1

であるから性質78による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質80］R〈R’≦1のとき次の条件は同値である。

（1）　（R－）2≦】憂一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　（（R’）＊V（R－）＊）〉〈R－≦R－

（2）　、R＞〈（（R’）＊V（R）＊）≦R　　　　　　　　（4）　（R）2≦R，　R2≦R

（証明）（1）一（3）　性質63においてS＝Rとおく。

　（1）⇔（4）性質76による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質80（2）からR×（R’）＊≦Rとなるが，これは性質67によってR2≦

Rと同値である。同様に（3）から（R’）＊×R≦Rとなるが，これも性質67に

よってR2≦Rと同値である。

［性質81］（1）R×（（Rt）＊〉（R）＊）≦R⇔R×（R＊〉（R’）＊）≦R
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（2）（（R’）＊〉（R）＊）×R≦R⇔（R＊V（R’）＊）×R≦R

（証明）性質57においてS＝Rとおく。

［性質82］R＞R’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）　」R2≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　（R＊V（R’）＊）〉＜R≦R

（2）　R＞く（R＊V（Rt）＊）≦R　　　　　　　　　　　（4）　R2≦R，　（R）2≦R

（証明）（1）一（3）　性質65においてSニRとおく。

　（1）⇔（4）　’1生質77による。

（証明終）

（証明終）

　上の性質82（2）からR×（R’）＊≦Rとなるが，これは性質67によって（R）2

≦Rと同値である。同様に（3）から（R「）＊×R≦Rとなるが，これも性質

67によって（R）2≦Rと同値である。

［性質83］［1，3，4］R〈R’＝0のとき，（R）z≦R⇒R2≦R

（証明）性質76による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質83に関して，R〈R’＝0のとき，一般には，　R2≦R⇒

（R）2≦Rとはいえない。

［性質84］［1，3，4］RVR’＝Eのとき，R2≦R⇒（R）2≦R

（証明）性質77による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質85］［4］R〈R’　・O，R＞R’＞1＝Eのとき，　R2≦R⇔（R）2≦R

（証明）性質78による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　R〈R’＝OかつRVR’＞1ニEのもとでR2≦Rと同値となる条件が上

記以外にもいくつか知られている［4，7，12］。

［性質86］［4，5］R〈R’≦1，R＞R’＝Eのとき，　R2≦R⇔（R）2≦R

（証明）性質78による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質86の前提条件に関しては，一般に

　　　．R〈R’≦1，　R＞R’ニE⇔RニーR’＞1⇔R〈1＝＝R’

となる［14，16］。またR〈Rt≦1，　R＞R’＝EのときR2≦Rまたは（R）2

≦Rと同値となる条件がいくつか知られている［5，12］。

　上の性質86においてR〈R’≦1をR〈R’＝0とすれば

　　　　「R〈R’＝0，RVR’ニEのとき，R2≦R⇔（R）2≦R」
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となるが，R〈R’＝0からR〈1ニ0となり，　R＞R’＝EからR〈1＝1

となるので，R〈R’ニ0とRVR’＝Eは互いに矛盾する。

［性質87］R〈R’＝0のとき次の条件は同値である。

（1）　（R）2≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　（（Rf）＊〉（R－）＊）〉＜】憂一≦】亜一

（2）　R＞く（（R’）＊V（R）＊）≦R　　　　　　　　（4）　（R）2≦R，　R2≦、R

（証明）性質80による。　　　　　　　　　　　　．　　　　　　（証明終）

　上の性質87（1）に関しては，R〈R’ニ0のとき1≦Rであるから，（π）2

≦R⇔（R）2＝Rとなる。また，R〈R’　・・　O⇔R’≦πであるから，（R’）＊

〉（R）＊＝（R）＊となる。

［性質88］RVR’　＝＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）R2≦R　　　　　　　　　　　（3）（R＊V（Rf）＊）×R≦R

（2）　R＞〈（R＊〉（R一ア）＊）≦R　　　　　　　　　　　（4）　R2≦≡R，　（天一）2≦π

（証明）性質82による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質88（1）に関しては，R＞R’＝Eのとき1≦Rであるから，　R2≦

R⇔R2＝Rとなる。また，RVR’＝E⇔R〈R’ニ0⇔Rt≦Rである
からR＊V（R「）＊＝R＊となる。

4．まとめ

　従来知られているnegatively　transitive関係の基本的な性質を一般化し，

これの特別な場合として様々な性質を導いた。また，それらの性質の前提条

件となっている反対称性および連結性についても若干の考察をおこない，い

くつかの同値条件などを示した。本論文で示した性質にはほとんど明らかな

もの，またよく知られていると思われる性質も含まれているが，いくつかの

ものはnegatively　transitive関係の性質およびそれの一般化の議論において

有用であると思われる。

　ここで得た一般化された基本的性質の特別な場合として，いわゆるtriple

acyclicity［27］などに関して興味ある性質が得られるが，これらについては

次の機会に報告したい。また，ここで得られた結果には矩形行列に対しても
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一般化できるものがあるが，この矩形行列の場合に一般化することも今後の

課題としたい。
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