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利他的遺産動機と安定性分析
　　　　　　一1つの解法一

仲　間　瑞　樹

1：はじめに一モデルから明らかになる問題

　個人が若年期と老年期の2期間生存し，自身の効用を最大化するように消

費と貯蓄を決定しているDiamond（1965＞の2期間世代重複モデルは，課税，

公債，年金政策の分析で採用される代表的モデルである。その2期間世代重

複モデルの発展形の1つに，親世代が子世代の厚生に関心を払い，子世代に

遺産を与えるBarro（1974）の利他的遺産動機に基づくモデルが存在する。

しかしこの利他的遺産動機に基づくモデルを利用する際，1つの困難に直面

する。それは動学体系の安定性分析で直面する。その困難を指摘するために，

利他的遺産動機に基づく2期間世代重複モデルを記述することから始めよう。

　人口が一定率η＞0で成長する，Diamondの2期間世代重複モデルを利用

する。’世代の労働力人口をゐ、と表すならば，（’－1）世代の労働力人ロムー1

との間に，ム＝（1十η）ムー1の関係が成立する。

　Barro流の利他的遺産動機をもつ’世代の個人は，下の効用関数〃，をもつ

ものとしよう。

　　　〃，＝〃1（・1，）＋伽（・、，＋1）＋γ〃，＋1　　　　　　　　　（1）

ただし効用関数は二階連続微分可能，強い凹関数，来期の消費に対する割引

値，世代間割引値は，それぞれ0＜β＜1，0＜γ＜1をみたす。〃，＋1は（’十1）世

代の厚生である。01，，c，，＋1は’期’世代の消費，（’十1）期’世代の消費であり，

ともに正常財である。

　’期’世代の個人は労働を非弾力的に供給し，労働所得w，と遺産わ，を得る。

そしてそれらを消費c1，，貯蓄5，に充当する。老年期を迎えた（汁1）期’世代

は，貯蓄3，の元利合計（1十γ，＋1）3，を消費c、，＋1，遺産（1十η）b，＋1に充当する。た
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だし乃＋1は（汁1）期利子率である。以上から個人の予算制約式は，下の（2）

と（3）のように表される。

　　　01，＝w、十わ，－3，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

　　　02，＋1＝（1十r，＋1）3，一（1十η）Z），＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　生産は新古典派型生産技術に従う。生産関数は一次同次，完全競争を仮

定する。集計化された’期の生産量と資本蓄積をZ，瓦とすれば，集計化さ

れた生産関数はZ＝F楓，ム）と表される。これを1人あたり表示にすると，

…砒なる・ただし必一か噌であり・ブ（・）一・・／（・・）一・をみたす・

また完全競争の仮定から，資本と労働の限界生産物条件γ，rプ’（ん），・〃、＝プ㈲一

姻鳥が成立する・これより砦調畿一一研ωが成立する・

　資本市場では∫期の貯蓄が（汁1）期の資本蓄積に結びつく。財市場では’

期の労働所得，資本利得，資本蓄積力㍉期’世代，’期α一1）世代の消費，（’

十1）期の資本蓄積に配分しつくされる。従って資本市場，財市場の均衡式は，

下の（4＞と（5）のように表される。

　　　3，＝（1十η）ん＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　｛鳳一・・＋1皐。＋（1＋磁＋1　　　　　（5）

　以上のモデルから，下の一階条件を得る1）。

　　　〃’1（c1、）＝β（1十r，＋1）め（o，，＋1）

　　　γ（1一暑一ア・，＋1）z〆1（c1，＋1）＝（1十η）z4’1（01，）

これら一階条件を動学体系として扱うと，動学体系は資本蓄積と遺産の2変

数に基づく動学体系として表される。すなわち

必〔プ（ん，）一》’㈲十わ，一（1十η）ん＋1］

　　　　　　　＝β（1十プ’（ん＋1））碗［｛1十プ’（ん＋1）｝（1十η）ん＋1－（1十η）ゐ、＋1］

γ（1－十一プ㍗（た，＋1））〃’1［漁＋1）一癬ゾ7（ん＋1）＋ゐ，．1－（1＋η）ん．、］

　　　　　　　＝（1十η）〃’1〔プ（ん）一彫’㈲十わ，一（1十η）ん＋1］

である。ただし動学体系の内生変数のうち，資本蓄積が島，ん＋1，鳥＋、の3期間

　　　　ぬ1（Ol，）　　　　　　　　　　　　　4〃1（c正、＋1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽（c，，＋1）1）〃’1（Cl、）≡　　　　　　　＞0，π’1（c1，＋1）≡　　　　　　　　　　　　　　　　＞0，め（c，，＋、）≡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞0である。
　　　　　4Cl，　　　　　　　　　　　　　　401，＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4c2，＋1
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にまたがる。これが安定性分析で直面する困難である。つまり動学体系が二

階の定差方程式を含むため，一階の連立定差方程式に基づく動学体系の安定

性分析が困難となる。このような困難さを回避するために，どのような手法

を採用したらよいだろうか？

　個人の生存期間が若年期，老年期に分けられる2期間世代重複モデルから，

若年期と老年期の区別のない1期間モデルに修正する方法を考えられる。例

えば利他的遺産動機モデルに土地を含め，土地課税を定性的に分析した

Itaya（1997），消費税，相続税の課税効果を紹介しているBatina　and　Ihori

（2000）では，1期間モデルを採用している。1期間モデルの利点を確認する

ために，新古典派型生産技術に基づくシンプルな1期間モデルを記述してみ

よう2）。

　’世代の個人のもつ効用関数と予算制約式は，下のとおり表される。

　　　〃，ニ〃1（Cl，）＋γ〃，．l

　　　o1，＝励十（1＋r，）ゐ，一わ，＋1

　資産市場と財市場の均衡式は，下のとおり表される。

　　　わ，．1＝鳥．l

　　　o1，十鳥．1rプ（ん，）十ん

　これより下の動学体系を得る。

　　　〃㌦（Cl，）ニγ（1一トブρ’（ん＋1））z〆1（Cl，＋1）

　　　01，十ん＋1＝プ㈲十ん

この動学体系の内生変数は，消費と資本蓄積の2変数である。しかも動学体

系は消費（C1，＋1，C1，）と資本蓄積（ん＋1，ん）に基づく，一階の連立定差方程式とし

て表される。3期間の内生変数の出現を回避し，一階の連立定差方程式によ

る安定性分析を展開できる。これが1期間モデルの最大の利点である。

2）ここでは簡単化のため，土地や政府の存在を捨象している。’期∫世代の個人は労働所

　得w，，（’－1）期（’－1）世代から受け取る遺産（1十のわ，を消費c1，，（’十1）期（’＋1）世代へ

　の遺産ゐ，＋1に充当する。ただしr，は∫期利子率である。1期間モデルでは，個人が1期

　間のみ生存するため，今期から来期への貯蓄は存在しない。従って資本市場の均衡式一

　今期の貯蓄が来期の資本蓄積に結びつく一は存在しない。その代わり（汁1）期（汁1）世

　代の遺産わ，．1が，（’＋1）期の資本蓄積編に結びつく資産市場の均衡式が成立する。
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　もちろん1期間モデルの延長線上にあるモデルも存在する。例えば

Azariadis（1993）によるモデルをあげられる。そこでは個人が幼年期と成人

期の2期間生存する。ただし1期目である幼年期には全く経済活動をしない。

このような設定を採用するため，幼年期での予算制約式が発生しない。2期

目である成人期に労働供給の対価として生産物，遺産としての物的資本（資

本蓄積）を受け取り，それらを消費，遺産としての物的資本（資本蓄積〉を

残すとしている。本論文の表記に沿う形で，Azariadisによるモデルの主要

な部分のみを記述してみよう。

　’世代の個人のもつ効用関数と予算制約式は，下のとおり表される3）。

　　　〃，＝〃1（Cl，）十γ〃3（01，＋1）

　　　Cl，＝プ（ん，）十（1一δ）ん一ん＋1

これより下の動学体系を得る。

　　　z〆【（01，）＝γ（1一δ一十二〆’（ん＋1））z∫急（01，＋1）

　　　c1，rプ（ん，）十（1一δ）ん一ん＋1

　上の動学体系からAzariadisのモデルでも，内生変数は消費，物的資本

（資本蓄積）の2変数で表される。すなわち動学体系は消費（Ol，＋1，01，），資本

蓄積（ん，．1，ん’）に基づく，一階の連立定差方程式として表される。従って1期

間モデルと同様の安定性分析を展開できる。

　しかし動学体系を一階の連立定差方程式で表すために，モデルにおいて相

当厳しい設定を採用していることは否めない。個人が1期間のみ生存し，各

世代が共存しない。遺産が物的資本（資本蓄積）に限定されてしまう。動学

体系の安定性分析を簡素にするためとはいえ，このように限定された経済を

3）ここで紹介したAz副adisモデルは，人口成長を仮定していない。もちろんAzariadisで

　は，人口成長を仮定したモデルも紹介している。ただし人口成長の有無は，定性面で

　の分析に大きな差異をもたらさない。次にAzariaidisのモデルは，　Barro流の利他的遺

　産動機と異なるモデルである点に注意すべきである。なぜならば効用関数に注目する

　と，’世代の個人は（’十1）世代の個人の厚生ではなく，（’十1）世代の消費Cl，＋1のみに関

　心をもっているからである。従ってBarro流の利他的遺産動機というより，家父長モデ
ルとしてAza・…d・・のモデルを位置づけるべきであろう・最後酬伽）≡ぬ 醤）〉眺

　予算制約式のδは遺産である物的資本の減耗率であり，0＜δ＜1をみたしている。
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想定することになる。果たして利他的遺産動機を含むモデルでは，2期間世

代重複モデルを1期間モデルに修正しなければ，安定性を定性的かつスムー

ズに分析できないのだろうか？そもそも利他的遺産動機を含む2期間世代重

複モデルから，安定性を定性的に分析することは困難なのだろうか？本論文

では利他的遺産動機を含む2期間世代重複モデルでも，定性的な安定性の分

析が可能であることを明らかにする。本論文の構成は次のとおりである。第

2節では第1節で提示した利他的遺産動機を含む2期間世代重複モデルから

安定性を分析する。先に述べたとおり，2期間世代重複モデルに利他的遺産

動機を導入すると，動学体系が二階の定差方程式を含む。そこで二階の定差

方程式を一階の定差方程式に還元し，一階の定差方程式体系での安定性分析

が可能であることを示す。第3節は本論文の分析から得られる利点を指摘す

る。

2：安定性分析

第1節のモデルから目的関数が（1），予算制約式が（2），（3）である。

これらから一階条件（6）と（7）を得る。

　　　〃’1（01，）＝β（1十乃＋1厩（・、、＋1）　　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　γ（1十乃＋1）z〆1（61，＋1）＝（1十η）〃’1（c1，）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　ここで効用関数の形状について仮定1を課す。その上で動学体系を（6）

と（7）とし，安定性分析を3つのステップに従って行う。

仮定1：効用関数の形状

“㌔（。。）≡4〃1（・・）認。。＋1＞≡4〃・（・・＋1）であり，“～（。。）〉。認。。＋1）〉。をみた

　　　　　　　　　　　　　　　　　　4c1

二階微分については細≡響く嘱Q）≡〆繋）＜・をみたしてい

している。

4Cl，　　　　　4C2，＋1

　　　　　　　　　　　　4“1（Ol）
また定常状態では〃’1（01）≡

〉・，痴）≡響をみたす・

る。
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第1ステップ

　動学体系〃～（c1，）＝β（1十r，＋1＞碗（02、＋1），γ（1十r，．1）〃’1（c1，＋1）＝（1十η）〃’1（c1，）は，

第1節でも述べたとおり，下の2つの動学体系として表される。

〃’1［庶，）一彫’（島）十わ，一（1十η）κ＋1］

　　　　　　　＝β（1－十つヂ’（ん，＋1））碗［｛1十プ’（島＋1）｝（1十η）畠＋1－（1十η）わ，＋1］

γ（1－十つヂ’（ん，＋1））Z〆1〔ノρ（1ヒ｝＋1）一ん｝＋ゾ’（メヒ｝＋1）十Z♪，＋1－（1一トァ2）ノヒ｝＋2］

　　　　　　　＝（1十η）〃’1［プ（ん）一彫’（ん）十ムー（1十η）ん＋1］

　個人が必ず2期間生存する世代重複モデルに，利他的遺産動機を導入する。

すると動学体系の内生変数のうち，特に資本蓄積は3期間ん，ん．1，ん．、にわた

る。動学体系は二階の定差方程式を含む動学体系になる。

　そこでChiang，　A．C（1974），　Ihori（1996）で説明，採用されている手法一

高階の定差方程式を一階の定差方程式に変換する手法一を利用する4）。内生

変数のうち為＋1を編≡ρ，と人工変数μで定義し直す。資本蓄積ん．1を編≡μ

と定義し，上記の二階の定差方程式を含む動学体系を下のように表し直す。

すると動学体系は一階の連立差分方程式体系に還元される。

　　　　　ん・1「ρ，

〃㌦〔プ（ん，）一彫’㈲十わ，一（1十η）ρ，］

　　　　　　　＝β（1十プ’（ρ，））め［｛1十ブ’（ρ，）｝（1十η）P一（1十〃）わ，＋1］

γ（1一げ’（ρ，））z〆1［プ（ρ，）－2ワ／Ψ（ρ，）一十一Z），＋1－（1十ア2）17，＋1］

　　　　　　　＝（1十η）〃’1〔プ㈲一彫「（鳥）十わ一（1十η〉ρ，］

　これらを定常均衡（ρ，ん，ろ）の周りで線形近似する。

隆ユ［総1［；；：il鞍：］鷹］

4）Chiangでは高階の定差方程式を一階の定差方程式体系に変形する手法を説明している。

　Ihoriでは遺産，贈与を含まない最もシンプルな2期間世代重複モデルに，労働供給を

　内生化したモデルを提示している。そして労働供給を内生化した場合，動学体系が二

　階の定差方程式となるため，Chiangと同様の手法を適用し，一階の定差方程式体系で

　安定性を分析している。ただし利他的遺産動機を含む2期間世代重複モデルが，二階

　の定差方程式を含む動学体系となる点についての言及はなされていない。
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δ1＝δ3＝δ5＝δ6＝δ7＝δ8＝δ14＝0

δ2＝δ4＝1

δ、＝β（1十γ）（1＋・）〃5’

δ1・一脳＋（1＋・）〃ヂ＋β（1＋・）2（1＋・）〃卜β（1＋・）（1＋・）舌・ダ

δ11＝一一〃1’

　　　σκ

δ12霊一〃1’

δ13＝γ（1十ア）（1＋η）〃f’

δ15＝一γ（1十γ）〃f’

δ16＝ガ物’1十γ（1十r）⊥〃f’十（1十η）2〃f・

　　　　　　　　σた
δ17＝一（1十η）一乙〃1’

　　　　　　　な
δ18＝一（1十η）〃1’

　　　　　　ダ
　　　　，＞0σ々＝＝一
　　　げ’

第2ステップ

　第1ステップを踏まえ，以下の2つの行列の積［Ω］を求める。

囹一

騰訓篶；：］

　そして固有値をλ，固有方程式をφ1ωと表し，φ1ωを求める。すると固

有方程式φ1（λ）は，下のとおり表される。

φ1ω一一λ3＋刎1＋∂（1＋・）3〃侮玖2＋勿γ（1＋・）3（1＋・〉〃f協2

　　　十Zβガ’（1十の（1十刀）〃㌦〃玖2十2βガ’（1十ア）π宅〃1尻2－Zβ（1十r）2（1十η）2〃f物阻

　　＝一λ［λ2一μZλ＋4（1十γ）2（1＋η）2〃副

　ただし仮定1からZ，μの符号は，両者とも正値である。

　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　＞OZ≡　　βγ（1十7）2（1十η）2〃伽6’

μ≡β（1十の（1十η）3〃鰯’十βγ（1十の3（1十刀）π鰯’十β）グ”（1十の（1十η）ぬ5’

　十角グ”（1十の〃〆〃f’＞0
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　この固有方程式φ1ωの解のうち，1つの解は明らかにゼロ。そこで固有

方程式φ1（λ）のうち，

　　　φ・ω≡λ2一μ〃＋4（1＋・）2（1＋〃）2醐’

に集中し，残る2解の符号を確認する。

　まずφ2ωへ判別式を適用し，φ2ωの2解が実数解であるか否かを確認す

る。判別式をDと定義し，その値を計算，整理するならば，下の結果を得

る。

　　　D＝Z2β2（1十r）2（1＋η）4（r一η）2（〃f’）2（〃1’）2

　　　　＋Z2β2γ2（プ”）2（1＋の2［（1＋〃）〃’1〃6’＋珈d2

　　　　十2Z『β2ガ”（1十の2（1十η）2［（1十の十（1十η）］［（1十η）〃’1〃差’十〃励1’］〃伽葦’

　仮定1から上記の判別式の各項は全て正値である。

　最後にφ、ωの2実数解をλ1’，λ2’とおき，これらの解の符号を確認する。

φ、ωに解と係数の関係を適用すれば，下の結果を得る。

　　　λ1’＋〃＝μZ＞0

　　　λ1気、’＝勿（1十γ）2（1十η）2〃1’〃6’＞0

　明らかにφ2ωから求められる2実数解λ1’，λ，’は正値である。

　以上から判別式Dは確実に正値であり，φ，ωは異なる正値の2実数解を

もつ。よって固有方程式φ1（λ）はゼロ，異なる正値の2実数解に基づく3実

数解をもつ。

第3ステップ

　第2ステップより固有方程式φ1（λ）の3つの解のうち，1つの解がゼロ，

残りの2解が異なる正値の実数解となる。

　さらにφ，（λ）≡λ2一μZλ十勿（1十ア）2（1＋η）2〃侮6’からφ、（－1），φ2（1）を求める。

φ、（－1）は仮定1より正値である。

　　　φ・（－1）－1＋μZ＋解（1＋・）2（1＋・）2〃侮差’＞0

　一方，定常状態で評価した動学体系循＝β（1十ア）め，γ（1十7＞＝（1十η）を利
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用するならば，φ、（1）は仮定1より負値である。

　　　φ・（1）－Zγ（一プ”）［〃f’＋β（1＋の（1＋・）〃1’］〃’1＜0

　従って異なる正の2実数解λ’1，薦のうち1つの実数解は1より大きく，も

う1つの実数解は1より小さい。

　第2ステップと第3ステップから，固有方程式φ1ωの3つの解は，全て

正値の実数解である。さらに3つの解のうち1つの解はゼロ、残る2つの解

のうち1つの解は1より大きく，もう1つの解は1より小さい。

　以上の第1ステップから第3ステップより命題1を得る。

命題1：利他的遺産動機の安定性

　個人が利他的遺産動機をもつ。効用関数の形状は仮定1をみたす。このと

き利他的遺産動機の動学体系から導かれる固有方程式において，ゼロ，1よ

り大きい正の実数解，1より小さい正の実数解の3実数解が保証される。そ

して利他的遺産動機の動学体系の定常均衡は鞍点均衡である。

3：おわりに

　本論文では個人が厳密に2期間生存する世代重複モデルに，利他的遺産動

機を導入しても，動学体系の安定性が定性的に分析できることを示した。一

連の分析から得られる利点は，以下のようにまとめられる。

　第1に利他的遺産動機を導入した世代重複モデルを扱う場合でも，2期間

世代重複モデルから1期間モデルへとモデル修正をする必要がなくなる。つ

まり個人の生存期間を1期間とする。そして遺産を物的資本に限定する必要

もなくなり，一般的な環境下での安定性分析が可能となる。

　第2に利他的遺産動機を導入した2期間世代重複モデルを利用し，各種政

策効果の分析が可能となる。通常，比較静学を利用して政府の政策効果を分

析する場合，動学体系の安定性分析が必要不可欠である。いうまでもなく安

定性分析と比較静学は，密接に結びついているためである。従って本論文で

の安定性分析の手法を利用することで，利他的遺産動機を含む2期間世代重
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複モデルに基づく比較静学への道筋が得られたのである。
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