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Vacuously　Transitive関係の一般化

橋　本 寛

1．はじめに

　与えられたプール行列の自乗が零行列となるとき，その行列はvacuously

transitive関係（2）（14）を表現する行列であるといわれる。この特殊な二項関係

であるvacuously　transitive関係を表現するプール行列の基本的性質につい

ては，すでにいくつか報告されている（2）（9）（互4）。ここでは，そのような

vacuously　transitive関係行列の一つの一般化としてその行列の自乗が対角

行列となるプール行列を取り上げ，この行列の性質について考察をおこなっ

ている。特にそのようなプール行列の基本的な性質，与えられたプール行列

の自乗が対角行列となるための条件，さらにこのような条件を満足する行列

の存在性や関係の連結性（15）との関連などについて調べている。

　本文中で明らかになるように，いくつかの性質に関しては，そのような条

件を満たす行列が2次以下のものに限定されてしまうことがあり，このよう

な条件についても議論している。なお，特別な場合として，vacuously　tran－

sitive関係行列に関する少数の性質についても述べている。

2．定義

本論文ではプール行列（1°）を用いて特殊な二項関係の性質を調べているが，
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以下で取り扱うプール行列は0，1の要素からなるn次のプール行列である。

このプール行列に関する演算は文献（5）等に従うものとし，主要なものについ

て繰り返せば次のとおりである。いまプール行列R＝〔r、j〕，　S＝〔8w）に対

して

　　　RVS＝〔Tw＞8、，〕

　　　R〈s＝〔Tij〈8ij〕

　　　R×S－〔（ri、〈81、）V（ri、〈8，、）〉…　〉（r、n〈8。、）〕

　　　R＝〔riゴ〕

　　　△RニR〈R’

と定める。ここにx，y∈｛0，1｝に対し，　x＞g＝・max（x，　y），　x〈

y＝min（x，　y），1＝1－xとする。また特に全要素が1の行列をEで，単

位行列を∬で示す。

　これらの演算のもとで，R2＝0なるプール行列Rはvacuously　transitive

あるといわれ（2）（14），このvacuously　transitive関係行列の一般化として以下

で議論する行列はR2≦1を満足するプール行列となる。すなわち，これは

その行列の自乗が対角行列となるプール行列と同じである。明らかに，Rが

vacuously　transitiveすなわちR2＝0であれば，　R2≦1となる。さらに

R2＝1なるRは対合行列（involutory　matrix）（11）（12）と呼ばれるが，この行列も

R2≦1を満足する。

　なお，vacuously　transitive関係行列RはR2＝Oであるから，当然推移的

すなわちR2≦Rとなる。しかし，ここでvacuously　transitive関係行列の一

般化としている行列はR2≦1であるので，　R3≦Rとはなるが，一般には

R2≦Rを満足せず推移的とはならない。

3．基本的性質

ここではvacuously　transitive関係行列の一つの一般化であるR2≦1とな
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るプール行列Rの性質のうち，基本的なものについて述べる。ここで示す性

質にはほとんど自明のものも含まれているが，このR2≦1なるプール行列

Rの性質を整理する意味でそのような自明の性質も掲げている。

　〔性質1〕

（1）R2≦T，　S≦R⇒S2≦T

（2）R2≦1，　S≦R⇒S2≦1

　（証明）

（1）S2≦R2≦T

（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質2〕

　（1）R2≦T，　S2≦T，　R×S≦T，　S×R≦T

　　　　　　　　　　　〈＝⇒（R＞s）2≦T

（2）　R2≦1，　S2≦1，　R×S≦1，　S×R≦1

　　　　　　　　　　　〈＝⇒（R＞s）2≦1

（証明）

（1）（a）R2≦T，　S2≦T，　R×S≦T，　S×R≦Tのとき

　　（R＞s）2－（Rvs）×（R＞s）

　　　　　　＝R2VR×S＞S×RV　S2≦T

　　（b）（R＞S）2≦Tのとき

　　　　R2≦（R＞s）2≦T

　　　　82≦（RVS）2≦T

　　R×S≦（RVS）×（R＞S）≦T

　　s×R≦（R＞s）×（R＞s）≦T

（2）（1）による。

〔性質3〕

（1）R2≦T，　S2≦T，　R×S＝S×R⇒（R×S）2≦T2

（2）D≦1のとき

　　R2≦D，　S2≦1），　R×S＝S×R＝⇒（R×S）2≦D

（証明終）
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（3）R2≦1，　S2≦∬，　R×S＝S×R＝⇒（R×S）2≦1

　（証明））

（1）（R×s）2＝R×s×R×s

　　　　　　　＝R2×S2≦T×T＝T2

　（2）一　（3）（1）によるQ

　〔性質4〕

（1）R2≦T，　R×R’＝R’×R＝〉（R×R’）2≦T×T’

　（2）D≦∬のとき

　　　R2≦D，　R×R’＝R’×R⇒（．R×R’）2≦D

（3）R2≦1，　R×R’＝R’×R⇒（R×R’）2≦1

　（証明）

（1）（R×R’）2＝R×R’×R×R’＝R2×（R’）2≦T×T’

　（2）一　（3）（1）による。

　〔性質5〕

　（1）D≦1のとき

　　　R2≦D⇒（RVD）2≦R＞D

　（2）R2≦∬＝⇒（RVI）2＝R＞1

　（証明）

　（1）　（RVD）・2＝（R＞D）×（R＞D）

　　　　　　　＝R2＞R×D＞D×RVD

　　　　　　　≦R2VR×1V∬×R＞D

　　　　　　　＝R＞D

　（2）（R＞∬）2＝（R＞1）×（R＞1）

　　　　　　　＝R2V、R＞RV∬

　　　　　　　＝R＞1

　〔性質6〕　R2≦∬のとき

　（1）（△R）2＝0

　（2）（R〈Rり2＝R2

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　（証明）

（1）一般に

　¢iκ〈7κ‘〈7κ‘〈7‘κ＝0

　したがって（△R）2〈1＝0。ところで（△R）2≦R2≦1であるから

（△R）2＝0。

（2）S＝R〈R’とおく。すなわちSij＝rij〈㌦。

R2≦1だから，堺＝1とすれば，あるkに対してr、iC〈r，、i＝1となり，

　　8留≧8・・〈8。i＝（r、。〈r、i）〈（r、、〈riiC）＝1

となる。よってR2≦（R〈R’）2。一方，明らかに（R〈R’）2≦R2≦1。ゆえ

に（R〈R’）2＝R2。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質7〕

　　R2≦1，1≦R〈＝⇒R＝1

（証明）

（1）R2≦1，1≦Rのとき

1≦RからR≦R2。またR2≦1であるのでR≦1。よってR＝1。

（2）R・＝1のとき

明らかにR2≦1，1≦R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質8〕

　　R2≦1，　R≦R2⇒R2＝R

（証明）　R2≦1からR3≦R。またR≦R2からR≦R2≦R3。よって

R＝R2ニR3°　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質9〕

　　R2≦1，　R2≦Rζ＝⇒R2≦R〈1

（証明）　明らかである。

〔性質10〕

　　R2≦1，　R2≦R，　R’＝＝Rぐ＝⇒R≦1

（証明）

（1）R2≦1，　R2≦R，　R’＝．Rのとき
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　まずR2≦RかつR’＝RのときR2ニRとなること（3）を示す。

　　　rii≧rl・k・’≧γij〈γ」‘＝γ‘ゴ

　　　γij≧γ響＝〉（TiiC〈rκj）≧rii〈rij＝rij

　　　　　　　iC＝1
こうしてR2＝Rとなり，したがってR＝R2≦1。

（2）R≦1のとき

　明らかにR2≦1，　R2≦R，　R’＝R。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質11〕

　　R2≦R〈1，　R’＝R〈＝⇒R≦1

（証明）　性質9と性質10による。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔注意1〕　一般には，

　　R2≦∬，　R’＝R＝⇒R≦1

とはいえない。例えば

　　　　　　0　1
　　　R＝
　　　　　　1　0

とおけば，R2≦1，　R’＝Rであるけれども，　R≦∬とはなっていない。

　すでに示した性質10および性質11はR≦1となる条件を与えているが，こ

こでさらに与えられた行列SがS≦1すなわち対角行列となる条件について

調べる。明らかにS≦1であれば，S2≦1となる。なお，対角行列となるた

めの条件は文献（9）でも与えられている。そこではR〈1＝0となる条件と

して示されている。

　〔性質12〕　S≦R〈R’V∬のとき

　（1）　（R〈1）2〈1＝0＝⇒S≦1

　（2）　R2〈∬＝0＝＝⇒S≦1

　（証明）

　（1）8t」＝1とおけばγ∬〈rn＞δij＝1。しかし（R〈∬）2〈1＝0であるか

　らi＝」。よってS≦∬。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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〔性質13〕

（1）（R〈1）2〈1＝0のとき

　　S≦R〈R／VIぐ＝⇒S≦1

（2）R2〈1＝Oのとき

　　s≦R〈R’＞1〈＝⇒s≦1

（証明）

（1）（a）S≦R〈Rノ＞1のとき

性質12によってS≦1。

（b）S≦1のとき

明らかにS≦1≦R〈R’V　1。

（2）（1）による。

〔性質14〕

　　S＞S’≦R＞1く＝⇒S≦R〈R’＞1

（証明）

（1）SVS’≦RVIのとき

明らかにS≦R＞1。またSノ≦R＞1だからS≦R’〉∬。よって

　　S≦（R＞1）〈（R’＞1）

　　　＝R〈R’＞R〈1＞1〈R’＞1

　　　＝R〈R’＞1

（2）S≦R〈R’＞1のとき

明らかに

　　s≦R〈R’＞1≦R＞1。

また

　　s≦R〈Rt＞1≦R’＞1。

したがってS’≦R＞1。ゆえにS＞S’≦R＞1。

〔性質15〕　S＞S’≦R＞1のとき

（1）（R〈1）2〈1＝0⇒S≦∬

（2）R2〈1＝0＝⇒S≦1

（25）－25一

（証明終）

（証明終）
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　（証明）性質12と性質14による。

　〔性質16〕

（1）（R〈∬）2〈1＝0のとき

　　　S＞S’≦R＞1〈＝⇒S≦∬

（2）R2〈1＝0のとき

　　s＞s’≦R＞1〈：＝⇒s≦1

　（証明）性質13と性質14による。

　〔性質17〕　S’＝S，S≦R＞1のとき

（1）（．R〈1）2〈＝O⇒S≦1

（2）R2〈1＝0＝＞S≦1

　（証明）　性質15による。

〔性質18〕

（1）（R〈1）2〈1＝0のとき

　　s’＝s，s≦R＞1ぐ＝⇒s≦1

（2）R2〈1＝0のとき

　　S’＝S，S≦R＞∬〈＝⇒S≦1

（証明）

（1）（a）S’＝S，S≦RVIのとき

性質17によってS≦1。

（b）S≦1のとき

明らかに　S≦1≦RVI，　S’＝S。

（2）（1）による。

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）

4．主要な結果

　与えられたプール行列RがR2≦1となるための条件，およびその条件を

満足する行列の存在性，また連結性すなわちRVR’V　1＝Eなる条件との
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関係などについて考察をおこなっている。最後に行列の存在性との関連で2

次以下の行列についてその性質を調べている。

　〔性質19〕

　（R〈1）2≦R＞1，（（R〈1）2＞（△R）3）〈1＝O＝⇒（（R＞R’）〈1）2≦1

　（証明）　S＝（（RVR’）〈1）2とおく。このとき8iゴ＝1，　i・￥」と仮定すると

　矛盾の生じることを示す。いま8w＝1だから，あるkに対して

　　　（ri　iC　V　riCi）〈δiiC〈（γκゴVrth）〈δκゴ＝1。

　これから，明らかに

　　　riCi≦TiiC，　i・￥　k，　rj　iC≦γκ」，　kキノ。

　ところで（R〈1）2〈1＝・OによってriCi＝e，7ゴκ＝0

　でなければならない。したがって（R〈1）2≦R＞1によって窺＝1となり，

また（R〈1）2〈1＝0からγ‘」ニ0となる。さらに（R〈1）2≦RVIによって

rκj＝1，r、、、ニ1となる。こうして

　　　Tiκ〈rκt〈riCj〈rjκ〈rj　i〈7°‘ゴ＝1

　しかし，これは（△R）3〈∬＝0と矛盾する。ゆえにS≦1。　　（証明終）

　次の性質20で示すように，行列Rの次数πが3以上のとき，上の性質19の

条件を満足するRは存在しない。したがって上の性質19は実質的には2次以

下の行列に関する性質となる。ところで，いまSを2次以下の行列とすると

き，以下で示す性質39によって，Sが非反射的すなわちS〈1＝0であれば

一般にS2≦1となる。したがってRが2次以下の行列であれば無条件に

（（R＞R’）〈1）2≦1となる。また同じく以下で示される性質43によれば，

n≦2のとき（R〈1）2〈1＝0なる行列Rは常に推移的すなわちR2≦Rとな

ることがわかる。

　〔性質20〕　n≧3のとき，

　（R〈1）2≦R＞1かつ（（R〈1）2V（△R）3）〈1＝0

　となるRは存在しない。

　（証明）　n≧3のとき，

　（R〈1）2≦RVIかつ（（R〈1）2V（R〈1）3）〈∬＝0
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となるRは存在しない（9）。また（R〈7）2〈1・＝OのときはR〈i＝△Rと

なる（5）。したがって，n≧3のとき，

（R〈1）2≦R＞1かつ（（R〈1）2＞（△R）3）〈1＝0

となるRは存在しない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質21〕　n≧3かつ（R〈1）2≦R＞1のとき

（1）　（（R〈1）2＞（△R）3）〈1キ0

（2）（a）

　　（b）

　　（c）

（3）（a）

　　（b）

　　（c）

（証明）

（1）

（2）（a）

（2）（b）

（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1キ0

（R〈1）6〈1・￥O

（R〈1）nキ0

（R2＞R3）〈1キO

R6〈1キO

Rn2F　O

　　性質20による。

　　　　（1）による。

　　　　一　（3）（c）　　（2）（a）による。

〔性質22〕　n≧3かつ（R）2≦Rのとき

（1）（（R〈1）2＞（△R）3）〈1キ0

（2）（a）

　　（b）

　　（c）

（3）（a）

　　（b）

　　（c）

（証明）

（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1・to

（R〈1）6〈1キ0

（R〈1）n・t　O

（R2＞R3）〈∬キO

R6〈1キO

Rn　eF　O

性質21による。

（証明終）

（証明終）
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〔例1〕

．R＝

　〔性質23〕　n≧2のとき

　　R＞R／VI＝E，　R2≦1＝⇒R〈1＝0

　（証明）　n≧2だから片ブとする。R＞R／V　I＝EによってTij＝1また

　はγゴF1。いまrij＝1とする。もしrii＝1とすればT、ゴ〔2』1となって

　R2≦1と矛盾するので，　rii＝0。またrj、＝1のときも同様にrii＝0が得ら

　れる。したがってR〈1＝0となる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　以下で示す性質26によればn≧3のときR＞R’＞1＝EかつR2≦1なる

Rは存在しない。したがって上の性質は結局2次の行列に関する性質となる。

　〔性質24〕　RVR’＞1＝Eのとき

　　　R2≦1⇒（R）2・，，R

　（証明）　n＝1のときは明らかであるからn≧2とする。いまr、，、＝r。j＝0

　とおくとき場＝0となることを示す。

　（1）i＝kのとき

　　　Tiゴ＝γκゴ＝0

　（2）k＝ブのとき

　　　7∫ノ＝：Tilt＝0

　（3）片々，kキノのとき

　RVRノ＞1＝EによってriCi＝rjh＝1となるから7男＝1となる。したがっ

　てi＝ノとなり，性質23によってR〈1＝0だからrij＝rti＝0。こうして

　（R）2≦Rとなり，また性質23によってR〈1＝0すなわち1≦Rであるか

　ら，（R）2＝万となる　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに性質23のところで述べたように，n≧3のときR＞Rノ＞1＝Eかつ

R2≦∬となるRは存在しない。したがって上の性質は実際にはn≦2なるR

に関する性質となる。なお，（R）・≦万なるRはnegatively　transitive関係（1）
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（2）（6）（13）

を表現するプール行列である。

　〔性質25〕　R＞Rノ＞1＝Eのとき

　　　R2＝：O＝⇒（R）2＝R

　（証明）性質24による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質も以下で示す性質27によって実質的にはn≦2なるRに関する性

質となる。なお，一般にはRVR／V∬＝Eのとき

　　　R”＝O＝⇒（R）2・．R

が成立する（4）。したがって，明らかにR2＝0であればR”＝Oとなるから，

上の性質25はこれの特別な場合となっている。

　〔性質26〕　n≧3のとき，

　　RVR’＞1＝Eカ・つR2≦∫

　となるRは存在しない。

　（証明）　片んキノ判とする。

（1）riiC＝1，ゲ‘」＝1のとき

（a）riCj　＝　1のとき

　　昭＝1となり，R2≦1と矛盾する。

（b）　rjκ＝・1（7）とき

　　螺＝1となり，R2≦1と矛盾する。

（2）riiC＝1，　r」i＝1のとき

　　喉＝1となり，R2≦1と矛盾する。

（3）riCl＝1，　rij＝1のとき

　瑠＝1となり，R2≦1と矛盾する。

（4）TiCi　＝＝　1，7」‘＝1のとき

（a）riCj・：＝1のとき

　瑠＝1となり，R2≦1と矛盾する。

（b）7∫κ＝1のとき

　覗＝1となり，R2≦1と矛盾する。　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質27〕　n≧3のとき，
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　　R＞R／VI＝EかつR2＝0

となるRは存在しない。

（証明）　性質26による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質28〕　n≧3のとき

（1）R＞R’VI＝E＝⇒R2〈∬キ0

（2）R2≦1＝⇒R＞R’VIキE

（証明）　性質26による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質29〕　n≧3のとき

（1）R＞R’＞1ニE＝⇒R2キ0

（2）R2＝0＝⇒RVR’V∬キE

（証明）性質28による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

なお，上の性質に関連して，n≧4のときは次の性質が知られている。

〔性質30〕（8）n≧4のとき

（1）RVR’＞1＝E＝⇒R〈R2キ0

（2）R2≦R＝⇒R＞R’VIキE

　また，n≧2のときは次の性質が成立するが，これからも関連する性質が

得られる。

　（’1生質31〕（7）n≧2のとき

　　　R＞R’VIニE＝⇒（R〈1）n－1キ0

　いまn≧3でR＞R’＞1＝Eとすればn－1≧2だから，上の性質31によっ

て（R〈1）2キ0となるから次の性質が得られる。

　〔性質32〕　n≧3のとき

（1）RVR’＞1＝E＝⇒（R〈1）2キ0

　（2）　（R〈∬）2＝0＝⇒R＞R’＞1キE

明らかにこの性質32からも性質29を導くことができる。



一
32－（32） 第38巻　第1・2号

〔性質33〕（9）S’＝S，S2≦R＞1のとき　㌔

　　（R〈1）2〈1＝0⇒S2≦1

〔性質34〕　（（RVR’）〈1）2≦RVIのとき

（1）　（R〈∬）2〈1＝0＝＝〉（（R＞R’）〈1）2≦1

（2）　（R〈1）n＝0＝⇒（（R＞R’）〈1）2≦1

（証明）

（1）性質33による。

（2）（1）によるQ

なお，（（R＞R’）〈i）2≦R＞1のとき次の関係が成立する（9）。

　　（R〈1）2＝0〈＝⇒（R〈1）2〈∬＝0

　　　　　　　　ぐ＝⇒（R〈1）n＝0

〔性質35〕　（（R＞R’）〈1）2≦Rのとき

（1）（R〈1）2〈1＝0＝⇒（（R＞R’）〈1）2≦1

（2）　（R〈∬）n＝0＝⇒（（R＞R’）〈1）2≦1

（証明）　性質34による。

〔例2〕

〔性質36〕　（RVR’）2≦R＞1のとき

（1）R2〈1＝O⇒（R＞R’）2≦1

（2）R”＝O⇒（RVR’）2≦1

（証明）　性質34による。

〔例3〕

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　なお，性質34の場合と同様，（R＞R’）2≦RVIのとき次の関係が成立す

る（9）。

　　　R2＝0ぐ＝⇒R2〈1＝0

　　　　　　ぐ＝⇒Rn＝O

　〔性質37〕　（RVR’）2≦Rのとき

　（1）R2〈1＝＝O＝⇒（RVRり2≦1

　（2）　Rn＝0＝＝⇒（R＞R’）2≦1

　（証明）　性質36による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記のように，（R＞Rノ）2≦Rのとき，R2〈1＝0またはR”・　Oであれば

（R＞R’）2≦1となる。しかし，以下に示す性質38によれば，上の性質37を

満足する行列としては，R＝0しかないことがわかる。すなわち，一般に

　　　（R＞R’）2≦R，R〈1ニOe⇒R＝＝O

となるので（9），次の関係

　　　（R＞Rノ）2≦R，R2〈1＝0〈＝⇒R＝O

　　　（RVRノ）2≦R，　Rn＝0ぐ＝⇒R＝0

が成立することになる。

〔注意2〕　一般には

　　　R2＝　O＝＝〉（R＞R’）2≦1

とはならない。いま

R－

とすれば，
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R2＝

0　1　0

0　0　0

0　1　0

（RVR’）2＝

0

1

0

×

1

0

1

0

1

0

ilil一

×

0　1

1　0

0　1

0

1

0

0　0　0

0　0　0

0　0　0

1　0　1

0　1　0

1　0　1

であって，R2＝0となるけれども，（R＞R’）2≦1とはなっていない。

　〔性質38〕　（R＞R’）2≦Rのとき，

　あるk≧1に対してRκ〈1＝0＝＝⇒R＝0

　（証明）　rij＝・1とおけば（RVR’）2≦Rによってrii＝1。したがって

　γ雛）＝1となるが，これはRκ〈1＝Oと矛盾する。よってr、．i＝0。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の（R＞R’）2≦Rなる行列Rは興味ある性質を有している。例えば，明

らかにR2≦RかつR2≦R’，すなわちR2≦R〈Rノとなるが，すでに報告し

ているように（9），

　　　（RVR’）2≦Re⇒R2＝　R，　R’＝R

が成立する。また次の関係も知られている（9）。

　　R2≦R〈R’，　R〈1＝0〈＝⇒R2＝0

　これまでの議論から明らかなように，いくつかの条件のもとでは，そのよ

うな条件を満足する3次以上の行列は存在しない。したがって，存在する行

列は2次以下のものに限定されることになる。それゆえ，以下では特に2次

以下の行列の性質について考察をおこなうことにする。

〔性質39〕　n≦2のとき

　　　R〈1＝0＝＝⇒R2≦∬

　（証明）　n＝1のときは明らかであるからn＝2とする。いまr、iC〈グκ」＝1

　とおく。このときR〈1＝0だからi・￥　k，kキブ。　n＝2なのでi＝ノ。ゆ

　えにR2≦1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに性質23で示したように，n＝2のとき
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　　　R＞R’＞1ニE，R2≦1⇒R〈1＝0

となる。したがって，この性質と性質39によって次の性質が得られる。

　〔性質40〕　n＝2かつR＞R’＞1＝Eのとき

　　　R2≦1ぐ＝⇒R〈1＝0

　〔性質41〕　n≦2のとき

　　　（R〈1）2≦1

　（証明）　n＝1のときは明らかであるからn＝2とする。いま

　　　riiC〈δih〈γκノ〈δκブ＝1

とおけば片々，k・￥　」である。ここでn＝2であるからi＝」。よって

（R〈1）2≦1。

　〔性質42〕　n≦2のとき

　　　（R〈1）2〈1－Oe⇒（R〈ア）2－0

　（証明）　一般に，Sを2次以下の行列とすれば

　　　S2〈1＝OC＝⇒S2＝0

となる（9）。したがってS＝R〈7とおけば

　　　（R〈1）2〈1ニ0〈＝⇒（R〈7）2＝0

　〔性質43〕　n≦2のとき

（1）（R〈1）2〈1ニ0＝⇒R2≦R

（2）　　（R〈1）2＝：0　：＝＝＝＞　R2≦R

（証明）

（1）riiC・＝r，、j＝1とおき，　T、j＝1となることを示す。

（a）i＝kのとき

　　γw＝7°κノ＝1

（b）k＝ブのとき

　　rtj＝7‘κ＝1

（c）片々，kキノ，　i＝」のとき

　（R〈1）2〈1＝0によってこの場合はありえない。

（2）（1）による。

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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5．まとめ

　すでに報告しているvacuously　transitive関係行列の性質（9）をもとにして，

このR2＝0なる関係行列Rを一般化したR2≦1なるプール行列Rすなわち

その自乗が対角行列となる行列Rの性質について考察をおこない，与えられ

たRがR2≦1となるための条件や，一定の条件を満たす行列の存在性，ま

た連結性に関するいくつかの性質を示した。特に，見掛けの上で一般のn次

行列に対して成立する性質が，実際にはそこに含まれる条件によって該当す

る行列が限定され，結局2次以下の行列に関する性質となってしまう場合な

どについても考察をおこなった。なお，関係の連結性は良く知られているよ

うにトーナメントや順序などの議論において重要である。

　今後の課題としてR2≦1なる行列Rの分解すなわちRの構造について考

えることは興味ある問題と思われる。この場合，グラフ理論的考察が有用で

あると考えられる。またR2≦1の特別な場合であるR2＝1を満足する行列

RやR2＝＝　Oの他の一般化である（R〈∬）2＝0を満足する行列Rについてそ

れらの性質を調べることも今後やるべきことの一つであると考えられる。
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