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最適制御理論の現状と課題

南 正　義

1．　Pontryaginの最大原理までの最適制御理論

　質点あるいは物体をある状態から他の状態へ最短時間で移すには，どのよ

うに操作したらよいかとか，最小のエネルギーまたは燃料を使って移すには，

どんな制御（cont　ro1）を行ったらよいだろうかという問題について，最小性

（または最大性）を強調してその問題の解析を行うのが最適制御理論である。

　最適制御問題は，次の三つの部分かち構成されはじめて意味をもつ。第一一

は系（systen）を指定すること；第二は危険，損失あるいは効率などの制御基

準（control　criterion）を指定すること；第三は許容され得る制御（admissible

control）のクラスを指定することから構成される。そして最適制御に関して

追求されるべき主な問題は

　（1）制御可能性

　（2）最適制御の存在性

　（3）最適制御の一意性

　（4）最適制御の構成法

である。

　最近，最適制御過程の数学的理論が著しく発展して来ているが，特にその

中で最適制御のための必要条件と最適制御の存在性に力点をおいて，その歴

史的発展経過を述べながら，現状と課題をまとめてみることにしよう。

　最適制御問題の原形は最短経路問題にみられる。最短経路問題については
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古くから変分法が用いられて来た。古曲的なLagrangeの変分問題，更にはそ

れを少し一般化したBolzaの変分問題はいずれも運動方程式が常微分方程式

によって表わされ，カ・つ制御域Uが開集合である。この古典的な変分問題を

解くための必要条件としてはよく知られたLagrangeの乗数法，更にはW

eierstrassの基準があるが，これらは制御域Uが開集合であるために，制御

域Uが有界閉集合でかつ最適解がUの境界上の点を取ることが多い実際的な

問題の解法には使えない。この古典的な変分問題を制御域Uが任意の集合で

もよい場合に拡張したのが，一つはBelman［2］のダイナミック・プログ

ラミング（動的計画法，略称D．P．）と呼ばれる解析法であり，他方は

Pontryaginの最大原理（Maximum　Principle）〔6］による解析法であった。

　最近の最適制御理論は最短時間制御問題の考察に始まって急速に発展して

きた。その発展経過をたどってみると，まずアメリカで最初に“Bang－Bang”

PrincipleとしてまとめられたBe皿man，　Glicksberg，　Grossらの論文［1］が

ある（1956年）。それは

　　　dx　　　　　＝髭＝Ax十u，　x（0）＝x。
　　　dt

なる系について，xがn次元ベクトル，　uがn次元制御ベクトルで，　Aがn

次の実定数行列であり，かつ固有値はすべて負の実数であり，制御拘束条件

が1u‘1≦1（i＝1，…，　n）（ただし，パはベクトルuの第i成分）なる場合

の最短時間制御問題に対しては，最適制御は1ガ1＝1をとり，切り換えはせ

いぜい（n－1）回であることを示した。このことから制御拘束条件のもと

で系をある状態から他の状態へと最短時間で移そうとすれば，すべての時間，

この制御拘束条件の最大または最小の値，すなわち制御域Uの境界上の点を

適当に取ることによってこれがなされるであろうという直観的な仮定がなさ

れた。この仮定がBang－Bang　Principleと呼ばれるものである。

　1959年になり，LaSa皿e［23］，［24］は［1］の問題を更に発展させて

　　　1＝A（t）x（t）＋B（t）u（t）＋f（の，　lu’1≦1

　（ただし，xはn次元ベクトル，　u＝（〃1，…，　u「）はr次元制御ベクトル，

A（t）はn×n行列，B（t）はn×r行列，　fはn次元ベクトル）なる系の
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最短時間追跡問題についてBang－Bang　Principleを確立した。

　一方，ソ連でも，最適制御問題は最短時間制御の下に発足した。1952～55’

年には，もっぱらFeldbaumの位相面解析やLernerの等時線解析の研究が
　　　；あったが，1956年，Pontryagin，　Boltyanskii，　Gamkrelidzeらの研究［3］の

結果，線形最短時間制御問題についての一般的原理が求められた。この時期

はBellmanらによる前述の論文の出た後であった。この原理は最大原理と呼

ばれるが，特にBoltyanskii［4］はこの最大原理が最短時間最適についての

必要条件であることを示し，Garnkrelidzeは最適制御の存在性と一意性の定

理，最適制御の切り換え数有限の定理を証明し，更に任意の汎関数を最適化

する問題に拡張した（1958年）。

1959年になってLS．　Pontryanginちの研究［5］，［6］により，一般的

な非線形最適制御問題の場合の最大原理が集大成された。これは応用範囲が

拡く，現在では最適制御理論の基本定理の一つになっている。

2．　Pontryaginの最大原理

　制御対象がn次元の相空間（phase　saace）Xの相点（phase　point）x＝（κ1，

…，xn）によって記述されて，その運動方程式は微分方程式系

（1）讐一f‘（x’・…，x・，　u・・…ぬi　・1，…，n，

によって表わされるものとする。ここに，a・＝＝（ui，…，　u「）はr次元の制御ベ

クトルとし，制御域Uはr次元ユークリッド空間E「の任意の部分集合とす

る。更に

f・（x，　u）・tsよぴげ讐）瀕一い・，　n

は直積空間X×Uにおいて定義されてかつ連続であると仮定する。ただし，

UはE「におけるUの閉包（closure）とする。
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u（’〉＝uεUを満足する任意の時間区間上で定義された有界可測（bounded

and　measurable）な関数u（t）＝（ul（t），…，u「（t））の全体を許容制御のクラ

スとして指定すると，固定端点をもつ最適制御問題は次のように定式化され

る。

　x。およびκ、を相空間Xにおいて与えられた二点とするとき，相点を状態

X。から状態X、へ移すようなすべての許容制御U＝U（t）の中から，汎関数

（2）1ニ1ω一f，1’，・（x（t）・u（t））dt

を最小にする制御u（t），t。≦t≦tiを選択せよ。

　ここに，X（t）は制御U（t），　t・≦t≦t・に対応する初期条件X（t。）＝X。およ

び最終条件x（t、）＝κ1を満足する微分方程式（1）の解である。更に与えられた

スカラーの関数f。（x，u）は関数fl（x，　u），　i＝1…，　nと同様の条件を満

足するものと仮定するb

　上記の最適制御問題の解を与える許容制御u（ののことを，相点をx・から

x、へ移す最適制御（optimal　control）といい，これに対応する軌道x（t）を最

適軌道（optimal　trajectory）という。

　いま，（n＋1）次元ユークリッド空間En＋1の共役ベクトルψ；（ψ・，ψ・，…

，ψn），更にはハミルトニヤンと呼ばれるスカラーの関数

　　　　　　　　　　n　（3）H（ψ，x，u）ニΣψ。ノα（x，u）

　　　　　　　　　a＝0
を導入する。

　この関数Hを使用して，最適制御および対応する最適軌道が満足するため

の一つの必要条件を与える次の基本定理をPontryaginの最大原理という。

，　［定理（最大原理）］

　　u（t），t。≦t≦t、が最適制御，　x（のが対応する最適軌道とするならば，

　U（t）およびX（t）に対応する微分方程式系
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ω

のある絶対連続な解ψ（の＝（ψ。（の，ψ1（t），…，ψ．（t））≠0が存在して

　（5）　H’（ψ（t），x（t），　u（の）＝SUP　H（ψ（t），x（t），　u）

　　　　　　　　　　　　　　ueU

が閉区間t。≦t≦tiにおいてほとんど至るところで成り立つ。

　更に閉区間t・≦t≦tiにおいて

　（6）supH（ψ（t），　x（t），　u）≡0およびψ。（t）≡定数≦O
　　　uεu

が成り立っ。

（最大原理についての注意）

1）定理における許容制御のクラスを特に区分的連続な制御のクラスに限定

することは実際の最適制御過程に応用されるとき，非常に有益である。この

場合，最大条件（5）は閉区間［t。，司上の任意の時間において成り立つという

条件に置き代わる。

2）上記では微分方程式の右辺にtが陽に含まない場合を考えたが，tを陽に

含む場合にもこの原理は拡張される。

3）また上記では固定端点の場合を考えたが，動端点の場合，更には相空間

が制限された場合にも拡張される。（［6］，　［36］）

　LSPontryaginらはこの最大原理を古典的でない変分法による幾何学的

な考察から証明を完成したが，これに対してLI．　Rozonoerは［32］で評価

　　　　　　　　　　　　　　　n関数が殆んどの問題の場合にS＝ΣCi　x’（t・）（t1は固定または自由の最終時
　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
間，c謡＝1，…，　nは定数）の形に書けることを指摘してL，　S．　Pontryagln

らの証明法とは異なる古典的な変分法の流れに沿って解析学的な方法で証明

しており，更に新しい事実を得ている。
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　自由端点をもっ最適制御問題に関しては，補助変数ψ（t）の境界条件はψ

（ti）＝－C，売だし，　C＝（C、，…，　C．）でよいことを指摘し，また動端点をも

つ最適制御問題に対する境界条件も明示しているξ更にLLRozonoerは［

32］においてPontryaginの最大原理とBellmanのD・P・と間に密接な関係

があることを示した。

　また，1962～63年になるとアメリカのRoxin［34］・オランダのHalkin

（［16］，［17］，［18］）の理論があるが，これらはPontryagin，　Bellman，

Rozonoerらの方法とは違って，到達可能領域（Reachable　zone）の性質に観

点をおいて解析して，Pontryaginの最大原理を証明している。

3．　その後の発展

Pontryaglnの最大原理は常微分方程式系で記述される最適制御過程に対

して成り立ったのであるが，その後の経過は一つの流れとして，他の系に対

しても最大原理が果たして成り立つのか，もし成り立つとしたら，統一的に

まとめられないものかといった問題を解決しょうとして発展してきているよ

うに思われる。

　まず時間遅れをもつ差分微分方程式系で記述される最適制御過程に対し

て，ソ連のG．L．　Kharatishvili［6］は1961年に最大原理が成り立つことを

示した。またソ連のButkovs　ki　i［7］，［8］は1961年にある種の積分方程

式系で記述される最適制御過程に対して最大原理が成り立つことを示した。

　ソ連のAI．　Egorov［12］は1963年に仮似線形双曲型偏微分方程式系に

よって記述される過程の最適制御問題を解析して，最適になるための必要条

件としての最大原理がRozonoer［32］の解析学的な方法によって導かれる

ことを示し，特に過程が線形方程式系によって記述されるときには，最大原

理が必要かつ十分条件になっていることを示した。またA・1・Egorov［13］

は1966年にも他のある種の偏微分方程式系によって記述される最適制御過
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程に対して最大原理が成り立つことを示した。

　ソ連のJu・V．　Egorov［14］は1964年に偏微分方程式系などの分布定数

系の最適制御理論をバナッハ空間における最適制御理論として数学的に精密

な議論を展開し，有限次元状態空間におけるPonttryaginの最大原理を無限

次元のバナッハ空間に拡張した。

　また確率微分方程式系で記述される場合の最適制御過程に対して，アメリ

カのH・J・Kushner［19］，　［20］は1965年に固定時間をもつ場合に，更

には最終時刻が指定されない場合にも最大原理がやはり成立することを

Rozonoerの解析学的な方法によって示した。

　最近，アメリカのLW・Neustadt［25］，［26］，［27］は1966～67

年に最適制御問題へ応用することを目的にした非線形計画問題を線形位相空

間で考えて，Pontryaginの最大原理の本質が凸集合の分離定理にあることを

見抜いて抽象的な変分理論を統一的に集大成して，その応用として有限次元

空間におけるPontryaginの最大原理が制限された相空間の場合も含めた殆

んどすべての最適制御問題の場合に導かれることを示している。

　1972年にH・J・Kushner［22］は［19］，［20］で取り扱った系よりも

一一般的な確率微分方程式系で記述される最適制御過程に対して最大原理が成

り立つことを，LW・Neustadtの抽象的な変分理論を応用して導いている。

　さてPontryaginの最大原理はもし最適制御が存在するならば成立すると

いう必要条件であったが，次に提起される問題は最適制御の存在性である。

　微分方程式X＝f（ちX，U）に関する最適制御問題の最適制御の存在性につ

いて最初に述べたのはAF．　Fillipov［15］である。その後1962年にE．

Roxin［33］は一般的にいって，制御変数uの許容範囲をUとし，　uεUの

すべてから得られるf（t，κ，U）の集合をf（t，　X，　U）とすると，　f（t，　X，　U）

が凸集合であれば，最適制御が存在することを最短時間制御問題の場合に証

明した。その他，ポーランドのC・01echの論文［29］，［30］，更にはイ

タリアのL－　Cesariの論文〔9〕，〔10〕，〔11〕があるが，これらは一般の最適

制御問題の場合に拡張して，E．　RoXd　nの結果の十分条件より更にゆるめた条
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件で最適制御の存在性がいえることを示した。

　時間遅れをもつ差分微分方程式系で記述される最適制御問題の最適制御の

存在性についてはM．N．　Oguztδrehの結果［28］があり，これはE・Roxin

の証明法に類似している。

　また確率微分方程式系で記述される最適制御問題の最適制御の存在性につ

いては，HJ．　Kushnerの結果［21］があり，これもE・Roxi　nの証明法に類

似している。

　その他，最近では菊池紀夫の論文［35］があるが，彼は制御系方程式を

contingent　equationとみなして非線形最短時間制御問題の場合に，最適制御

の存在性，更にはPontryagi　nの最大原理とBan－Bang　Principleが成立する

ことをcontingent　equationの解の性質から統一的に考察している。

4．　今後の課題

　今後の課題として，次のような課題が残されているように思われる。

1）最適制御の構成法としての数値解法を求める課題が残されている。特に

最大原理による最適制御の構成法が得られないか。

2）Ba　rig－Bang　Principleがどれくらい一般に成立するか。

3）最適制御の存在性についての統一的理論が得られないか。

4）最適制御の一意性がいかなる条件のもとでいえるか。

5）非線形系に対して制御可能性を調べる課題が残されている。

6）最大原理とD．P．法との間の関係を数学的に厳密に調べる課題が残され

ている。特にPontr　yagi　nの最大原理とR．　Bellmanがダイナミック・プログ

ラミングの解析に用いた最大変換（maximum　transform）との間の関係につ

いては最近アメリカのR．T．　Rockafe　llar［31］が手がけているが，まだ完全

に解決していないので数学的観点からの課題が残されている。

7）最適制御理論を工学，経済学，経営学などにいかに応用すべきか。
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