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Vacuously　Transitive関係の性質

橋　本 寛

1．はじめに

　プール行列を用いてvacuously　transitive関係（3）（9）の基礎的性質を調べ，

主として与えられたプール行列がvacuously　transitive関係行列となるため

の条件を示している。このvacuously　transitive関係は，アサイクリック有

向グラフや推移関係とはもちろん，非反射関係，非対称的（asymmetric）関

係，反対称的（antisymmetric）関係，さらには非推移（intransitive）関係（lo）や

巡回的（circular）関係（2）とも密接な関連をもち，応用上も二彩色（bicoloring）

問題や二部グラフ（bipartite　graph）（1）と関連している重要な関係である。こ

れまでにSharpによってその組合せ的問題とくに数え上げの問題に関する

研究がおこなわれている19）

　本論文では，従来ごくわずかしか知られていないvacuously　transitive関

係の行列論的性質について考察をおこない，以下で示すような多くの興味あ

る性質を明らかにすることができた。この研究の動機はプール関係行列の推

移性に関する研究から生じたものである。すなわち，与えられたプール行列

が推移的となる条件を調べている過程で，ある条件を満たして推移的となる

行列がある特定のものだけに限定され，それがvacUously　transitive関係と

呼ばれるものに相当することに気づいたことから，この研究は始まったもの

である。したがって，本論文で述べるvacuously　transitive関係の性質はす

でに報告している推移関係の性質（7）とかなりの部分で対応している。



一
224－（400） 第37巻第3・4号

2．定　　義

　本論文では0，1の要素からなるn次のプール行列を取り扱っている。

プール行列に関する演算等の定義は文献（7）などと同様である。このプール行

列によって有向グラフや二項関係を表現することができ（8），もちろん

vacuously　transitive関係もプール行列で表現することができる。以下では

プール行列を用いてvacuously　transitive関係の性質を調べる。

　与えられた関係を表現するプール行列Rが，R2＝0または（R〈1）2＝0

を満たすとき，Rで表現される関係はvacuously　transitiveであるといわれ

る（3）（9）。ここに0は零行列，1は単位行列，1はその否定である。いま

Golumbic（3）にならってR・＝0を満足するRをvacuously　transitiveと呼ぶ

ことにすれば，Rがvacuously　transitiveのとき明らかにRはべき零すなわち

Rn＝0であり，また推移的すなわちR2≦Rである（8）。さらにRは非反射的

（R〈1＝0）で，非対称的（R〈R’＝0），したがって反対称的（R〈R’≦1）

で，非推移的（1°）（R2≦［ii）で，そして巡回的（2）（R2≦R’）である。このよう

にvacuously　transitive関係は二項関係の多くの基本的性質を有しており，

興味深い関係である。

3．基本的性質

　ここではvacuously　transitive関係の基本的性質を示す。それらの大部分

は自明または容易に証明できるものであるが，これまでvacuously　transi－

tive関係のこのような性質について述べた文献は，ほとんど見当らないよう

であるので，ここで整理しておくことにする。

　〔性質1〕

（1）R2・＝　O，　S・＝0，　R×S－8×R－0仁⇒（RVS）2－0

（2）R2＝0，　R×S＝S×R⇒（R×S）2＝0
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（3）　S×R＝0＝＝〉（R×S）2＝0

（401）－225一

（証明）

（1）一般に

　（RVS）2＝R2＞R×5VS×R＞S2

であるから明らかである。

（2）（R×s）2＝R×s×R×s

　　　　　　　＝R2×S2＝0

（3）（R×S）2＝R×S×R×S＝0

　〔例1〕（1）いま

　　　　　　　　　R－［iii 1・s－「iill

（証明終）

とおく。このとき明らかにR2＝0，　S2＝0，　RXS＝S×R＝0。また

　　　　　（R＞s－iii1×「iiiHiii1

となる。

（2）

　　　　R－「iii1・s－「iil1

とおけば，明らかにR2＝Oであり，また

　　　　R×s－［iii1×［ii｝1－「iiil・
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s×R－
「iii］×［iiiHiii1・

（R×s）2－
lili1×liiiレliii1・

（3）

s－
liii1・R－liii1

とおけば，このとき

s×R－

「i

R×s－

「i

（R×s）2－

「i

0

0

0

1

1

0

0

0

0

i］×11

／×［i

1

1

0

0

0

0

／＝一［i

0

0

0

0

0

0

i］・

11・

／×liiiHiii1・

次の性質もほとんど自明であり，またいくつかのものはよく知られている

と思われる。

　〔性質2〕

　（1）　（R’×R）〈1ニ0〈：＝⇒R＝0

　（2）　（R×R’）〈1＝Oく：＝⇒R＝0

　（3）　R’×R＝0〈：＝⇒R＝・0
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　（4）　R×R，＝0　〈：＝：⇒　R＝0

　（5）　　R2／＼1＝0，　Rt＝R　ぐ＝：：：＞　R＝：0

　（6）　　R2≦R，　R／＼1＝0，　R，＝R　〈＝＝＝＞　R＝0

　（7）　　R2＝R，　R／＼1＝0　ぐ＝：＝＞　R＝0

　（8）　R2＝0，　R’＝＝Rぐ＝⇒R＝0

　（9）　　R2＝0，　R’〉＜RニR＞＜Rノ　ぐ＝＝＝＞　R＝0

　（証明）

　（1）（a）（R’×R）〈1ニ0のとき

　　　　n
　　　　＞riCi〈γhi＝0
　　　　κ＝1

したがってriCi＝0すなわちR＝0。

（b）R＝0のとき

明らかに（R’×R）〈1＝0

（2）一（8）省略

（9）（a）R2＝0，　R’×R＝：R×R’のとき

（403）－227一

　性質1（2）によって（R’×R）2＝0。R’×Rは対称だから上記の（8）によって

R’×R＝0。また上の（3）によってR＝0。

　（b）R＝0のとき

　明らかにR2＝0，　R’×R＝R×R’。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質3〕（5）（6）

　次の条件は同値である。

（1）R2〈1＝0

　（2）　R〈R’＝0

（3）R≦Rノ

（4）△R＝R

　〔性質4〕

R2＝0のとき

　（1）　R〈R’＝0
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（2）R≦R’

（3）△R＝R

（証明）

性質3による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質5〕

（1）（R〈1）2＝0⇒R2≦R

　（2）　R2ニ0＝＝〉（RVI）2＝R＞1

　（証明）

（1）（R〈1）2≦R〈1であるから

　　（（R〈1）〉（R〈1））2≦（R〈1）〉（R〈1）

よってR2≦R。

　（2）　（R＞∬）2＝（R＞∬）×（R＞1）

　　　　　　　＝R2＞R＞R＞∬＝R＞∬　　　　　　　　　　　　（証明終）

　一般にR2≦R，　D≦1のとき（RVD）2≦（R＞D）となる。

　〔性質6〕

　R〈1≦S，S’＝S，　S2≦RVIのとき

　（R〈1）2〈1＝0〈＝⇒（R〈1）2＝0

（証明）

　（1）（R〈∬）2〈∬＝0のとき

　riiC〈δih〈rhe・〈δκ」＝1とおく。このとき

　Tiκ＝1，　i・iF　k，　rhe・＝1，　kキノ。

したがって（R〈了）2〈∬＝0によって片ノ。また（R〈1）2≦S2によって

Sij（2）ニ8ji（2）＝1となるので，　rid＝rji＝1。しかしこれは（R〈1）2〈1＝0と

矛盾する。ゆえに（R〈1）2＝0。

　（2）（R〈∬）2＝0のとき

明らかに（R〈了）2〈1＝0。　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　〔例2〕

　　　　　　R－［1’　／1　’i　91・s－「；ili1

とおけば，R〈1≦S，　S’＝S，　S2≦R＞∬，（R〈1）2＝0となる。

　次の性質で示されるように，上の性質6を満足する行列SはS2≦1を満

たす。

　〔性質7〕

　S’＝S，82≦RVI，（R〈1）2〈∬＝0⇒82≦1

　（証明）

　S’＝SなのでS2≦RVIからS2≦Rノ＞1。したがって

　　　　S2≦（R＞1）〈（R’＞D＝R〈R’＞R〈IVI

ところで（R〈1）2〈∬＝0によって

　　　　（R〈1）ノ〈（R〈1）＝0

すなわちR’〈R≦lqよってS2≦∬。

　〔性質8〕

　（R〈1）2≦R〈R’〉∬，（R〈1）2〈1＝Oe⇒（R〈1）2＝0

　（証明）（1）（R〈∬）2≦R〈R’＞1，（R〈∬）2〈1＝0のとき

　rih〈δiiC〈rκj〈δ，，＝1とおく。このとき

　　　　ri　iC＝1，　i・l　k，7iCj　＝　1，々キノ。

て7‘」〈γガ＝1。しかし，

（R〈1）2＝・O。

　（2）（R〈1）2＝0のとき

　明らかに（R〈1）2≦R〈R’V∬，（R〈∬）2〈1＝0。

（証明終）

したがって（R〈1）2〈1＝Oからiキノ。また（R〈1）2≦R〈．R’＞1によっ

　　　　　　　　　　　　これは（R〈1）2〈1＝0と矛盾する。ゆえに

（証明終）
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〔性質9〕

R2≦R〈R’，　R〈1＝0〈＝⇒R2・・O

（証明）

（1）R2≦R〈R’，　R〈1＝0のとき

R2≦R，　R〈∬＝0によってR〈R’＝　O。したがってR2＝0。

（2）R2＝0のとき

明らかにR2≦R〈R’，　R〈1＝0。

なお，R2≦R’，　R〈1＝0＝⇒R2＝＝Oとはいえない。いま

R＝

0

0

1

1

0

0

0

1

0

（証明終）

とおけば，R2≦R’，　R〈∬＝0であるけれどもR2＝0とはならない。

　〔性質10〕

　（1）n≦2のとき

　　　R2〈1＝0〈＝⇒．R2＝0

（2）（△R）2〈1・＝0

（3）n≦2のとき　（△R）2＝0

　（証明）

（1）n＝1のときは明らかであるからn＝2とする。S＝R2とおく。この

とき

　　　8‘」＝ril〈Tl」V　ri2〈γ2」

（a）．R2〈1＝0のとき

　R2〈1＝0からR〈R’＝0，　R〈∬＝0。

（i）i＝1，」＝2のとき

　　　Sij＝Tn〈Tl2＞rl2〈T22＝0

（ii）i＝2，ノ；1のとき

　　　8w＝T21〈rl、V　T22〈T2、＝0
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　，（iii）i＝ノのとき

　　　8ij＝　ri1〈rl　i＞ri2〈r、i＝0

　（b）R2＝0のとき

　明らかにR2〈1ニ0。

　（2）S＝（△R）2とおく。

　　　　　　　n　　　　　　，
　　　　8・j＝＞r、h〈T，、i〈T、、j〈rゴ、

　　　　　　h＝1

　　　　　　　n　　　　　　＿＿
　　　　Sii＝＝＞7i　iC〈Thi〈riCi〈riiC＝O

　　　　　　h＝1

（3）上の（1＞および（2）による。

　〔性質11〕

　（1）（△R）2＝0のとき

　　　▽R≦1＜＝⇒R2≦△R＞（R〈1）

（2）（△R）2；0，▽R≦1⇒R2≦R

　（証明）

　（1）（a）▽R≦1のとき

　　R2＝（△RV▽R）2

　　　＝（△R）2V△R×▽R＞▽R×△R＞（▽R）2

　　　≦△R＞▽R＝△RV（R〈1）

　（b）R2≦△R＞（R〈1）のとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）＿　　（2）

るので，これは矛盾する。よって▽R≦1。

（甚聾3〕

　　　　　　　　　　　　　R－／澗

（407）－231一

（証明終）

r、j＝rji＝1，片ノとすれば，　rii　＝＝　1，　r、j－rji＝1。△Rは非対称的であ

一般に△R＞（R〈1）≦Rだから（1）によってR2≦R。 （証明終）
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とおけば，明らかに（△R）2＝0，▽R≦1，R2≦△RV（R〈1），．R2≦R。

4．Vacuously　Transitive関係の主要な性質

　与えられたプール行列がvacuously　transitive関係行列となるための条件

について述べる。以下で述べる性質は大別すると，与えられたプール行列R

に関して，R2＝Oとなるための条件，（R〈1）2＝0となるための条件，お

よび（△R）2＝0となるための条件の三つに関するものとなっている。また，

与えられた条件が強くて，Rが零行列となったり，またそのような条件を満

たす例が存在しなくなる場合があるが，そのような条件についても若干の考

察をおこなっている。

　〔性質12〕

　（△R）2≦R’VIのとき

（1）R2≦R⇒（△R）2＝0

（2）（R〈1）3〈1＝0⇒（△R）2＝0

（3）R3〈1＝0⇒（△R）2＝0

　（証明）

　（1）riiC〈riCi〈7κゴ〈γ」κ＝1とおく。

このとき片々，j・tk，片ノ。（△R）2≦R’VIからrji＝1。またR2≦Rに

よって7／F1となるが，これはγ」。＝0と矛盾している。ゆえに（△R）2＝0。

　（2）riiC〈兀く7κ」〈π＝1とおく。このとき片々，　kキブ，　i・t　j。（△R）2

≦R’VIからγ」、＝1。しかし（R〈一ア）3〈1＝0によってγノ、＝0。これは矛盾

する。したがって（△R）2＝0。

　（3）上の（2）によって明らかである。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質12（2）から（△R＞2≦R’VIのとき，（R〈1）3〈1＝0であれば（△

．R）2＝0となるが，次の性質13で示すように，さらに（R〈1）2〈∬＝0であ

れば（R〈1）2＝0となる。
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　〔性質13〕

　（1）（△R）2≦R’VI，（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈∬＝0仁⇒（R〈1）2＝0

　（2）（△R）2≦Rノ＞1，（R〈1）6〈1＝0〈＝⇒（R〈1）2＝0

　（3）　　（△R）2≦R／V∬，　（R〈1）n＝0　〈＃：＝＝〉　（R／＼1）2＝0

　（証明）

　（1）（a）（△R）2≦R’＞1，（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1＝・Oのとき

　riiC〈δ1κ〈7栂くδκj＝1とおく。このときiキk，　kキノ。また（R〈1）2

〈1＝・Oによってtキノ，riCi＝0，γノκ＝0。さらに（R〈∬）3〈1；Oによって

rji＝0。しかし，　riκ〈rκi〈7κ」〈γ抗＝1だから，（△R）2≦R’＞1によって

7ノ‘＝1。これは矛盾する。よってriiC〈δ、κ〈7。」〈δ、」＝0。すなわち（R〈1）2

＝ 0。

　（b）（R〈1）2＝0のとき

　△R≦R〈1だから（△R）2＝0。よって（△R）2≦R’VI。また明らかに

（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1＝0。

　（2）一（3）上の（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　一般に（R〈1）2〈∬＝0のときR〈了＝△Rとなるの。したがって上の

性質13（1）の（（R〈1）2V（R〈1）3）〈1；0は（（R〈1）2＞（△R）3）〈1＝0と

同値である。

　〔性質14〕

（1）（△R）2≦R’VI，（R2＞R3）〈1＝0〈＝⇒R2＝0

（2）（△R）2≦R’＞1，R6〈1＝0〈＝⇒R2＝0

　（3）　　（△R）2≦R，〉∬，　Rn＝0　〈＝＝＝＞　R2＝0

　（証明）性質13による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質15〕

　（△R）2≦R’のとき

（1）R2≦R＝⇒（△R）』0

　（2）　（R〈1）3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

　（3）　　R3／＼1『＝＝0　＝＝＝：〉　（△R）2ニ0
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〔性質16〕

（1）（△R）2≦R’，（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1－0仁⇒（R〈1）2＝0

（2）（△R）2≦R’，（R〈1）6〈1＝Oc⇒（R〈1）2＝0

（3）　（△R）2≦R’，（R〈1）n＝0ぐ＝⇒（R〈1）2＝0

〔性質17〕

（1）（△R）2≦R’，（R2V．R3）〈1＝0〈＝⇒R2＝0

（2）（△R）2≦R’，R6〈1＝0〈＝⇒R2＝0

（3）（△R）2≦R’，R”’＝O〈＝⇒R2－0

〔性質18〕

（R〈1）2≦R’VIのとき

（1）R2≦R＝⇒（△R）2＝0

（2）（R〈1）3〈1＝0＝♪（△R）2＝0

（3）R3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

〔性質19〕

（1）（R〈1）2≦R’VI，（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈∬＝0⇔（R〈1）2－0

（2）（R〈1）2≦R’VI，（R〈1）6〈1＝Oe⇒（R〈1）2＝0

（3）（R〈ll）2≦R’V∬，（R〈1）n＝Oe⇒（R〈1＞2＝0

（証明）性質13による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質20〕

（R〈∬）2≦R’のとき

（1）　R2≦R〈＝⇒（△R）2＝0

（2）（R〈∬）3〈1＝0⇒（△R）2＝0

（証明）

（1）（a）R2≦Rのとき

性質12（1）によって（△R）2＝0

（b）（△R）2＝0のとき

riiC＝riCj＝1とおき，γ‘」＝1となることを示す。

（i）i＝kのとき
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　　　γij＝rκj　＝　1

　（ii）k＝ノのとき

　　　γij　：riiC　：1

　（iii）片々，々キノのとき

　（R〈1）2≦R’によってγノF1。いまrij＝0とすれば，（△R）2＝　Oによっ

てrn〈rw〈riiC〈TiCi　＝＝　OであるからTiCi＝1。同様にγκ，〈T」iC〈rji〈rij＝0で

あるからr」le＝1。よってr、d　・1となるが，これは痛＝0と矛盾する。した

がってri」　＝＝　1でなければならない。

　（2）省略。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　て証明終）

　なお，上記の性質20（2）から，（R〈1）2≦R’のとき

　　　R3〈1＝0＝＝⇒（△R）2・＝0

が成立し，さらにR3〈1ニ0のときR〈1＝0だから，　R〈了＝Rとなるの

で

　　R2≦．R’，　R3〈1＝0⇒（△R）2＝0

が得られる。しかし先で示す性質27（1）によれば，一般に

　　R2≦R’，R3〈1＝Oe⇒R2ニ0

が成立する。

　〔性質21〕

（1）（R〈1）2≦R’，（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1＝Oc⇒（R〈了）2・・O

（2）（R〈1）2≦Rノ，（R〈1）6〈1－0〈⇒（R〈7）2－0

　（3）　　（R／＼1）2≦Rt，　（R／＼1）n＝0　ぐ＝＝：：〉　（R／＼1）2＝0

　〔性質22〕

　R2≦．R’＞1のとき

（1）R2≦R⇒（△R）2＝0

（2）（R〈1）3〈1ニ0⇒（△R）2ニ0

（3）R3〈1ニ0⇒（△R）2ニ0

　〔性質23〕

　R2≦R’＞1のとき
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（1）（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈∬－Oc⇒（R〈1）2＝0

（2）（R〈1）6〈1＝Oe⇒（R〈1）2＝0

（3）（R〈1）n…O〈＝⇒（R〈1）2＝0

　（証明）性質19による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質24〕

（1）R2≦R’VI，（R2＞R3）〈1・＝O〈＝⇒R2＝0

（2）R2≦R’VI，　R6〈1＝0¢⇒R2＝0

（3）R2≦R’＞1，　R”・＝oく＝⇒R2＝0

　〔性質25〕

　R2≦R’のとき

　（1）　R2≦Rぐ＝⇒（△R）2＝0

（2）（R〈1）3〈1＝0＝〉（△R）2＝0

　（証明）性質20による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質25（2）からも，R2≦R’のとき，

　　　　R3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

となることがいえるが，すでに述べたように先で示す性質27（1）によれば，

　　　R2≦R’，R3〈1・＝Oe⇒R2＝0

が成立する。

　〔性質26〕

　R2≦R’のとき

（1）（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1＝0〈＝⇒（R〈1）2＝0

　（2）　（R〈1）6〈1＝0〈＝⇒（R〈1）2＝0

（3）（R〈1）n＝＝　Oぐ＝⇒（R〈1）2＝0

　〔性質27〕

（1）R2≦R’，　R3〈1＝0〈＝⇒R2＝0

（2）R2≦R’，R6〈1＝Oc⇒R2＝O

（3）R2≦Rノ，　Rn＝0〈＝⇒R2＝0
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　（証明）

　（1）（a）R2≦Rノ，　R3〈1＝0のとき

　rtiC〈7κ∫＝1とおく。R2≦RノによってγノF1。しかし，これはR3〈1＝0

と矛盾する。ゆえにR2＝0。

　（b）R2＝0のとき

　明らかにR2≦R’，　R3〈1ニ0。

　（2）一（3）性質24による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上記の性質中のR2≦RノなるRは巡回的（circular）関係（2）を表現するプー

ル行列である。なお，R3〈1＝0はR2≦R’と同値であるので，これと

R2≦R’からR2＝0を導くこともできる。

　〔性質28〕

　（R〈1）2≦RVIのとき

　（1）R2≦R＝＝〉（△R）2＝0

（2）（R〈1）3〈1＝0⇒（△R）2＝0

　（3）　　R3／＼1＝0　：：＝＝〉　（△R）2＝0

　（証明）

　明らかに（R〈1）2≦R＞1のとき（R’〈1）2≦R’＞1であるから（△R）2

≦R’VIとなる。したがっで1生質12によって成立する。

　〔＆U4〕　（1）一（2）

R一

とおけば，このとき

（証明終）

（R〈1）2＝

0　1　1

1　0　0

1　0　0

×
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また明らかにR2＝R，△R＝0，（R〈1）3〈1＝0。

（3）

とおく。このとき

　　　　（万く了）2－！ii喩i照1－…・

またR3〈1＝0，△R＝O。

　〔性質29〕

　n≧3のとき，（R〈1）2≦R＞1かつ（（R〈1）2＞（R〈1）3）〈1＝0となる

Rは存在しない。

　（証明）

　片井ゐ判とする。（R〈1）2〈1＝0によって次の場合を考えればよい。

　（1）rtjニ0，　rji＝0のとき

　（a）TiiC＝0のとき

　（i）γκ」＝0のとき

　γiκ＝0，riCj　＝＝　Oによりrij＝1となるが，これは矛盾する。

　（ii）Tj・iC＝0のとき

　r、j＝0，γゴ、＝0によってT、κ＝1となるが，これは矛盾する。

　（b）riCi＝0のとき

　（i）7κゴ＝0のとき

　riCj　＝　O，　rji＝0によってr，、i＝1となるが，これは矛盾する。

　（ii）r」κ＝Oのとぎ

　7ノ、＝0，r、、i＝0によってrji＝1となるが，これは矛盾する。

　（2）7σ＝0，rji＝1のとき
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　（a）TiiC＝0のとき

　（i）rhj＝Oのとき

　riκ＝0，　r，、」　＝　Oによって7、ノ＝1となるが，これは矛盾する。

　（ii）rjit＝0のとき

　γ‘」＝0，γゴκ＝0によってriiC＝1となるが，これは矛盾する。

（b）r・・＝1・T・・＝：Oの酵

　rh、＝O，　r、j＝0によってγκゴ＝1となるが，これは（R〈1）3〈1＝0と矛盾

する。

　（3）Ti」＝・1，γ∫‘＝0のとき

　（a）riiC＝0，　TiCi　＝　1のとき

　rji　＝O，　riiC　・Oによって7」κ＝1となるが，これは（R〈1）3〈1＝・Oと矛盾

する。

　（b）r、、iニ0のとき

　（i）グ髭∫＝0のとき

　7κノ＝0，rJi＝0によってThi＝1となるが，これは矛盾する。

　（ii）r」・iC＝0のとき

　TjiC＝O，　T，、i＝0によってTji＝1となるが，これは矛盾する。

　こうして，n≧3のとき与えられた条件を満足するRは存在しない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質30〕

　（R〈1）2≦Rのとき

　（1）R2≦R＝⇒（△R）2＝0

　（2）（R〈1）3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

（3）R3〈1・・O＝⇒（△R）2＝0
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　〔例5〕

（1）

R－
「讐1

とおく。このとき明らかにR2＝Rで，

　　　　R－［iii］・R〈了一liii1・△R－［lii1・

したがって（R〈∬）2＝0，（△R）2ニ0。

　（2）

　　　　R－「iil！

とおけば，

（［iTA了）

十晶1×［i’　％’　A）一［ew］＝Ro

また明らかに（R〈1）3〈1＝0，△R＝0。

（3）

R－
［lii）
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とおく。このとき（R〈1）2＝0で

R2－

！

R3－

li

1

0

1

1

0

1

il×！

1×［1

1

0

1

1

0

1

il－

i1

（△昨
ll｝ll×li｝

　「
　　1　1

　0　0
　0　1

－

1轡

ll－ll

！

i1－R

lll

（417）－241一

〔性質31〕

（R）2≦RV∬のとき

（1）R2≦R⇒（△R）2＝0

（2）　（R〈1）3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

（3）R3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

（証明）性質28による。

〔例6〕

（1）一（2）

（証明終）

R一

とおけば，明らかにR2≦R，△R＝Oであって，また

（R）2－
「liil×［li

（R〈了

i1－［i　1　ll－・・

｝11－「il！・
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　（R〈1）3＝R〈1

（3）

　　　　R－［？1

とおけば，明らかに（R）2≦R＞1かつR3〈1＝0で（△R）2＝0となる。

　すでに示した性質29によってn≧3のとき（R）2≦R＞1かつ（（R〈1）2V

（R〈1）3）〈1＝0となるRは存在しない。またn≧2のとき，（R）2≦RVI，

（R2VR3）〈1＝0なるRは次の性質によって存在しない。

　〔性質32〕

　n≧2のとき，（R）2≦R＞1かつR2〈1＝OとなるRは存在しない。

　（証明）

　R2〈1＝0からR〈∬＝0。いま♂キノとする。

　（1）rij＝0のとき

　r“〈rij＝1だからri」＝1。しかしこれはr、j＝0と矛盾する。

　（2）rw＝1のとき

　R2〈∬＝0によってr」i＝O。したがってrji〈rii＝1によってrji＝1とな

るが，これは7κ＝0と矛盾する。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質33〕

　（R）2≦Rのとき

　（1）R2≦R⇒（△R）2＝0

　（2）（R〈1）3〈1＝0⇒（△R）2＝0

　〔例7〕

R－

とおけば，
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（昨
llii1×lliil－lilll－R・

「1馴×層IHilll・

（R〈1）3－R〈1，R2＝R，△R－0。

　（R）2≦RかつR3〈1＝0となるRは次の性質によって存在しない。なお，

（R）2≦RのRをSで置き換えればS2≦否となるが，このときのSは非推移的

（intransitive）関係（1°）を表現するプール行列である。

　〔性質34〕

　（R）2≦RかつR〈1＝0となるRは存在しない。

　（証明）

　（R）2≦RによってR〈1＝1となり，これはR〈1ニ0と矛盾する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質35〕

（（R＞R’）〈1）2≦RV1＝〉（△R）・＝0

　（証明）　TiiC〈Thi〈TiCj〈rjκ＝1とおく。このとき片々，　k・l　j，　i・￥j。

（（R＞R’）〈1）2≦R＞1から（（R＞R’）〈了一 ）2≦R’＞1。　したがって，

riiC＝rhi＝1なのでrji＝1。また，このとき（（．R　V　R’）〈7）2≦R＞1から

Tj・iC＝1。しかし，これは7」。＝0と矛盾する。よって（△R）2＝0。　（証明終）

　〔性質36〕

　（（RVR’）〈1）2≦RVIのとき

（1）（R〈1）2〈∬－Oe⇒（R〈了）2＝0

（2）（R〈1）6〈1＝0〈＝⇒（R〈了）2＝0

（3）（R〈1）n－Oe⇒（R〈7）2－0

（証明）

（1）（a）（R〈1）2〈1＝Oのとき
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　rih〈諏くriCj〈薦＝1とおく。このときrtiC＝1，　iキk，7κ」＝1，んキノ。

したがって（R〈了）2〈1＝0からiaFj。よって（（RVR’）〈1）2≦R＞1か

らTi，＝1。また（（R＞R’）〈了）2≦R／VIとなるからrji＝1。しかしこれは

（R〈了）2〈1＝0と矛盾する。ゆえに（R〈1）2＝O・

　（b）（R〈1）2＝0のとき

　明らかに（R〈1）2〈1＝0。

　（2）一（3）省略　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔例8〕

　　　　R－liil

とおけば，

（（RVR’）〈・・）2－

！ii1×「｝ii1－lii！≦RV・

（R〈1）2＝（R〈1）』（R〈1）n＝O

となる。

　〔性質37〕

（（R＞R’）〈1）2≦R＝⇒（△R）2＝0

　（証明）　性質35による。

　〔性質38〕

　（（RVR’）〈1）2≦Rのとき

（1）（R〈了）2〈1－O　c⇒（R〈1）2－0

（2）（R〈了）6〈1＝0仁⇒（R〈∬）2＝0

（3）（R〈1）n＝Oc⇒（R〈1）2－0

　〔性質39〕

　（R＞R’）2≦RV∬⇒（△R）2－0

（証明終）
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　　（証明）　性質35による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質40〕

　（R＞R’）2≦RVIのとき

　（1）（R〈1）2〈1－0⇔（R〈7）2＝0

　（2）（R〈1）6〈1＝0⇔（R〈7）2＝0

　（3）　　（R／＼1）n＝0　ぐ：：：＝〉　（R／＼1）2＝0

　〔性質41〕

　（R＞R’）2≦R＞1のとき

　（1）R2〈1＝0仁⇒R2＝0

　（2）R6〈1＝0仁⇒R2＝0

　（3）Rn＝0仁⇒R2＝0

　〔性質42〕

　（R＞R’）2≦Rのとき

　（1）R’＝R

　（2）△R＝0

　（3）R2＝R

　（証明）

　S＝R＞R’とおく。すなわち8、j＝γ‘ゴV翫。

　（1）Tw＝1とする。このとき8ij＝r、j＞γゴ‘＝1，8ji＝・rji＞rij＝1。また

8‘12）≧8tj〈8ガ＝1。したがってrii＝1，8ii＝　1となるから8ノ『）≧8ji〈8ii　・＝　1。

よって7」‘＝1。ゆえにR≦R’すなわちR’＝R。

　（2）　△R＝＝R〈Rノ：＝0

　（3）R2≦（R＞R’）2だからR2≦R。また（1）からR’＝RであるのでR2＝R

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　一般に対称かつ推移的な行列RはR2＝Rすなわちべき等となる（4）。なお，

上の性質42により

　　（R＞R’）2≦R¢⇒Rt＝R，　R2≦R

が成立する。



一
246－（422） 第37巻　第3・4号

〔性質43〕

（1）（RVR’）2≦R，（R〈∬）2〈1ニOe⇒R〈∬＝0

（2）（R＞R’）2≦R，（R〈1）6〈1＝0〈＝⇒R〈∬＝0

（3）（R＞R’）2≦R，（R〈1）』0＃⇒R〈∬＝0

　（証明）

　（1）（a）（RVR’）2≦R，（R〈∬）2〈1＝0のとき

　rt」〈砺＝1とおく。このときTij＝1，片ノ。また（7‘∫〉γ，‘）〈（rji＞γの

＝1からrii＝1。したがって（R＞R’）2≦R’によってrji＝1。このとき

γ‘」〈rn＝1となり（R〈1）2〈∬＝0と矛盾する。

　（b）R〈1＝0のとき

　明らかに（R〈了）2〈1＝0。またR≦∬だから（RVR’）2≦R。

　（2）一（3）省略　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質44〕

（1）（R＞R’）2≦R，R〈1＝0〈＝⇒R・＝O

　（2）（RVR’）2≦R，　R2＝0ぐ⇒R＝0

　（3）（RVR’）2≦R，　R3＝0ぐ＝⇒R＝0

　（証明）（1）（a）（RVR’）2≦R，　R〈∬＝0のとき

　いまrij＝1とすれば（γij　V　rji）〈（r」i＞Tw）＝1だからrii＝1。しかし，こ

れはR〈1＝0と矛盾する。よってR＝0

　（b）R＝0のとき

　明らかに（R＞R’）2≦R，R〈1＝0

　（2）一（3）省略　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質45〕

　（（RVR’）〈1）2≦R’VIのとき

　（1）R2≦R＝⇒（△R）2＝0

　（2）（R〈1）3〈∬－0＝⇒（△R）2ニ0

　（3）R3〈1＝0＝⇒（△R）2＝0

　（証明）性質28による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）



　　　　　　　　　　Vacuously　Transitive関係の性質　　　　　（423）－247一

　上記の性質45（1）に関しては，次の性質46によって，n≧3のとき（（RVπ）

〈1）2≦R’VIかつR2≦RとなるRは，　R＝・Eすなわち全要素が1の行列と

なる。また（2），（3）を満足する行列Rは，以下で示す性質47によってn≧3の

ときは存在しない。もしRを1次または2次の行列とすれば，すでに示して

いる性質10（3）によって，r般に（△R）2＝0となる。またn≦2であれば，

性質10（1）によってR2〈1ニ0のときR2＝0となる。

　〔性質46〕

　n≧3のとき

　（（RVR’）〈1）2≦R／VI，　R2≦R仁⇒R－E

　（証明）

　（1）（（R＞R’）〈1）2≦R’VI，．R2≦Rのとき

　i・1・」キk・￥iとする。またS＝（R’VR）〈1とおけば，　S2≦R＞1，8‘，＝

（rji＞7、，）〈δめいまr、j＝0とする。このとき8、，＝1。

　（a）r」iC＝0のとき

　Sij＝1，8躍＝1だからriiC＝1。またSiCi＝1，8‘ゴ・：1によってrin・＝1。した

がってR2≦Rからγ‘，・＝1となるが，これは矛盾する。

　（b）7批・＝1のとき

　このとき8iCj＝1。

　（i）riCi＝0のとき

　このとき8iCi＝1で，また8‘∫＝・1だからrhj＝1。これから8蹄＝1となり，

rj、＝1となる。このときR2≦RからriCi＝1が得られるが，これは矛盾する。

　（ii）riCi＝1のとき

　このときSiiC＝1となり，また8，、」＝1であるので，　r、j＝1となる。しかし

これは矛盾する。

　こうしてRの非対角要素は1となり，推移性によって全要素が1となる。

（2）R＝・Eのとき

　明らかに（（R＞R’）〈1）2≦R’＞1，R2≦R。　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質47〕
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n≧3のとき

　（（RVπ）〈了）2≦R’V∬かつ（R〈∬）3〈∬；0となるRは存在しない。

　（証明）

　片ノキ々キゴとする。またS＝（R’＞R）〈1とおけば，S2≦R＞1，8ij＝

（γ」‘＞7・ij）〈δij。

　（1）rtj　＝・　Oのとき

　このとき8iゴ＝1。

　（a）rjiC＝0のとき

　このときSjiC＝1となり，　Sij＝1によってT‘κ＝1となる。またこれから

8κ‘＝1となり，Sij＝1によってγκ」＝1，またSjiC＝1によってrji・＝1となる

が，これは（R〈1）3〈∬＝0と矛盾する。

　（b）rjiC　・1のとき

　このときs、iCj＝1Q

　（i）riCi＝0のとき

　このとき8κi＝1，したがってSi、＝1からγ、ゴ＝1となり，　Sj。＝1が得られ，

Sij＝1によってriiC＝1。また8iCi　＝＝　1によってrji　＝＝　1となる。しかし，これ

は（R〈1）3〈∬＝0と矛盾する。

　（ii）riCt＝　1のとき

　このとき8、h＝1となり，8、」・＝1からT、」＝1。しかしこれは矛盾する。

　（2）rij＝1のとき

　このときSji＝1。

　（a）rj・iC＝0のとき

　このとき8ゴκ＝1。

　（i）riCi＝0のとき

　このとき8iCi＝1で，8ゴκ＝・1によってrj　i＝1となる。また，これから

8ij＝1となり，8j。・＝　1によってr、、、＝1となる。一方SiCi＝1，8‘，＝1によっ

てTκj　＝　1となるが，これは（R〈1）3〈∬＝0と矛盾する。

　（ii）Tκt＝1のとき
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　このとき8、。ニ1となり7，κ＝1となるが，これは矛盾する。

　（b）7，κ＝1のとき

　このときSin・＝1で8」iニ1によってriCi＝1。しかしこれは（R〈1）3

〈1＝0と矛盾する。

　こうしてn≧3のとき与えられた条件を満足するRは存在しない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

5．まとめ

　すでに述べたように，vacuously　transitive関係はプール行列で表現すれ

ば，基本的にはその2乗が零となる特殊なべき零行列である（3）。この

vacuously　transitive関係は明らかに推移的であるので，これまでに報告し

ている推移性に関する性質（7）を手がかりとして，多数の新しい性質を示す

ことができた。

　また，与えられたプール行列がvacuously　transitive関係を表現する行列

となるための条件を調べる過程で，そのような行列が特殊なものに限定され

て零行列となってしまう場合や，さらには限定が強すぎて存在しなくなって

しまう場合などについても考察をおこなった。このような零行列に関する

種々の条件や，空のクラスを与える条件についてさらに考察をおこなうこと，

またvacuously　transitive関係を一般化してその性質を調べることなどは興

味ある今後の課題である。
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