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反対称的推移関係

橋　本 寛

1．はじめに

　反対称的な推移関係について考察を行い，主として反対称的な推移関係

に関するいくつかの同値な表現を明らかにしている。一般に，2項関係は

0，1の要素をもつプール行列によって表現できるので（12），関係をプール

行列で表現し，そのプール行列の性質を調べることによって関係の性質を

明らかにしている。推移性や反対称性は2項関係における基本的な概念で

あり，また応用上も重要な概念である（1）（2）。

　反対称的推移関係の性質については，これまでにも連結性との関連にお

いて考察を行い，種々の性質を明らかにしてきた（4）一（1°）。今回はすでに知ら

れている反対称的推移関係の2，3の性質（1°）を若干精密化し，また連結性

の条件をはずした場合に成立する性質についても考察をおこなっている。

最後に，与えられた関係が反対称的推移関係となるための必要十分条件に

ついてまとめている。

2．演算の定義

　本論文で使用するプール行列に関する記法及び演算の定義は文献（11）

などに従うものとするが，念のため一部のものを示せば次のとおりである。

すなわち，n次プール行列R＝［rij］に対して
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　　R＝＝［fij］＝　［1－rij］

　　△R＝R〈R’

　　▽R＝R〈R／

　　RO＝1＝　［δi」］

と定める。R’は行列Rの転置を示す。

　与えられたRが，プール演算のもとでR2≦Rとなるとき，Rは推移的と

いわれ，また▽R≦1のとき反対称的，R＞Rノ＞1＝Eのとき連結的と呼ば

れる。なお，Eは全要素が1の行列である。

3．結果

　反対称的推移関係は，前述の定義によればR2≦Rかつ▽R≦1なるプー

ル行列Rで表現される。以下では与えられた行列RがR2≦Rかつ▽R≦1

となるための必要十分条件を中心に関連する性質を調べる。

　［性質1］（4）

　　R2≦R，　R〈1＝0⇒▽R＝0
　［性質2］（10）

　　R2≦R，▽R≦1＝＝i＞R×（R〈1）≦R〈1

　［性質3］

　　R×（R〈1）≦R〈1⇔R2≦R，▽R≦1

　　（証明）　　（1）R×（R〈1）≦R〈1のとき

　明らかに

　　　（R〈1）2≦R×（R〈1）≦R〈1

であるから

　　R2＝（（R〈1）〉（R〈1））2

　　　＝（（R〈1）2＞（R〈1）×（R〈1）〉（R〈1）×（R〈r）V（R〈1）2

　　　≦（R〈1）〉（R〈1）×1＞1×（R〈1）〉（R〈1）

　　　＝（R〈1）〉（R〈1）〉（R〈T）〉（R〈1）＝R

　いま（R〈1）2≦（R〈1）でまた（R〈1）〈1＝0だから性質1によって
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▽（R〈D＝0すなわち

　　　（R〈1）〈（R〈1）’＝0

となる。したがってR〈Rノ≦1すなわち▽R≦1。

　（2）R2≦R，▽R≦1のとき

　性質2によって　R×（R〈1）≦R〈1。
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（証明終）

　上の性質3に関連して，次の2つの命題は，一般には成立しない。

　　　R2×（R〈1）≦R〈1＝＝＞　R2≦R

　　　R2×（R〈1）≦R〈1⇒▽R≦1

たとえば，いま

R－
〔ll）

とおけばR2×（R〈1）＝R〈1となるが，　R2≦R，▽R≦1はともに成立しな

い。

　なお，性質25（2）に示すように，一般に

　　　（R〈1）2≦R〈1⇔R2≦R，▽R≦1

が成立する（6）。

　［性質4］（10）

　　　R2≦R，▽R≦1⇒　（R〈1）×R≦R〈1

　［性質5］

　　　（R〈1）×R≦R〈1⇔R2≦R，▽R≦1

　（証明）　　（1）　（R〈1）×R≦R〈1のとき

　　　（R〈1）2≦（R〈1）×R≦R〈1

であるから

　　　R2＝（（R〈1）〉（R〈1））2

　　　　　＝（R〈1）2＞（R〈1）×（R〈1）V（R〈1）×（R〈1）〉（R〈1）2

　　　　　≦（R〈1）〉（R〈1）〉（R〈1）〉（R〈1）＝R

　（2）　R2≦R，▽R≦1のとき
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　性質4によって　（R〈1）×R≦R〈1。

　　［性質6］（10）

　　　R2≦R，▽R≦1⇒すべてのe（2＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　　　R2×（R〈1）≦R〈1

　　［性質7］

　すべてのe（2＝1，2，…）に対してR2×（R〈1）≦R〈1

　⇔R2≦R，▽R≦1

　　（証明）　（1）

〈1のとき

R，▽R≦1。

　　（2）　R2≦R，▽R≦1のとき

　性質6によって，すべての2（e＝1，2，…）に対して

　　　R2×（R〈1）≦R〈1

　なお，上の性質7に関して，次の命題は一般には成立しない。

　　あるe（2＝1，2，…）に対してRE×（R〈1）≦R〈1

　　　　⇒R2≦R，▽R≦1

質3のところで示している。

　［性質8］（10）

　　R2≦R，▽R≦1⇒すべてのe（2＝1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　（R〈1）×R2≦R〈1

　［性質9］

　すべてのe（e＝1，2，…）に対して（R〈1）×R2≦R〈1

　　　⇔R2≦R，▽R≦1

　（証明）　（1）

〈1のとき

　2＝1とおけば（R〈1）×R≦R〈1。

（証明終）

すべての2（e＝1，2，…）に対してR2×（R〈1）≦R

尼＝1とおけばR×（R〈1）≦R〈1。したがって性質3によってR2≦

（証明終）

これが，例えば2＝2の場合に，一般には成立しないことは，すでに性

すべての2（e＝1，2，…）に対して（R〈1）×Re≦R

したがって性質5によってR2≦
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R，▽R≦1。

　（2）　R2≦R，▽R≦1のとき

　性質8によって，すべてのe（2＝1，2，…）に対して

　　（R〈1）×Re≦R〈1

　［性質10］（1°）
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（証明終）

　　R2≦R，▽R≦1⇒すべての2，　m（e，　m＝O，1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　Re×（R〈1）×Rm≦R〈1

　［性質11］

　すべての2，m（2，　m＝0，1，2，…）に対して

　　R2×（R〈1）×Rm≦R〈1

　　　⇔R2≦R，▽R≦1

　（証明）　　（1）　すべての2，m（2，　m＝0，1，2，…）に対して

　　　R2×（R〈1）×Rm≦R〈1

のとき

　　2＝1，m＝0とおけば

　　　　R×（R〈1）≦R〈1

したがって性質3によってR2≦R，▽R≦1。

　（2）　R2≦R，▽R≦1のとき

　性質10によって，すべての2，m（2，　m＝O，1，2，…）に対して

　　　　Re×（R〈1）×Rm≦R〈1　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質12］（10）

　　R2≦R，▽R≦1＝＝〉すべての2，　m（2，　m＝0，1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　　Re×（R〈1）×Rm≦Rノ

　この性質12に関連して，

　　　R×（R〈1）≦Rf⇒R2≦R，▽R≦1

とはいえない。また

　　　R＞R’VI＝E，　R×（R〈1）≦R’⇒R2≦R
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ともいえない。いま

　　　R－〔1計

とおけば，明らかにR＞R’V　1＝E，R×（R〈1）≦RノであるけれどもR2≦

Rとはならない。

　しかし，次の2つの命題は，それぞれ性質14，性質13に示すように成立

する。

　　RVRノ＝E，　R×（R〈1）≦R’＝＝＝＞R2≦R

　　R＞R’＝E，R×（R〈1）≦R’＞1⇒R2≦R

　［性質13］（10）

　　　R＞Rノ＝E，R×（R〈1）≦Rノ＞1⇒R2＝R，▽R＝1

　［’i生質14］（10）

　　　R＞R’＝E，R×（R〈1）≦Rノ⇒R2＝R，▽R＝1

　（証明）　性質13による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　いま性質14の例として

　　　R一囲

とおけば

　　　Ri－［l　lj・R・一〔劉・R〈・一〔：1〕

　　　R×（R〈D－〔ll）×〔劉一〔llj－R・

　　　R2一閤一R・▽R一囲一1

この例においてR×（R〈1）＝Rノ＝R〈1となっているが，これは性質20

で示すように，R＞R’＝EかつR×（R〈D≦R’のとき一般に成立する。

　［性質15］（10）
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　　　R＞R1＝E，（R〈1）×R≦Rノ＞1⇒R2＝R，▽R＝1

　［性質16］（10）

　　　RVR！＝E，（R〈1）×R≦R〆＝＝＞R2＝R，▽R＝1

　（証明）　性質15による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質17］（10）

　　　RVR’＝E，（R〈1）2≦Rt＞1＝⇒R2＝R

　上の性質17の条件のもとでは▽R≦1とはいえない。すなわち，一般には

　　　RVR’＝E，　（R〈1）2≦R’＞1⇒▽R≦1

は成立しない。いま，

R－

とおけば，R＞R’＝E，（R〈1）2≦R’＞1であるけれども▽R≦1とはなら

ない。

　なお，一般には

　　　（R〈1）3〈1＝0⇔　（R〈1）2≦R’＞1

であるので（9），性質17は次の性質（7）と同値である。

　　　R＞R’＝E，（R〈1）3〈1＝0＝＝＞R2＝R

　［性質18］（8）

　　R＞R’＞1＝E，あるe（2＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2＋32≦R＞

R〆＞1

　　　⇒R2≦R＞1

　なお，上記の性質18と同じ条件のもとで（R）2≦Rとなることが知られて

いる。すなわち，

　　　R＞Rノ＞1＝E，ある2（2＝O，1，2，…）に対して（R〈1）2＋3e≦R＞

Rノ＞1
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　　　⇒（R）2≦R

が成立する（11）。この（R）2≦RとなるRはnegatively　transitiveであると

いわれる。

　［性質19］

　　　R＞R’＞1＝E，（R〈1）2≦R’＞1＝＝＞R2≦R＞1

　（証明）　性質18による。

　この性質19は，すでに述べたように一般に

　　　（R〈1）2≦Rノ＞1⇔　（R〈1）3〈1＝0

が成立するので（9），次の命題（7）と同値である。

　　　RVR’＞1＝E，（R〈1）3〈1＝0⇒R2≦R＞1

　［性質20］

（証明終）

　　　R＞R’＝E，R×（R〈1）≦R’⇔R×（R〈1）＝R’＝R〈1

　（証明）　（1）　R＞R’＝E，R×（R〈1）≦Rノのとき

　（a）　R×（R〈1）＝R〆となること

　これはRノ≦R×（R〈1）を示せば十分である。いまrjt＝　Oとすれば，　R＞

Rノ＝Eによってj≠iかつrij＝1となる。したがってrii＝1およびrij＝1

によってrii〈rij〈δi」＝1。ゆえにRノ≦R×（R〈1）となる。

　（b）　R〈1＝Rノとなること

　（i）ri」〈（Sij＝1のとき

　rit＝1だからR×（R〈1）≦R’によってrji＝0。したがって　R〈1≦

R’。

　（ii）rj　t・＝＝0のとき

　R＞R’＝Eによってrij＝1。また1≦Rだからrji＝0によってi≠jとな

る。したがってrij〈（Sij＝1となり，　R≦R〈1となる。

　（2）　R×（R〈1）＝R’　：R〈rのとき

　　Rf＝R〈1によってRノ＞Rt＝（R〈1）VR’＝RVRt。ところでR！V

R’＝EであるからR＞Rノ＝E。また明らかにR×（R〈1）＝Rfによって

R×（R〈1）≦Rt。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　［性質21］

　　R＞R〆＝E，（R〈1）×R≦Rノ⇔　（R〈1）×R＝R’＝R〈1

　（証明）　　（1）　RV　R’＝E，（R〈1）×R≦Rノのとき

　（a）　（R〈1）×R＝R’となること

　これはR’≦（R〈1）×Rを示せば十分である。いまr」i＝0とすれば，R

＞R’＝Eによってj≠iかつrij＝1となる。したがってrij＝1およびrjj＝

1によってri」〈（STij〈rjj＝1。ゆえにR’≦（R〈1）×Rとなる。

　（b）　R〈1＝R’となること

　（i）　rij〈6ij＝1のとき

　rjj＝1だから（R〈1）×R≦R’によってrji＝0。したがってR〈1≦Rノ。

　（ii）　rjt＝0のとき

　　R＞R’＝Eによってrij＝1。また1≦Rだからr」i＝0によってi≠jと

なる。したがってrij〈δij＝1となり，　Rノ≦R〈1となる。

　（2）　（R〈1）×R＝R’＝R〈1のとき

　　Rノ＝R〈1によってR！＞Rt＝（R〈1）＞Rノ＝＝R＞R’。ところでRt＞

R』EであるからR＞Rt＝E。また明らかに（R〈1）×R＝R’によって（R

〈1）×R≦Rノ。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　［性質22］

　　R2≦R，▽R≦1⇔すべてのe，　m（2，　m＝0，1，2，…）に対して

　　　　　　　　　　　Re×（R〈1）×Rm≦△R

　（証明）　（1）　R2≦R，▽R≦1のとき

　性質10によって

　　　　　R2×（R〈1）×Rm≦R〈1

性質12によって

　　　　　Re×（R〈1）×Rm≦R’

ゆえに

　　RE×（R〈1）×Rm≦R〈1〈Rノ＝△R
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　　（2）　すべてのe，m（e，　m＝0，1，2，…）に対して

　　　　　　Re×（R〈1）×Rm≦△R

のとき

　　2＝1，m＝0とおけば

　　　　　　R×（R〈1）≦△R≦R〈1

となるので，性質3によってR2≦R，▽R≦1。　　　　　　　（証明終）

　　［性質23］

　　R×（R〈1）≦△R⇔R2≦R，▽R≦1

　　（証明）　　（1）R×（R〈1）≦△Rのとき

　　　R×（R〈1）≦△R≦R〈1

したがって，性質3によってR2≦R，▽R≦1。

　　（2）　R2≦R，▽R≦1のとき

　性質22によってR×（R〈1）≦△R。　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質24］

　　（R〈1）×R≦△R⇔R2≦R，▽R≦1

　　（証明）　　（1）（R〈1）×R≦△Rのとき

　　　（R〈1）×R≦△R≦R〈1

したがって，性質5によってR2≦R，▽R≦1。

　　（2）　R2≦R，▽R≦1のとき

　性質22によって（R〈1）×R≦△R。　　　　　　　　　　　（証明終）

　性質23および性質24に関連する性質として次の性質が知られている。

　　［性質25］（6）（9）

　　（1）　　（R〈1）2≦△R⇔R2≦R，▽R≦1

　　（2）　　（R〈1）2≦R〈1⇔R2≦R，▽R≦1

　　［性質26］

　　R2≦△R⇔R2≦R，▽R＝0

　　（証明）　　（1）　R2≦△Rのとき

　　　　　　R2≦△R≦R
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　いまrii＝1とすればri（1）＝1となり，R2≦△Rと矛盾するので，　rii＝0す

なわちR〈1＝0となる。一方，R2≦Rであるから，性質1によって▽R＝

0となる。

　（2）　R2≦R，▽R＝0のとき

　R2≦Rのとき（△R）2≦△Rとなり（4），また▽R＝0のとき△R＝Rとなる

から（4），

　　　R2＝（△R）2≦△R　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　一般に，R2≦RのときR〈1＝0⇔▽R＝　Oであるから（4），上の性質

26は次の命題（9）と同値である。

　　　R2≦△R⇔R2≦R，　R〈1＝0

さらに，推移性のもとで成立する△Rの基本的な性質として，次の2つの

性質がある。

　［性質27］（3）

　　　R2≦R＝≒＞R×△R≦△R

　（証明）　いまrik〈rkj〈fjk＝1とおけば，　rik〈rkj＝1によってrij＝1。

もしrji＝1とすればrik＝1だからr」k＝1となるが，これはfjk＝1と矛盾

する。よってrji＝0となり，　rij〈fji＝1となる。　　　　　　（証明終）

　［性質28］（3）

　　　R2≦R⇒△R×R≦△R
（証明）　いまrik〈fki〈rkj＝1とおけば，　rik〈rkj＝1によってrij＝1。

もしrj　i＝1とすればrkj＝1だからrki＝1となるが，これはfki＝1と矛盾

する。よってrji＝0となり，　rij〈fji＝1となる。

　［性質29］

　▽R≦1，D≦1のとき

　　（R＞D）2≦R＞D⇔R2≦R

　（証明）　　（1）　　（R＞D）2≦R＞Dのとき

　rik＝rkj＝1とおきri」＝1となることを示す。

　（a）　i＝kのとき

（証明終）
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　　　　　　rij＝rkj＝1

　　（b）　k＝jのとき

　　　　　　rij＝rik＝1

　　（c）　i≠k，k≠jのとき

　▽R≦1によってi≠jとなる。また（R＞D）2≦R＞Dによってri」Vdij＝

1となり，i≠jだからrij＝1となる。

　　（2）　R2≦Rのとき

　　（R＞D）2＝（R＞D）×（R＞D）

　　　　　　＝R2＞R×D＞D×R＞D2

　　　　　　≦R＞R×1＞1×R＞D

　　　　　　＝RVD　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質30］

　　▽R≦1のとき

　　　　　（RVI）2≦R＞1⇔R2≦R

　　（証明）　性質29による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質31］（5）

　　（1）　▽R≦1，D≦1のとき

　　　　　　　（R〈D）2≦R〈D⇔R2≦R

　　（2）　▽R≦1のとき

　　　　　　　（R〈1）2≦R〈1⇔R2≦R

　　［性質32］

　　D≦1のとき

　　　R2≦R，▽R≦1⇒　（R〈D）2≦R〈D

　　（証明）　性質31（1）による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質33］

　　D≦1，（R〈D）2≦R〈D⇒R2≦R
　　（証明）　rik＝rkj＝1とおき，　rij＝1となることを示す。

　　（1）　i＝kのとき
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　　　　　rij＝rkj＝1

　（2）　k＝jのとき

　　　　　rij＝rik＝1

　（3）　i≠k，k≠jのとき

　　　　　rik〈dik＝：rkj〈dkj＝1

したがってri」〈dij＝1となり，　rij＝1となる。

　［性質34］

　　　（R〈1）2≦R⇔R2≦R

　（証明）　　（1）　（R〈1）2≦Rのとき

rik　＝rkj＝1とおき，　rij＝1となることを示す。

　（a）　i＝kのとき

　　　　　rij＝rkj＝　1

　（b）　k＝jのとき

　　　　　rij＝rik＝1

　（c）　i≠k，k≠jのとき

　（R〈1）2≦Rによってrij＝1。

　（2）　R2≦Rのとき

　　　　　（R〈1）2≦R2≦R

　［性質35］（6）

　　▽R≦1⇔R〈1＝△R
　［性質36］

　　▽R≦1のとき

　　（△R）2≦R⇔R2≦R

　（証明）　性質34および性質35による。

　［性質37］

　▽R≦1のとき

　　（R〈1）2≦R＞1⇔R2≦R

　（証明）　　（1）　（R〈1）2≦R＞1のとき

（485）　－181一

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　rik＝rkj＝1とおきrij＝1となることを示す。

　　（a）　i＝kのとき

　　　　　　rij＝rkj＝1

　　（b）　k＝jのとき

　　　　　　rij＝rik＝1

　　（c）　i≠k，k≠jのとき

　▽R≦1によってi≠jとなり，また（R〈1）2≦RVIからrij＞δij＝1と

なるのでrij＝1となる。

　　（2）　R2≦Rのとき

　　　　　　　（R〈D2≦R2≦R≦R＞1　　　　　　　　　　（証明終）

　　［性質38］

　▽R≦1のとき

　　　（△R）2≦R＞1⇔R2≦R

　　（証明）　性質35および性質37による。　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，性質37，性質38に関連して次の性質も知られている。

　　［性質39］（8）

　　▽R≦1のとき

　　　　R2≦RVI⇔　R2≦R
　　［’1生質40］

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

R2≦R，▽R≦1

（R〈1）2≦R，▽R≦1

（△R）2≦R，▽R≦1

（R＞1）2≦R＞1，▽R≦1

（R〈1）2≦R＞1，▽R≦1

（△R）2≦RVI，▽R≦I

R×（R〈1）≦R〈1

（R〈1）×R≦R〈1
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（9）

（10）

（11）

すべての2（e＝1，2，…）に対してRe×（R〈1）≦R〈1

すべてのe（e＝1，2，…）に対して（R〈1）×Re≦R△1

すべての2，m（2，　m＝0，1，2，…）に対してRe×（R〈1）×

　　　Rm≦R〈1

　（12）　すべての2，m（2，　m＝0，1，2，…）に対してR2×（R〈1）×

　　　Rm≦△R

　（13）　　R×（R〈1）≦△R

　（14）　　（R〈1）×R≦△R

　（証明）　性質3，性質5，性質7，性質9，性質11，性質22，性質23，

性質24，性質30，性質34，性質36，性質37，性質38による。　　（証明終）

　さらに，R2≦R，▽R≦1と同値な条件に関して，すでに述べた性質25およ

び性質39のほかに以下の性質も知られている。

　［性質41］（6）

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

R2≦R，▽R≦I

R2≦R，　R2≦R’vI

R2≦R，すべてのk（k＝1，2，…）に対してRk≦R’＞I

R2≦R，あるk（k＝1，2，…）に対してRk≦Rノ＞I

R2≦R，　（R〈1）n＝O

R2≦△R＞（R〈1）

　なお，▽R≦1と同値な条件として，すでに述べた性質35のほかに次の性

質も知られている。したがって性質40および性質41における▽R≦1をこれ

らの同値条件で置き換えることができる。

　［性質42］（5）（6）（8）（9）

　次の条件は同値である。

　（1）　▽R≦1

　（2）　R≦Rノ＞1
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（3）　R＞1≦R’＞1

第41巻　　第5・6号

（4）　R＝△R＞（R〈1）

（5）　　（R〈1）2〈1＝0

（6）　　▽（R〈1）＝0

（7）

（8）

R〈1≦R／

R〈1≦R〆＞1

4．むすび

　反対称的推移関係に関する種々の同値条件および関連する性質を明らか

にすることができた。これらの条件や性質はだいたいにおいて自明である

けれども，いくつかのものはこれまで一般には知られていない性質のよう

に思われる。また，反対称的推移関係がさらに反射的であれば半順序とな

るが，ここでの結果は半順序などの議論においても有用であろうと考えら

れる。

　今回は推移関係のもつ性質で反対称性と直接関連する性質を中心に調べ

たが，反対称性と直接には関連しない推移関係の性質にもいくつかの興味

深い性質がある。これらの性質については次の機会に報告したい。
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