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反射的で反対称的な連結的推移関係

橋　本 寛

1．　はじめに

　特殊な二項関係である反射的でかつ反対称的な連結的推移関係について考

察をおこない，その初等的性質を明らかにしている。この反射的で反対称的

な連結的推移関係は順序や選好関係の議論において重要な関係であり，従来

から種々の興味ある性質が知られている（1）　（3）　〈7）。本論文では二項関係をプー

ル行列によって表現し，その関係行列の性質を調べることによって，関係の

性質を明らかにしている。

　まず，連結性のもとでの推移性について調べている。すなわち，一般の連

結性のもとで，与えられた関係行列が推移的となるためのいくつかの条件を

示し，次に反射的な連結性のもとで推移的となる条件を調べている。また反

射的な連結性のもとで推移性と同値になる条件も示している。さらに，反対

称性の条件について考察をおこない，与えられた関係行列が反対称的となる

条件，とくに反射性のもとで反対称的となる条件を示している。次に反対称

的推移関係について調べ，この関係のもつ若干の性質を明らかにしている。

最後に連結性のもとでの反対称的推移関係について考察をおこない，一般の

連結性のもとで反対称的推移性と同値になる条件，そして反射的連結性のも

とで反対称的推移性と同値になる条件などについて考察をおこなっている。

2．定　義

関係を0，1の要素からなる正方のプール行列で表わす（1°〉。いまn次
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プール行列R＝〔吻〕，S＝〔s〃〕に対して，　RVSニ〔笏〉∫〃〕＝〔max（7〃，　s〃）〕，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L　　＿R〈S＝〔吻く・ガ〕一〔min（・ヴ，・ガ）〕，　R’＝〔η・〕，　R－〔η、〕一〔1一ηソ〕，▽R－

R〈R’と定める。また行列積を

　　R×S＝〔（ri1〈∫1ゴ）〉（ri2〈S2ゴ）〉…〉（rin〈Sηゴ）〕

と定義し，

　　ROニ1＝〔δ〃〕，　Rk＋1＝〔璋＋1）〕＝Rle×R（kニ0，1，2，…）

と定める。ここに傷はクロネッカーのデルタである。

　特殊な行列として全要素が1の行列をEで表わす。このとき連結的な関係

はR＞R’＞1＝Eなる1～で表わされ，反射的な連結的関係は1≦RかつR＞

R’＞1＝　EなるR，すなわちR＞Rノ＝EなるRで表わされる。R’＝Rのと

きRは対称であるといわれ，▽R≦1であればRは反対称的であるといわ

れる。またR2≦RであればRは推移関係を表現する行列となる。

3．結　果

　連結性とくに反射的な連結性のもとで，推移関係およびその特別な場合で

ある反対称的推移関係の性質を調べている。すなわち，主として反射的でか

つ反対称的である連結的推移関係について考察をおこなっている。与えられ

た関係が反射的で，反対称的で，連結的で，かつ推移的であれば，その関係

は一般に全順序（total　order）または線形順序（linear　order）とよばれる（1°）。

3．1連結性のもとでの推移性

　一般の連結性および反射的な連結性のもとで与えられた関係行列が推移的

となる条件を示す。また反射的連結性のもとで推移性と同値になる条件を示

す。

　〔性質1〕（9）

　R＞R’＞1＝Eのとき，

ある9（1＝1，2，…）に対して（R〈1）6e－i≦R’＞1＝＝⇒R2≦R



　　　　　　　　　　反射的で反対称的な連結的推移関係　　　　　　（623）－3－

　〔性質2〕（6）

　RVR’VI＝E，ある4（1＝1，2，…）　に対してR6e－1≦Rt＞1

　＝＝⇒R2≦R　　　　　　　　　　　　　　　　　」

　（証明）　性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質3〕

　R＞R’＞1＝E，ある2（4＝1，2，…）に対してR6e－1＞1≦Rf＞1＝⇒

R2≦R

　（証明）R6e　1≦R6e”1＞1≦R’＞1であるから性質2によってR2≦R。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質4｝（9＞

　R＞R’VI＝E，ある！（1＝1，2，…）に対して（R〈ア）3e－1≦R＞R’＞1

　＝＝⇒R2≦RV1

　〔性質5〕

　（1）RVRt＝E，ある4（4＝1，2，…）に対して（R〈ア）3e－1≦R＞Rt

＞1＝＝＞R2＝R

　（2）R＞R’＝E，（R〈1）2≦RVRノ＞1＝⇒R2＝R

　（証明）（1）性質4によってR2≦R＞1。また1≦RであるからR2≦Rと

なり1～2＝Rとなる。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質6〕

　R＞Rt＝E，（R〈1）2≦R’＞1＝＝⇒R2＝R

　（証明）　性質5による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質7〕

　（1）R＞R’＝E，R×（R〈1）≦R／VI－⇒R2＝R

　（2）R＞RtニE，（R〈1）×R≦Rt＞1＝＝⇒R2＝R

　（証明）　性質6による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質8〕

　R＞1～’＝E，（R〈1）2≦1～ノ＝⇒1～2＝1～
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　（証明）　性質6による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質9〕

　（1）R＞Rt＝E，　R×（R〈1）≦Rt＝＝・＞R2・＝R

　（2）R＞Rt＝E，（R〈1）×R≦R’＝＝⇒R2＝R

　（証明）　性質8による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質10〕

　R＞R’＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）すべてのk（k＝1，2，…）に対してRk＝R

　（3）あるk（k＝2，3，…）に対してRle≦R

　（4）すべての々（k＝1，2，・∴）に対してRle＝RVR’V1

　（5）ある々（kニ2，3，…）に対してRle≦R＞R’＞1

　（証明）（1）＝⇒（2）1≦RであるからR2≦RによってR2＝R。した

がって

　　　R＝R2＝……＝Rk

　（2）　＝＝⇒　（3）明らかである。

　（2）　＝⇒　（4）R＞R’＝EのときR＞Rt＝R＞R’〈（R＞R’）＝Rだから

R＞R’＞1＝R＞1＝Rとなる。よって

　　　Rle＝R＝R＞R’VI

　（3）　＝⇒　　（5）明らかである。

　（4）　＝＝〉　（5）明らかである。

　（5）　＝＝⇒　（1）R＞R’＝EのときR＞R’＞1ニRだからRle≦R。また1

≦Rであるから

　　　1～≦1～2≦……≦1～々

となり，Rle≦Rおよび々≧2によってR＝R2＝……＝Rkとなる。ゆえに

R2≦R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質11〕　　　　　　　　’

　次の条件は同値である。
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（1）1～＞1～1＝E，1～2≦1～

　（2）　R＝R2＝R＞R’VI

　（3）すべての々（々＝1，2，…）に対してRk＝R＞R1＞1

　（証明）（1）　＝⇒　（2）R＞R’＝Eから1≦RだからR≦R2。一方R2

≦RであるからR＝1～2。次に，明らかにR≦R＞Rノ＞1であるのでR≧RV

R’V1＝RVRtを示す。いま笏V晦＝1とすれば，笏＝0のときrij＝1と

なる。よってR≧R＞R’　・RVRt＞1。こうしてRr・R＞R’＞1。

（2）＝⇒（3）R＝R2＝……＝Rle＝R＞R’VI

　（3）　＝⇒　（1）R＝R2ニRVR’＞1だからR2≦R。またR＝R＞Rt＞1

によってR＞R’＝：R＞1～’＞1＞R’＝E。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意1〕

　ある々（k＝2，3，…）に対してRk＝・R＞R’＞1であってもR＞R’＝Eと

なるとは限らない。たとえば，

R－
［ll〕，k－2

とおけば，

　　R2－［ll〕，戸一［81］，

　　R＞戸〉・一［ll］－R2

であるけれども，R＞R’＝Eとはならない。

　3．2　反対称性の条件

　与えられた関係行列が反対称的となるための条件を示す。

　〔性質12〕（9）

　　　R〈1≦Rノ〈＝⇒▽R≦1

　〔性質13〕（4）

　ある9（4＝1，2，…）に対してR2e　－1≦R’＞1＝⇒▽R≦1
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　〔注意2〕

　一・般には，

▽R≦1＝⇒すべての4（9＝1

とはいえない。たとえば，

R＝

0　1　0　0

0　0　1　0

0　0　0　1

1　0　0’0
，

4＝2

2，…）に対してR29－1≦R’VI

とおけば，▽R≦1であるが，

であって，R2e『1≦Rノ＞1とはならない。

　〔性質14〕

　　1～5＞1＝R’＞1＝⇒▽R≦1

　（証明）R5≦RS＞1＝＝Rt＞1だから性質13によって▽R≦1。

　〔性質15〕

（証明終）

　1≦R，ある4，m（1，　m＝0，1，2，…）に対してR9×（R〈ア）×

Rm≦Rノ＞1＝＝⇒▽R＝1

　（証明）　笏二1（∫≒のとおく。吻＝物＝1だから乃；の＝乃鯉＝1となり，

rii（のく7〃〈坊吻＝1となる。したがって琢〉δ〃＝1となり勉二〇となる。

よって▽R≦1となり，1≦Rだから▽R＝1となる。　　　　　　（証明終）

　〔性質16〕

　1≦R，ある4（1＝0，1，2，…）に対してRe×（R〈1）≦Rt＞1＝＝⇒

▽R＝1

　（証明）　性質15による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質17〕
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　1≦R，ある9（1＝0，1，2，…）に対して（R〈1）×Re≦Rt＞1＝⇒

▽R＝1

　（証明）　性質15による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質18〕（4）

　1≦R，ある4（9＝1，2，…）に対してRe≦R’＞1＝⇒▽R＝1

　（証明）ReVl×（R〈ア）≦Re－1×R＝Reだから性質16によって▽R＝1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質19〕

　1≦R，R2≦R’＞1＝⇒▽R＝1

　（証明）　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質20〕

　1≦R，R×（R〈1）≦Rt＞1＝＝⇒▽R＝1

　（証明）　性質16による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質21〕

1≦R，（R〈ア）XR≦戸▽1＿⇒▽R＿1

　（証明）　性質17による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意3〕

　一般には，

　　1≦1～，（R〈1）2≦Rノ＞1＝＝⇒▽R＝1

とはならない。いま

　　　　R－［ll〕

とおけば，（R〈1）2＝1であるけれども▽R＝1ではない。しかし，以下の

性質25で示すように，一般に

　　1≦R，（R〈1）2≦R’＝⇒▽R；1

は成立する。

〔性質22〕

　ある2（4＝1，2，…）に対して（R〈ア）2e－1≦R’＝⇒▽R≦1
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　（証明）　S＝R〈1とおき，吻＝吻＝1てi≒ブ）とする。このときs〃＝sガ

＝1だからs9＝1となり∫34－1）＝s〃（2（e－1）＋1）＝1となる。したがって兀＝1

となるが，これはηF1と矛盾する。よって▽R≦1となる。　　（証明終）

　〔注意4〕

　すでに性質13で示したように，一般に

　　ある9（1＝1，2，…）に対してR2e－1≦Rt＞1＝⇒▽R≦1

が成立する。

　〔性質23〕

　1≦R，ある！（4＝1，2，…）に対して（R〈1）29≦Rノ＝⇒▽Rニ1

　（証明）　S＝R〈1とおき，吻＝η、＝1Cゴ≒ブ）とする。このとき∫〃＝sガ

＝1だからs9＝1となり，　s超L　1となる。したがって兀＝1となるが，

これはrii＝1と矛盾する。よって▽R≦1となり，また1≦Rだから▽R＝1

となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質24〕

　1≦R，あるlf（9＝1，2，…）に対して（R〈］i’）　e≦Rt

　　＝＝⇒▽R＝1

　（証明）　性質22および性質23による。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質25〕

　1≦R，（R〈1）2≦Rt＝＝⇒▽R　・1

（証明）　性質24による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質26〕

　ある9，m（？，　m＝0，1，2，…）に対して（R〈7）2e×R×（R〈ア）2m

≦1～〆＞1＝＝＝〉▽R≦1

　（証明）　S＝R〈1とおき，笏二吻＝1（iキブ）とする。このとき∫〃＝sガ

・＝1で∫∫12）＝諺）＝1だからs91）r瑠吻＝1となりs紹）〈笏〈s曾L1となる。

したがって晦〉δ〃＝1となり，吻二〇となるが，これは㌦＝1と矛盾する。

よって▽R≦1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質27〕
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　ある4（4＝1，2，…）に対してR×（R〈1）2e≦Rt＞1＝⇒▽R≦1

（証明）性質26による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質28〕

ある！（9＝1，2，…）に対して（R〈ア）2e×R≦R’＞1＝＝⇒▽R≦1

（証明）性質26による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　3．3反対称的推移関係の性質

　反対称的な推移関係のもつ性質について述べるが，ここでは連結性や反射

性は仮定しない。

　〔性質29〕（4）

R2≦R，▽R≦1＝⇒すべてのk（々＝1，2，…）に対してRk≦R’V1

　〔性質30〕

　R2≦R，▽R≦1＝＝⇒R2≦Rt＞1

　（証明）　性質29による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質31〕

　（1）R2≦R，▽R≦1＝⇒R×（R〈1）≦R’＞1

　（2）R2≦R，▽R≦1＝＝⇒（R〈1）×R≦R’＞1

　（証明）　性質30による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質32〕（9）

　R2≦R，▽R≦1＝＝⇒すべての々（k＝1，2，…）に対して（R〈1）le≦Rノ

　〔性質33〕

　（1）R2≦R，▽R≦1＝＝⇒Rx（R〈1）≦R〈1

　（2）R2≦R，▽R≦1＝⇒すべての4（4＝1，2，…）に対してRe×

（R〈1）≦R〈1

　（証明）（1）rile〈砺＝1（k≒」）とおく。R2≦Rによって吻＝1となり，

また▽R≦1によってrjle　＝0となる。　rile＝1およびη々＝0によってi≒ブ。

したがって笏くδガ＝1。

　（2）（1）によって
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　　R×（R〈1）≦R〈1

　　1～2×（R〈1）＝1～×Rx（1～〈1）≦1～×（R〈1）≦R〈1

　　R3×（R〈1）＝R×1～2X（1～〈1）≦R×（1～〈1）≦R〈1

以下同様にして

　　Re×（R〈ア）≦R〈ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質34〕

　（1）R2≦R，▽R≦1＝＝⇒（R〈1）×R≦R〈1

　（2）R2≦R，▽R≦1＝⇒すべての4（1＝1，2，…）に対して（R〈1）

×Re≦R〈1

　（証明）　（1）rile＝砺＝1（i≒々）とおく。R2≦Rによって吻＝1となり，

また▽R≦1によってrlei＝Oとなる。砺＝1およびrlei＝0によってi≒ブ。

したがって笏くδ〃＝1。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質35〕

　R2≦R，▽R≦1＝⇒すべての4，　m（9，　m＝0，1，2，…）に対し

てRe×（R〈1）×Rm≦R〈1

　（証明）　性質33および性質34によって

　　Re×（R〈1）×Rm≦（R〈1）×Rm≦R〈1　　　　　　　　（証明終）

　〔性質36〕

　R2≦R，▽R≦1⇒すべての4，　m（2，　m＝0，1，2，…）に対し

てRe×（R〈1）×Rm≦R’

　（証明）（1）4＝m・・Oのとき

　性質12によって　R〈1≦R’。

　（2）9≧1またはm≧1のとき

　性質35および性質12によって

　　Re　x（R〈1）×Rm≦R〈1≦R’　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質37〕

　（1）R2≦R，▽R≦1＝⇒すべての4（1＝0，1，2，…）に対して
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　Rex（R〈1）≦R’

　（2）R2≦R，▽R≦1＝＝＞R×（R〈1）≦1～’

　（証明）　性質36による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質38〕

　（1）R2≦R，▽R≦1＝＝〉すべての9（！＝0，1，2，…）に対して（R

〈1）×Re≦R’

　（2）R2≦R，▽R≦1＝⇒（R〈1）×R≦R’

　（証明）　性質36による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質39〕

　　R2≦1～，▽1～≦1－⇒（R〈1）2≦1～’

　（証明）　性質32による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　3．4連結性のもとでの反対称的推移関係

　まず一般の連結性のもとで，反対称的推移性と同値になる条件、および関

連する性質について述べる。次に反射的でかつ反対称的な連結的推移関係の

性質，とくに反射的な連結性のもとで反対称的推移性と同値になる条件を示

す。

　〔性質40〕

　RVR’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）すべての4（4＝1，2，一？に対してR6v－1＞1ニR’＞1

　（2）RsVI＝R’V1

　（3）ある！〈！＝1，2，…）に対しR6e－1＞1＝R’＞1

　（4）　1～2ニR，　▽R≦1

　（証明）（1）＝⇒（2）明らかである。

　（2）＝⇒（3）明らかである。

　（3）＝⇒（4）性質3によってR2≦Rとなり，また性質131g’よって▽R≦1

となる。次にR≦R2を示す。いま笏＝1のとき場2）＝0とすればrii＝笏＝

0。したがってibFjとなる。
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　（a）吻＝0のとき：R6e－1＞1ニ】評’＞1から場64－1）＝1となり，　R2≦R

だから

　　場6〃－1）≦・珍6圃≦…≦場3）≦壕2）≦・“

となる。したがって場2）＝1となり場2）＝0と矛盾する。

　（b）吻＝1のとき：7毒2）＝1となり，R2≦Rからrii　＝1となる。しかし，

これはrii　＝＝　Oと矛盾する。

　ゆえに吻＝1のとき場2＞ニ1，すなわちR≦R2となる。

　（4）＝＝⇒（1）R6t－1＝RとなるからRVI＝R’＞1すなわち笏Vδ〃＝rji＞

δ〃を示す。i＝ブのときは明らかであるからゴキブとする。吻＝1のときは

▽R≦1から伽＝0となりrji＝1となる。また笏＝0のときはR＞R’＞1

＝Eによって触二1となる。ゆえにアガ＝0。　　　　　　　　（証明終）

　〔性質41〕

　R＞R’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）すべての9（9＝1，2，…）に対しR6e－1＝R’＞1

　（2）RS＝R’＞1

　（3）ある4（4＝1，2，…）に対してR6e－1＝R’＞1

　（4）　R2ニR，　▽R＝＝1

　（証明）（1）＝⇒（2）明らかである。

　（2）⇒（3）明らかである。

　（3）⇒（4）R6e－1ニ1～’＞1からR6e－1＞1＝R’＞1。したがって性質40か

らR2＝R，▽R≦1。いま1≦R6e｝1であるから1≦R。よって▽R＝1。

　（4）＝⇒（1）性質40によってR6e－1＞1ニR’＞1。ところで1≦1～だから1

≦R6e－1。したがってR6e－1＝R’＞1。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質42〕

　（1）R＞Rノ＞1ニE，ある9（9＝1，2，…）に対しR6e－i＝R’＞1＝＝＞

R＞Rt＝E

　（2）R＞1～’＞1…E，R5＝R’＞1⇒R＞R’＝E

　（証明）　性質41による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　〔性質43〕（8）

　あるh，4（h，4＝1，2，…）に対してR2he『1＝R’V1＝Re＞1＝⇒

R＞Rt＞1＝E

　〔性質44〕

　（1）ある4（9＝1，2，…）に対してR6e－1＝R’＞1＝R9＞1＝⇒R＞

R’VI＝E

　（2）R11＝Rt＞1＝R2＞1＝⇒RVR’＞1＝E

　（証明）　（1）性質43による。

　（2）（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質45〕（8）

　（1＞ある9（4＝1，2，…）に対してR12e－7　・．　R’vl・＝R6e－3＞1＝⇒

R＞Rt＝E，　R2＝R

　（2）RS＝R’＞1＝R3VI＝⇒R＞R’＝E，　R2＝R

　〔性質46〕

　次の条件は同値である。

　（1）　R＞Rノ＝E，R2≦R，▽R≦1

　（2＞すべての9（！＝1，2，…）に対してR6e－1ニR’＞1ニRe　Vl

　（3）　R5＝R’＞1＝R＞1

　（4）ある4（1＝1，2，…）に対してR6e｝1・・，・R’＞1．＝Re＞1

　（5）すべての9（4＝1，2，…）に対してR12e－7ニR’＞1＝R69－3＞1

　（6）R5＝1～ノ＞1＝R3＞1

　（7）ある9（4＝1，2，…）に対してR12e－7＝Rt＞1＝R6e－3＞1

　（証明）　（1）＝⇒　（2）1≦RだからR2≦RによってR2＝RとなりR＝

R6e－1＝Reとなる。またR＞1ニRとなるから，　R＝R’VIすなわち笏＝

η，V砺を示せばよい。　i＝ブのときは明らかであるからゴ≒ブとする。吻

＝1のとき，▽R≦1によって吻＝・0すなわち晦二1。また笏二〇のとき，

RVRt＝Eによって吻＝1すなわち徹＝0。

　（2）・＝⇒（3）明らかである。
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　（3）＝⇒　（4）明らかである。

　（4）⇒　（1）性質44によってR＞R「＞1＝E。また性質41によって1～2＝

R，▽R＝1。したがbてR＞R’＝E。

　（1）＝⇒（5）1≦RだからR2≦RによってR2＝RとなりR　．．　R12g－7＝

R6e｝3となる。またR＞1＝Rとなるから，　R＝R’VIすなわち吻±耳Vδ〃

を示せばよい。i＝ブのときは明らかだからi≒」とする。笏＝1のとき，

▽R≦1によってη∫＝0。すなわち晦＝1。また吻＝0のとき，R＞Rt＝

Eによって吻＝1すなわちr」i＝0。

．（5）⇒（6）明らかである。

　（6）＝⇒　（7）明らかである。

　（7）⇒　（1）性質45（1）によってR＞R’＝E，R2＝R。またR129－7＝

R2（6e－3）－1＝R’V1だから性質13によって▽R≦1。　　　　　　　（証明終）

　〔性質47〕

　R＞Rt＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）1～2≦1～，▽1～≦1

　（2）R×（R〈1）≦R’

　（3）R×（R〈1）≦Rノ＞1

　（4）　　（R〈1）×1～≦Rノ

　（5）　　（1～／＼1）×1～≦Rノ＞1

　（6）　　（R〈1）2≦Rt

　（7）　R＞（R〈1）2≦1～ノ＞1

　（証明）　（1）＝⇒（2）性質37（2）による。

　（2）＝⇒（3）明らかである。

　（3）＝⇒（1）性質7（1）によってR2ニR。また1≦Rだから性質20によって

▽Rニ1。

　（1）＝⇒（4）性質38（2）による。

　（4）＝⇒（5）明らかである。

　（5）＝⇒（1）性質7（2）によってR2＝R。また1≦Rだから性質21によって
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▽R＝1。

　（1）＝⇒（6）性質39による。

　（6）＝⇒（1）性質8によってR2＝R。また1≦Rだから性質25によって▽

R＝1。

　（1）＝⇒（7）性質39によって（R〈1）2≦Rf≦R’＞1。また▽R≦1によっ

てR〈R’〈1＝0だからR≦R’＞1。したがってR＞（R〈1）2≦Rノ＞1。

　（7）＝⇒（1）（R八」）2≦R’VIだから性質6によってR2　＝R。またR

≦R’＞1だからR〈R’≦（R1＞1）〈Rノ≦1すなわち▽R≦1。　　　（証明終）

　なお，R＞Rノ＝Eのとき，　R2≦R，▽R≦1と同値になる条件に関しては，

すでに多数の条件が知られている（4）（7）。例えば次の性質が知られている。

　〔性質48〕（4）

　R＞1～ノ＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）　R2≦R，▽R≦∫　　　　　　　　　　　　　　1

　（2）　R2≦R／VI

　（3）　R2＝R，＞1

　（4）すべての9（！＝1，2，…）に対してRe≦R’VI

　（5）ある1（1＝2，3，…）に対してRe≦Rt＞1

　（6）すべての4（4＝1，2，…）に対してR9＝R’＞1

　（7）ある！（9＝2，3，…）に対してRe＝R’＞1

　〔性質49〕

　R＞R’＝Eのとき，すべての9（9＝1，2，…）に対して，

　　Re≦R・〉∫＜＝⇒Re＝Rt＞1

　（証明）（1）Re≦R’V1のとき

　πノ＞1≦R9を示せばよい。すなわち万〉δ〃＝1のとき場の＝1となるこ

とを示す。i＝」のときは明らかであるからi≒ブとする。このとき吻＝

0であるから笏＝1。またrii＝1であるから笏＝η12　L…＝4）＝1。

　（2）Re＝Rノ＞1のとき

　明らかにRe≦R’＞1。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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4．　まとめ

　本論文では主として連結性のもとでの推移関係，とりわけ反対称的推移関

係について考察をおこない，いくつかの基本的性質を明らかにした。それら

の大部分はほとんど自明なものであるが，いくつかのものはこれまで余り気

付かれていない性質のように思われる。これらの性質は二項関係の議論にお

いて，またプール行列の応用において有用ではないかと考えられる。とくに，

ここでの中心的な結果は反射的でかつ反対称的な連結的推移関係すなわち全

順序に関するものであるが，全順序は多くの分野において重要な基本的順序

関係であるので，本論文の結果はそのような分野での議論においても興味深

いものとおもわれる。

　連結性のもとでの推移関係やnegatively　transitive関係，またべき零の関

係行列の興味ある性質については，これまでにも詳しく調べられている

が（D（2）（5）（11＞，今回の報告に関連してさらに考察をおこなう余地が残されて

いるように感じられる。これらについて考察をおこなうことは今後の課題の

一つである。
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