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連結的な反対称的推移関係

橋　本 寛

1．はじめに

　連結的で反対称的な推移関係は順序関係やトーナメントなどの議論にお

いて重要な関係である。本論文では，この連結的で反対称的な推移関係に

ついて，プール行列（5）を用いて考察をおこない，その基本的性質を明らかに

している。とくに，べき等的でかつ反対称的な連結的関係行列の性質を，

反射的な場合と必ずしも反射的でない場合とについて調べ，それぞれの同

値条件を示している。

　また，これらの性質に関連して，ある種の条件を満たす関係行列の存在

しないこと，さらに連結的な非反射的推移関係に関する性質についても考

察をおこなっている。この連結的な関係は特別なトーナメントに対応して

いて，べき零行列とも関連があり，その基本的性質についてはこれまでに

もよく調べられている（1x6）。

2．定　　義

演算や記法の定義は文献（1）などに従うものとするが，主要なものを示
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せば次のとおりである。0，1の要素からなるn次プール行列R＝〔rij〕，

S＝〔Si」〕に対して

　　R＞S＝〔rij＞sij〕＝〔max（rij，　slj）〕

　　R〈Sニ〔rij〈sij〕＝〔min（rij，　sij）〕

　　Rt＝〔rj量〕

　　R＝〔rij〕＝〔1－r、j〕

　　▽R＝R〈R’

　　R×S＝〔（ril〈sl」）V（ri2〈s2j）〉…〉（rin〈snj）〕

と定める。また，一般に行列の次数をnで示し，Rkの（i，」）要素をr（轟）で

表わすことにする。

　単位行列を1，零行列を0とするとき，1≦RなるRは反射的，R〈1＝

0なるRは非反射的といわれる。また▽R≦1であるとき反対称的，R2≦R

なるとき推移的，R2＝Rのときべき等的，　R＞R’＞1＝Eのとき連結的とい

われる。なお，Eは全要素が1の行列である。トーナメントを表現する行列

RはR＞Rノ＞1＝Eでかつ▽R＝0となり，▽R＝0なるRは非対称的と

いわれる。

3．結　　果

　まず，与えられた関係行列Rが反対称的すなわち▽R≦1となる性質を

調べ，そのあと連結的で，反対称的で，かつべき等な行列，すなわちR＞

R’V　1＝Eで，▽R≦1で，かつR2＝Rとなる行列Rについて，必ずしも反

射的でない場合と，反射的な場合とに分けて考察をおこなう。また，連結

的な非反射的推移関係行列の性質および関連する性質についても若干の考

察をおこなう。

　〔性質1〕（2）

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2e－1≦Rノ＞1⇒▽R≦1

　〔性質2〕
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　ある2（e＝1，2，…）に対してRE＞Re　＋1≦R’＞1⇒▽R≦1

　（証明）性質1による。すなわち，2が奇数のときはRe≦Rt＞1によっ

て▽R≦1となり，2が偶数のときはRe＋1≦R’＞1によって▽R≦1となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質3〕

　　R3≦Rノ＞1⇒▽R≦1

　（証明）　性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質4〕

　すべての2（£＝1，2，…）に対して

　　R2卜1＝Rノ＞1⇒　R≦R2e　1

　（証明）rij＝1とおき，　r（2亀∫1）＝1となることを示す。　i＝jのときは明ら

かであるからi≠jとする。性質1によって▽R≦1であるから，rji＝　O。し

たがってR2e’1＝Rノ＞1からr（2告∫1）＝1。　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質5〕

　　R3＝R’＞1＝＝＝＞R≦R3

　（証明）　性質4による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質6〕（3）

　ある2（2＝1，2，…）に対してR22＋1≦Rノ＞1，　Rノ≦R2e＞1＝＝＞R2≦R

　〔性質7〕

　すべてのk，e（k，　e＝1，2，…）に対して

　　R2k－1≦R’VI，　Rt≦R2＞1⇒R≦R9

　（証明）　rij＝1とおき，　r（轟）＝1となることを示す。

　（1）i＝jのとき

　rii＝1となるからr（＆）＝1。

　（2）i≠jのとき

　R2k｝1≦R’＞1だからrij＝1によってr竪　1）＝0。いまr（名）＝0とすれば

R’≦Re＞1からrjl＝1。したがってr艦）＝1，r墜一1）＝1となるが，これは

矛盾する。よってrΨ＝1。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　なお，すでに示している性質4はこの性質7からも得られる。

　〔性質8〕

　（1）すべてのe（2＝1，2，…）に対して

　　R2e－1≦R’＞1，　R’≦R2eVI⇒R≦R22

　（2）すべての£（2＝1，2，…）に対して

　　R2e＋1≦R’VI，　Rノ≦R2②＞1＝＝＞　R≦R22

　（証明）　性質7による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質9〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2肝1≦Rt＞1，　R≦R2尼＞1

　⇒R2＝R，▽R≦1，　R＞R／VI＝E

　（証明）　性質6によってR2≦Rだから

　　R22≦…≦R2≦R

ところで性質8（2）によってR≦R22となるので

　　R2ε＝…＝R2＝R

またR2鮒≦R’＞1だから性質1によって▽R≦1。さらにRノ≦R2e＞1＝R

＞1からR「＞R’≦R＞R’V　1となり，R’＞R’＝EであるのでRVR’V

1＝Eが得られる。

　〔性質10〕

　　▽R≦1，R＞Rt＞1＝E⇔R＞1＝Rt＞1

　（証明）　（1）▽R≦1，R＞R’＞1＝＝Eのとき

　　Rノ＞1＝（Rノ＞1）〈E

　　　　＝（R’＞1）〈（R＞Rt＞1）

　　　　＝（Rt〈R）〉（R’〈1）V（1〈R）〉（1〈R’）＞1

　　　　＝（R1〈R）＞1

　　　　＝（R1〈R）〉▽RVI

　　　　＝（R’〈R）〉（R〈R’）＞1

　　　　＝R＞1

　（2）R＞1＝R／VIのとき

（証明終）
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　　（RVI）〈Rノ〈1＝（R’＞1）〈R’〈I

　　　　R〈R’〈1＝0

したがってR〈Rf≦1すなわち▽R≦1。また

　　R＞1＞R’＝Rt＞1＞Rノ＝E

　　　　R＞R／VI＝E
　〔性質11〕

R2＝R，▽R≦1，　R＞R’VI＝E

　－⇒すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対して

　　　RkV　I＝Rノ＞1＝Rm＞1

　（証明）

となるので

　Rノ＞1＝R＞1＝Rk＞1＝Rm＞1

〔性質12〕

次の条件は同値である。

（57）　　一一57一

（証明終）

性質10によってR’＞1　・R　VI。またR2＝RからRk＝Rm＝R

（証明終）

（1）　　R2＝R，▽R≦1，　R＞R’＞1＝E

（2）　すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk＞1＝R’V　I＝Rm＞1

（3）　すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk≦R〆＞1，　Rノ≦RmV　I

（4）　すべての2（e＝1，2，…）に対してR22＋1V　1＝R’＞1＝R2eVI

（5）　すべての2（2＝1，2，…）に対してR2開≦R’＞1，　R’≦R22＞1

（6）　　R3≦Rノ＞1，　Rノ≦R2＞1

（7）　　R3VI≦R’＞1，　Rノ≦R2＞1

（8）　　R3≦R’＞1≦R2＞1

（9）　　R3＞1≦R／VI≦R2＞1

（10）　R3＞1＝R’＞1＝R2＞1

（11）　ある2（e＝1，2，…）に対してR2肝1＞1＝R’＞1＝R2eVI

（12）　ある2（e＝1，2，…）に対してR2肝1≦R’＞1，　R’≦R2e＞1

（証明）　（1）⇒（2）　性質11による。

（2）⇒（3）　明らかにRk≦Rk＞1＝R／V　I，　R’≦R’V　1＝RmV　I。
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（2）⇒（4）

（3）⇒（5）

（4）　⇒　　（10）

（5）⇒（6）

（6）⇒（7）

（7）⇒（8）

第42巻　　第1・2号

明らかである。

明らかである。

明らかである。

明らかでかる。

R3≦R’VIからR3＞1≦R’＞1＞1＝R’＞1。

R3≦R3＞1≦Rt＞1であり，またR’≦R2＞1からR！〉

1≦R2VI＞1＝R2＞1。

　（8）⇒　（9）　　R3≦R’VIからR3＞1≦R’＞1＞1＝R’VI。

　（9）⇒（12）R3≦R3＞1≦R’＞1，　R’≦R！V　1≦R2＞1であるから

2＝1で（12）が成立する。

　（10）⇒（11）　明らかである。

　（11）＝＝i＞（12）　明らかにR2e＋1≦R2e＋1VI＝R’V　1，　Rノ≦Rノ＞1

＝R2e＞1。

　（12）⇒（1）　性質9による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，R2＝R，▽R≦1，　R＞Rノ＞1＝Eと同値な条件については性質36に

おいても述べる。

　〔性質13〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2斜1≦R’＞1，　R’≦R2ε

　⇒R2＝R，▽R＝1，　R＞R’＝E

　（証明）　性質9によってR2＝R，▽R≦1。またR’≦R2e＝RからR1＞

R’≦R＞Rノ。ところでR’＞R’＝EであるからRVRノ＝E。したがって1≦

Rとなり，▽R≦1から▽R＝1。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質14〕

　　▽R＝1，R＞Rt＝E⇔R＝R’＞1

　（証明）　（1）▽R＝1，R＞Rノ；Eのとき

　　R’VI＝（Rノ＞1）〈E

　　　　＝（Rノ＞1）〈（R＞R’）

　　　　＝（R’〈R）〉（1〈R）〉（1〈Rt）
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　　　　＝（Rノ〈R）＞1

　　　　＝（R’〈R）〉▽R

　　　　＝（R’〈R）〉（R〈R’）＝R

　（2）　R＝Rノ＞1のとき

　　R＞Rノ＝R’VI＞R’・＝E

また

　R〈Rノ＝（R’＞1）〈Rノ＝1〈Rノ≦1。

となり，1≦Rだから▽R＝＝R〈R’＝1。

　〔性質15〕

　R2＝R，▽R＝1，　R＞R’：E

（59）　　－59一

（証明終）

　⇒すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk＝Rノ＞1＝Rm

　（証明）R2＝RによってRk＝Rm＝Rとなり，また性質14によってRk；

Rm＝R＝R’＞1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質16〕（3）

　ある2（e＝1，2，…）に対してR2尼　1＞1≦Rノ＞1，　Rt≦Re⇒R＞

R’＝E

　〔性質17〕

　（1）ある2（e＝1，2，…）に対してR2　e　－1≦R’＞1，　R’≦Re

　＝＝＝i＞▽R　・1，RVR’＝E

　（2）あるe（2＝1，2，…）に対してR2肝1≦R’V　1，　R’≦R2＋1

　＝＝〉▽R＝1，R＞R’＝E

　（証明）　（1）　R2　e　－1≦R’V　1から

　　　R22－1＞1≦Rノ＞IVI＝R’vI

性質16によってR＞R’＝・E，1≦R。また性質1によって▽R≦1となり，1≦

Rだから▽R＝1。

　（2）　（1）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質18〕

　ある2（2；1，2，…）に対してR2e＋1≦R’VI，　R’≦R2　＋1
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　→R2＝R，▽R＝1，　R＞Rt＝E

　（証明）性質17（2）によって▽R＝1，R＞R〆＝E。2十1≦22だから1≦

RによってRe＋1≦R2eとなるので

　　　Rノ≦R2　＋1≦R22≦R2E＞1

よって性質6からR2≦Rとなり，1≦RだからR2＝Rとなる。　（証明終）

　上記の性質18に関して，2＝0とすることはできない。すなわち，一般

には

　　　R≦R’＞1，Rt≦R⇒R2＝R

とはならない。たとえば，いま

R＝＝

「剥

とおけば，

匿

…
閣×M・：／一闊一

となり，R≦Rt＞1，　R’≦Rであるが，　R2＝　Rとはならない。

　〔性質19〕

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

R2＝R，▽R＝1，　R＞R’＝E

すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk＝R’＞1＝＝Rm

すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）対してRk＞1＝R’＞1＝Rm

すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk≦R’＞1，　R’≦Rm

ある2（2＝1，2，…）に対してR2②＋1≦R〆VI，　R’≦R2e
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（6）　ある2（e＝1，2，…）に対してR22＋1≦R’＞1，　Rノ≦R2＋1

（証明）　（1）＝⇒（2）性質15による。

（2）⇒　（3）　　Rk＝R’＞1から

　　Rk＞1＝R’vIVI＝R’＞1

（3）＝＝⇒　（4）　　Rk≦Rk＞1＝Rノ＞1，　R’≦R’＞1＝Rm

（4）⇒（5）　k＝22十1，m＝2尼とおいて

　　R2e＋1≦R〆＞1，　Rノ≦R22

（4）＝⇒（6）　k＝22十1，m＝尼十1とおいて

　　R2e＋1≦R’＞1，　R「≦Re　＋1

（5）⇒　（1）　　性質13による。

（6）＝＝〉（1）　性質18による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質20〕

次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（証明）

（2）＝＝i＞（3）

　R3VI＝R’vI＞1＝Rノ＞1

（3）⇒（4）

（4）＝⇒（5）

　R3＞1≦Rノ＞IVI＝R’＞1

（5）＝⇒（6）

（6）＝＝〉（7）

R2＝R，▽R＝1，　RVR’＝E

R3＝Rノ＞1＝R2

R3＞1＝R’VI＝R2

R3≦Rノ＞1≦R2　　　　　　　　　　’

R3＞1≦Rノ＞1≦R2

R3≦R／VI，　R’≦R2

R3＞1≦Rノ＞1，　Rノ≦R2

　（1）⇒（2）　’1生質15による。

　　　　R3＝R’vIから

　　　　R3≦R3＞1＝R’＞I

　　　　R3≦R’＞1から

　　　　R3≦R3＞1　＝R’VI，　Rt≦Rノ＞1≦R2

　　　　R3≦R’VIから
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　　R3＞1≦R’VIVI＝R’VI

　（7）⇒　（1）　　R3≦R3＞1≦Rノ＞1

性質13によってR2＝R，▽R＝1，　R＞R’＝E。

　〔性質21〕

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（証明終）

　（証明）

当然R3≦Rt＞1＝R2。

　（2）⇒（3）

　　R3＞1≦Rノ＞IVI＝R’VI

　（3）⇒（1）

性質13によってR2＝R，▽R＝1，　RVR’＝E。

　（1）⇒（4）　性質15による。

　（4）＝≒i＞　（5）　　R3＝R’＞1から

　　R3＞1＝Rノ＞1＞1＝　R’＞1

　（5）＝≒〉　（1）　　R3≦R3＞1＝Rノ＞1，　R’≦Rノ＞1≦R2

性質13によってR2＝R，▽R＝1，　R＞Rt＝E。

　（1）⇒（6）　性質15によってR3＝Rノ＞1＝R2であるからR3＝R’＞

1，Rノ≦Rノ＞1＝R2。

　（6）＝⇒　（7）　　R3＝R’＞1から

　　R3VI＝R’＞IVI＝Rノ＞1

　（7）＝＝〉　（1）　　R3≦R3VI＝Rノ＞1，　R’≦R2

R2・＝R，▽R＝1，　R＞Rt＝E

R3≦RIV　I＝R2

R3＞1≦R〆＞1＝R2

R3＝R’＞1≦R2

R3＞1＝R1＞1≦R2

R3＝R’VI，　Rt≦R2

R3VI＝Rノ＞1，　R’≦R2

　（1）＝≒〉（2）　性質15によってR3＝R’V　1＝R2となるから，

　　　　R3≦R’＞1から

　　　　R3≦R3＞1≦R’＞1，　R’≦R／VI＝R2
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性質13によってR2＝R，▽R＝1，　R＞R’＝E。　　　　　　　（証明終）

　なお，R2＝R，▽R＝1，　R＞Rノ＝Eと同値な条件については性質39におい

ても示している。

　〔’1生質22〕

　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝・0

　（2）　すべての2（2＝0，1，2，…）に対してR2〈1≦R＞R’＞1

　（3）　R〈1≦R＞Rノ＞1

　（4）　ある2（£＝0，1，2，…）に対してR2〈1≦RVRノ＞1

　（証明）　（1）⇒（2）　R〈1＝0からR＞1＝E。したがって

　　　R2〈1≦R＞1≦R＞R’＞1

　（2）＝＝〉（3）　明らかである。

　（3）⇒（4）　明らかである。

　（4）⇒（1）　rii＝1とするとR＞R／V　Iの（i，　i）要素は0。しかし

rii＝1のときr（盈）＝1となるのでRe〈1の（i，　i）要素は1となり，Re〈1≦

RVR’＞1が成立しない。よってrii、＝0でなければならない。　（証明終）

　上記の性質22において，2＝0のときはR°＝1と定めるものとする。

　〔性質23〕

　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝＝O

　（2）　R〈1≦R〈1

　（3）　R〈1≦RVI

　（証明）　（1）一⇒（2）　R〈1＝0のとき明らかにR≦1かつ1≦Rで

あるからR〈1≦R〈1。

　（2）＝＝〉（3）　R〈1≦R〈1≦R＞1

　（3）⇒（1）　R〈1≦R＞1・＝R〈1

　　（R〈1）〈（R〈1）≦R〈1〈（R〈1）＝0

したがってR〈1＝0。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　〔性質24〕

　次の条件は同値である。

　（1）　R〈1＝0

　（2）　すべての2（2＝1，2，…）に対してRe≦R＞Rノ＞1

　（3）　R≦RVR〆＞1

　（4）　ある2（2＝1，2，…）に対してR2≦RVR1＞1

　（証明）　（1）⇒（2）　R〈1＝0からR＞1＝E。したがって

　　　　R2≦R＞1≦R＞Rノ＞1

　（2）⇒（3）　明らかである。

　（3）⇒（4）　明らかである。

　（4）⇒（1）　性質22（4）⇔（1）による。　　　　　　　（証明終）

　〔性質25〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2≦Rノ＝⇒・R〈1＝0

　（証明）　性質24（4）⇔（1）による。　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質26〕（1）

　　　R2≦R，　R〈1＝0＝＝＞Rn＝0

　〔性質27〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2肝1≦Rノ≦R22VI＝＝≒＞R＝0

　（証明）　R2開≦Rノ≦R〆VI，　Rノ≦R2e＞1であるから性質9によって

R2＝R。ところでR2e＋1≦R’だから性質25によってR〈1＝0。また性質26

によって，R2≦R，　R〈1＝0のときR”＝　Oとなるから

　　　　R＝R2＝…二Rn＝0　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，次に示す性質28から明らかになるように上の性質27の条件を満た

す行列の例としてはR＝〔0〕すなわち1次の零行列しかない。

　〔性質28〕

　n≧2のとき，ある2（2＝1，2，…）に対してR2　e　＋1≦Rt≦R2　e＞1となる

Rは存在しない。

　（証明）性質27によってR＝0となる。いまr至j＝0（i≠j）とすればR≦
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R2EVIによってr（響＝1となるが，　R＝0であるからこれは矛盾する。

よってn≧2のときR2鮒≦R’≦R2eVIとなるRは存在しない。（証明終）

　上記の性質28に関連して次の性質29も知られている。

　〔性質29〕③

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2開≦R’≦R2eなるRは存在しない。

　〔性質30〕（3）

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2　＋1≦Rノ＞1＝Re＞1⇒R2≦R

　〔性質31〕

　2≧2のとき

　　R2＋1≦Rノ＞1＝Re＞1＝≒＞R2＝R

　（証明）性質30によってR2≦Rだから，　R≦R2を示せばよい。いまrij＝

1とおきr（2i！＝1となることを示す。

　（1）　i＝jのとき

　rii＝1だからr（2i／＝1。

　（2）　i≠jのとき

　r（3＝1を示すために，r嶋）＝0とおけば矛盾が生じることを示す。いま

r（3＝0とすれば，rij＝1だからrii＝0。

　（a）　rji＝0のとき

　R’＞1＝R2＞1からr（轟）＝1。rii＝0だからあるk≠iに対してrik〈

r㌦1）＝1。R2≦Rだからr㌦1）＝1よりrkj＝1。よってr嶋）＝1となり，矛

盾が生じる。

　（b）　rji＝1のとき

　rij＝1だからr（2ii）＝1となり，　R2≦Rによってrii＝1となり，矛盾が生

じる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質32〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してRe＋1≦Rノ＞1＝ReVI＝＝〉▽R≦1

　（証明）　Re　＋1≦R’＞1でかつRe≦R’＞1であるから性質2によって

▽R≦1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　〔性質33〕（3）

　あるe（e＝1，2，…）に対してR2＋1≦R’＞1＝Re　VI⇒R＞R’＞

1＝E

　上の性質33においてeを22とすれば，次の性質34が成立する。

　〔性質34〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2肝1≦Rノ＞1＝R2e＞1

　⇒R2＝R，▽R≦1，　R＞R’＞1＝E

　（証明）　Rノ≦Rt＞1＝R22＞1であるから性質9によってR2＝R，“▽R≦

1，RVRt＞1＝E。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質35〕

　R2＝R，▽R≦1，　RVR’＞1＝E

　＝＝〉すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk≦R’V　1＝Rm＞1

　（証明）　性質11によってRk＞1＝Rノ＞1＝RmV　I。したがって

　　Rk≦Rk＞1＝R／V　I＝Rm＞1　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質36〕

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（証明）

（2）＝＝〉（3）

（3）＝＝〉（4）

（4）＝⇒（5）

（5）⇒（1）

〔性質37〕

R2＝R，▽R≦1，　R＞Rノ＞1＝E

すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk≦R’＞1＝Rm＞1

すべての2（2＝1，2，…）に対してR2鮒≦R／VI＝R2　eV　I

R3≦R’＞1＝R2＞1

ある2（e＝1，2，…）に対してR2e＋1≦R「＞1＝R2e＞1

　（1）＝＝〉　（2）　　性質35による。

明らかである。

明らかである。

明らかである。

性質34による。 （証明終）
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ある2（2＝1，2，…）に対してR2　2　＋1　，・，　R’＞1＝R22＞1

⇒R2＝R，▽R＝1，　RVRノ＝E

（証明）　性質34によって

　R2＝R，▽R≦1，　RVR’＞1＝E

（67）　　－67一

いま1≦R2鮒だからR2＝Rによって1≦R。ゆえに▽R＝1，　R＞R’＝E。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質38〕

　ある2（e＝1，2，…）に対してR2＋1≦R’＞1＝R2

　＝＝i＞R2＝R，▽R＝1，　R＞R’＝E

　（証明）　R！＞1＝ReからR’＞1＝Re＞1となる。したがって性質30に

よってR2≦Rとなり，性質32によって▽R≦1となる。また性質33によって

R＞Rt＞1＝Eとなる。ところで1≦ReであるからR2≦Rによって1≦R

となる。したがってR2＝R，▽R＝1，　R＞Rノ＝Eが得られる。　（証明終）

　〔性質39〕

　次の条件は同値である。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

　（証明）

2尼，m＝22十1とおいて

　　　　R2evI＝R’VI＝R2　2　＋1

　（2）⇒（3）　明らかである。

　（3）⇒（4）　明らかである。

R2＝　R，▽R＝1，　RVR’＝E

すべての2（2＝1，2，…）に対してR22＋』R’VI＝R2e＞I

R3＝R／VI＝R2＞1

ある2（e＝1，2，…）に対してR2肝1＝R’＞1＝R22＞1

すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対してRk≦R〆＞1＝Rm

すべてのe（2＝1，2，…）に対してRe＋1≦R’＞1　・R2

R2≦Rノ＞1＝R

あるe（2＝1，2，…）に対してR2　＋1≦Rノ＞1　・Re

　（1）⇒（2）　性質19（1）⇔（3）による。すなわち，k＝



一
68－　　（68）

　（4）⇒（1）

　（1）＝≒〉（5）

1＝Rmとなる。

　（5）⇒（6）

　（6）⇒（7）

　（7）＝＝〉（8）

　（8）⇒（1）

　　　第42巻　　第1・2号

性質37による。

JI生質15によってRk＝R〆＞1＝Rmだから，当然Rk≦R’〉

明らかである。

明らかである。

明らかである。

性質38による。 （証明終）

　ここで，すでに示している性質30によれば，

　　ある2（2＝1，2，…）に対してRe　＋1≦Rノ＞1，　Rノ＝Re

　　⇒R2≦R
となるが，しかし次の性質40でわかるように，このような条件を満たすR

は存在しない。

　〔性質40〕

　あるe（e＝1，2，…）に対してR2＋1≦R’V　1かつR’＝REとなるRは存在

しない。

　（証明）rii＝1とすれば，　R’＝Reによってr（，9）＝0となるが，これは矛

盾するので，rii＝0となる。したがってRノ＝R2によってr（＆）＝1となるが，

性質30によってR2≦Rであるのでrii　：1となって，また矛盾が生じる。ゆ

えに，ある2（e＝1，2，…）に対してR2＋1≦Rt＞1かつR「＝R2となるよう

なRは存在しない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質40に関連して，Rノ＝RなるRも存在しない。これは対角

要素を考えれば明らかである。一方，Rノ＝R2となるRの例としては次のよ

うなものがある。

　　　　1討・闇

　〔性質41〕（1）
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　R2≦R，　R〈1＝0⇒▽R＝0
〔性質42〕

（69）　　－69一

ある2（2＝1，2，…）に対してR2＋1≦R’かつR’＞1＝ReVIなるとき

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

　（証明）

　（2）

　（3）

　（4）

　（5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質42に関しては，以下の性質43に示すように，n≧2かつ2≧2の

とき，R2＋1≦R〆かつRノ＞1＝R2＞1を満たすようなRは存在しない。

　〔性質43〕

　n≧2かつ2≧2のとき，Re＋1≦R’かつRノ＞1＝R2VIなるRは存在し

ない。

　（証明）　n≧2だからi≠jとする。

　（1）　rij＝0のとき

　R’v　1＝Re＞1によってr（尼ji）＝1。したがって性質42（2）によってある

k≠jに対しrjk〈r㌦1）＝1となる。rjk＝1および性質42（3）によってrkj＝

0となり，Rノ＞1＝Re＞1からr留＝1。したがってr留くr㌦1）＝1だか

らr（2～f1）＝r（2（％D＋1）＝1となる。またr留＝1から，あるk（1）≠jに対し

rjk（、）〈r！緬～＝1となる。　rjk（、）＝1によってrk（1）j＝0となり，rj皇ll）＝1。し

たがってr　jltR）〈r！お2〈r㌦1）＝1だからr（3～「2＞＝r（3（尼了i1）＋1）＝1となる。

またrjLR）＝1から，あるk（2）≠jに対しrjk（，）〈rk鰺）詔）＝1となる。rjk（2）＝

1によってrk（2）j＝0となり，r　jltll）＝1。したがってrj躍）〈rkl塩ll）〈r籔5～

R2≦R

R〈1＝0

▽R＝O

R”　・O

R＞RIV　I＝E

　（1）　　’i生質30による。

Re＋1≦R’だから性質25によってR〈1＝0。

R2≦R，　R〈1＝0だから性質41によって▽R＝0。

R2≦R，　R〈1＝0のとき性質26によってRn＝0。

性質33によってR＞Rf＞1＝E。
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〈r％1）＝1だからr（4～「3）＝r（4％1）＋1）＝1。こうして以下同様に繰り返せ

ばあるm（m≧n）に対してr鯉＝1となる。しかし，これ．は性質42（4）による

Rn＝0と矛盾する。したがって，この場合はありえない。

　（2）　ri」＝1のとき

　性質42（3）によってrj量＝0となるので（1）と同様にして，この場合もあり

えない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質44〕

　n≧2のときR3≦R「かつR’＞1＝R2VIとなるRは存在しない。

　（証明）　性質43による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質45〕

　n≧2のとき

　　　R3≦Rf⇒R’＞1≠R2VI

　（証明）　性質44による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質46〕

　すべてのk（k＝1，2，…）に対して

　　　Rk＞1≦Rノ⇔Rk≦Rノ

　（証明）　（1）　Rk＞1≦R’のとき

　　　Rk≦Rk＞1≦R’

　（2）　Rk≦R’のとき

　性質25によってR〈1＝0。したがって

　　　Rk＞1≦Rノ＞1ニR’　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質47〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してR2＋1VI≦R’かつR’VI＝R2＞1なるとき

　（1）　R2≦R

　（2）　R〈1＝O

　（3）　▽R＝0

　（4）　Rn＝0

　（5）　R＞R’＞1＝E
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　（証明）　性質46によって

　　　R2＋1＞1≦Rt⇔Re＋1≦R’

したがって性質42によって（1）一（5）が成立する。

　〔性質48〕

存在しない。

　（証明）　性質46によって

　　　R2＋1＞1≦R’⇔R2＋1≦R’

（71）　　－71一

（証明終）

n≧2かつ2≧2のとき，R2＋1＞1≦RfかつR’＞1＝R2＞1となるRは

したがって性質43により与えられた条件を満たすRは存在しない。

〔性質49〕

（証明）　性質48による。

〔性質50〕

n≧2のとき

　　R3＞1≦Rf＝＝＞R’＞1≠R2＞1

（証明）　性質49による。

（証明終）

n≧2のときR3＞1≦R’かつR’V　1＝R2＞1となるRは存在しない。

（証明終）

（証明終）

〔性質51〕

　（1）　すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対して

　Rk≦Rノ，　Rノ＞1＝Rm＞1⇔　Rk≦R’＞1，　R’＝Rm＞1

　（2）　すべてのk，m（k，　m＝1，2，…）に対して

　Rk＞1≦R’，　Rt＞1＝Rm＞1⇔　Rk≦Rノ＞1，　R’＝　RMV　I

　（3）　すべてのe（2＝1，2，…）に対して

　Re＋1≦R’，　R’＞1＝Re＞1⇔Re＋1≦Rノ＞1，　R’＝R2VI

　（4）　すべての2（2＝1，2，…）に対して

　Re＋1＞1≦R’，　R〆＞1＝R2　V　I⇔Re＋1≦R1＞1，　R’＝Re＞1

　（証明）　（1）（a）　Rk≦R’，　R’V　I＝Rm＞1のとき
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　　　Rk≦R’≦Rノ＞1

また性質25によってR〈1＝0だから

　　　R1＝R’＞1＝Rm＞1

　（b）　Rk≦Rノ＞1，　R’＝Rm＞1のとき

R’＝Rm＞1によって1≦R！，すなわちR’＞1＝R’となるので

　　　Rk≦Rt＞1＝R’

　　　R’＞1＝R〆＝Rm＞1

　（2）　性質46によって

　　　Rk＞1≦R’⇔Rk≦R’

したがって（1）によって

　Rk＞1≦Rノ，　R’＞1＝Rm＞1⇔　Rk≦Rノ＞1，　R’　・．　Rm＞1

　（3）　　（1）による。

　（4）　（2）による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質52〕

　ある2（2＝1，2，…）に対してRe＋1≦R’＞1かつR’＝　Re＞1のとき

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

　（証明）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，次の性質53で示すように，n≧2かつ2≧2のとき，R2＋1≦Rノ＞1か

つR’＝R2VIを満たすようなRは存在しない。

　〔’1彗三質53〕

　n≧2かつ2≧2のとき，R2＋1≦R1＞1かつR’＝RE＞1となるRは存在

しない。

　（証明）　性質43および性質51（3）による。　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質54〕

R2≦R

R〈1＝0

▽R＝O

Rn＝O

RVRノ＞1＝E

　性質42および性質51（3）による。



連結的な反対称的推移関係 （73）　　－73一

n≧2のときR3≦R！＞1かつR！＝R2＞1となるRは存在しない。

（証明）　性質53による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質55〕

n≧2のとき

　　R3≦Rノ＞1⇒　R1≠R2VI

（証明）　性質54による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

4．ま　とめ

　連結的な反対称的推移関係に関するいくつかの初等的な性質を示した。

とくに，与えられた2項関係が連結的で反対称的なべき等的関係およびさ

らに反射的な関係となるための必要十分条件を示した。これらの性質の一

部は文献（3）で示した性質の精密化となっている。

　連結的でかつ反対称的な反射的推移関係，すなわち，いわゆる全順序を

表現する行列の基本的性質は従来からよく知られており（4），また本論文に

おいても若干の性質を示したが，この関係行列はまださらに2，3の興味

ある性質を有しているようにおもわれる。これらの性質について考察する

ことは今後の課題としたい。
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