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Homothetic　Isoquant生産関数について

木　藤　正典

1．はしがき

　生産関数の関数型については、多くの人々によって研究され，Cobb－Douglas

生産関数（以後CD生産関数と略記する），　CES生産関数，諸種のVES生

産関数を得るに至った。その発展過程は，先づ代替弾力性σ＝1のCD生産

関数が求められ，それがσ＝定数キ1のCES生産関数に移り；VES生産関

数に至ってσ＝変数となったのである。一方規模弾力性（以後mにて表わ

す）も初期のCD生産関数或はCES生産関数ではm＝1であり，研究の進

むに従ってm＝定数キ1となったのである。ところが更にD．　Soskice（1968，

〔7〕）はm＝変数である生産関数，従って生産要素の同次関数でない生産

関数を提唱するに至り，またS，Clemhout（1968，〔2〕）はやはり同次関数で

ないhoMothetic　isoquant生産関数（以後HI生産関数と略記する）の利用に

ついて研究を行い，Z．　Griliches　and　V．　Ringstad（1971，〔4〕）は1963年のノ

ールウエー製造工業のデータを用いてHI生産関数のテストを行い，結論と

してnon－homotheticな生産関数がより適当であると言っている。

　以上の様に現実のデータの検討の結果，生産関数は次々に拡張され複雑化

された。その1つの問題点としては同次生産関数の仮定の拠棄であるが，要

素代替弾力性が資本労働比率のみの関数として定義出来る限度内での最大の

生産関数の拡張はHI生産関数までであるので（次節参照），これ以上の拡張
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はあまり意味がないa従ってこの論文は，同次生産関数をHI生産関数まで

拡張した場合，どの様な問題が起るかを吟味するものである。

　以下では次の様な記号を用いる。

　　　　y＝アウトプット，K：資本，　L＝労働

　　　　爾彫考々巻

　　　　ω一一歪（鰍翻　一舞（代替弾力性）

　　　　　・＝器・多∂一艦5m＝　a－b

2．HI生産関数

　ノ（K，L）をK，　Lに関するn次同次関数（2次偏導関数まで存在して

連続）とする。ただし

　　　K≧・，L≧・，f・≡器〉・，ノ・≡募〉・

とする。生産関数を

　　　　　　　　　Y＝＝F（K，L）　　　　　　　　　　（2・1）

とし　　　　　　　」F（K，．乙）ニq｛∫（K，L）｝　　　　　　　（2．2）

なる場合を考える。ここでge，（f）は2回連続的微分可能な関数であり

　　　　　　ノ≧0のとき　〆（f）＞0　　　　　　　　　（2．3＞

　　　　　　ψ（0）＝0，lim　q（ノ）ニ◎◎　　　　　　　　　　　（2．4）

　　　　　　　　　　　　ノ→oo　　　　　　一

であるとする。今f（K，L）を1つの生産関数と考えれば

　　　　　f（K，　L）t：Lnf（ん，　1ン＝Lηψ（々）　　　　　　　　　　　　（2．5）

であって等生産量曲線についての限界代替率ωは
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　　　　　　ω一一薯十鵜一々　　　（2・6）

である。即ちωは資本労働比率々のみの関数となりHI生産関数である。更

にF（K，L）についても（2．2），（2．3）より

　　　　　　ω一蓋十鵜一々　　　（2・7）

となり，F（K，　L）はHI生産関数である。また，代替弾力性σは々のみの

関数であるから，次の定理を得る。

　（定理1〕ψ’（f）キ0のときは（2．2）なる変換にあたり，限界代替率およ

び代替弾力性は不変である。（Zellner，　A．　and　N，S。　Revankar〔8〕P．242）

　次にZellner　and　Revankerによる規模関数（returns　to　scale　function）を次

の様に定義する。

　　　　　　　　m（Y）≡÷（IY・K＋Y・L）

従って（2．2）に対しては

である。また

m（y）一多（超＋五L）－nqン姜一π辮

m（Y）一婆（K＋ω己）一・（・＋％）

なる関係式も成立する。特にn＝1とおけば

　　　　　　　　m（Y）一畿多一審∫

を得る。さて（2．2）のF（K，L）はHI生産関数であるが，

L立する。

　〔定理2〕

（2．8）

（2．9）

（2．10）

　　（2．11）

次の定理が成

　　　　　　2回連続的偏微分可能な生産関tw　F（K，　L）がHI生産関数で

あるための必要十分条件はq’（f），：0で（2．2）が成立することである。

　〔証明〕十分なことは（2．7）より明らかである。以下必要条件を証明す

る。変数K，Lを
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に変換すれば

となる。従って

第26巻第1・2号

Y＝F（K，L）＝G（k，　H） （2．12）

　　　　　IY．－Gゐ釜＋G器一去G々

　　　　　Y・－G廃＋G羅一一多o・＋G・

故に　ω一豊一一々＋愉

　　　　　　　HG．　　　　　　　　　＝ω＋k　　　　　　　　　　　　（2．13）故に
　　　　　　　G，

となる。故にF（K，L）がHI生産関数なら（2．13）の左辺も々のみの関数

であるρそれをr（々）で表わせば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　嵐
　　　　　　　愉一r（le）

である。この偏微分方程式を解けば

　　　　　　G一の｛H・xp（∫譜々））｝

即ち　F一φ｛L・xp（∫誰ん））｝

を得る。これはK，Lの1次同次関数の関数である。（証明終）

（2．14）

（2．15）

　なおωが々のみの関数として表わされることとσが々のみの関数として表

されることとは同等であるから次の関係が成立する。

　〔系〕　代替弾力性が々のみの関数として定義可能なための必要十分条件は

定理2の条件が成立することである。

　また次の定理が得られる。

　〔定理3〕前定理の必要十分條件は次の関係式と同等である。
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　　　　　　　　　　　　　　m（F．）＝m（瓦）

　　〔証明〕（2．12）よりωはk，Hの関数としズ

　　　　　　　　　　　　ω＝ω（K，L）＝A（k，　H）

　として表わされる。故に

　　　諮一繋語＋寄藷一姦（互＆）le＋急驚）

．　－F’（F，κK十．F，．L）－F，（F．．K十1「翫L　　　　　Fk　L）一・

故に　配κ捨五一牲配

　故に　　　　　　m（＆）＝m（F，）　（証明終）

　　HI生産関数がm次同次関数であるための条件としては次の定理が成立す

　る。

　　〔定理4〕HI．生産関数（2・2＞・（〆（f）キ0）がm次同次関数（mキ0）であ

　るための必要十分条件は　　　　　　i－

　　　　　　　　　　　q（f）＝cf　m

　である。ただしcは定数であり，fは1次同次関数である。

　　〔証明〕　十分条件は明らかである。必要条件は（2．15）より

　　　　　F一の（Lg（le）），9（k）≡・xp（∫譜ん））

である。故に
　　　　　F・一¢’9’，F・　・，　¢t（9一釜の

さてFがm次同次関数なら

　　　　　　　17）（1（十F，L＝Lのノ9＝〃zの

故に　　讐一卸θ一Lg（le）

故に　　　　　　の＝cθm＝c｛Lg（々）｝m　　（証明終）

　一般に代替弾力性σをんのみの関数として定義しているが，この定義を拡
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張してσをKとLとの二変数関数と考えて

／ 　　　　　　　　　　4傷）㈹

　　　　　　　　σ＝i（鋤の顧

と定義することとする。その場合に次の定理が成立する。

　〔定理5〕　2回連続的偏微分可能な生産関数F（K，L）に対して代替弾力

性がdK：dLの値に無関係な値をもつための必要十分条件は定理2の条件が

成立することである。

　〔系〕定理の条件は代替弾力性がkのみの関数であることである。

〔定理の証明〕

　　　　　　d（童疎）一凡乙餐凡舗K＋凡＆歪翫虚

　　　　　　d（互五）－L躍ヂL

故にσ一 脚脇藷器鑑1総一瓦翫圃（2・16）

故にこの値がdK：dLに拘らず0（K，　L）に等しいとすれば容易に知れる様

に・

　　　σ一φ（KL），－K（講些晒。）一一z（瓦、罪脇）

である。従って
　　　　　　　　　　　　F．κK十F㌦，L＿＿－F，κK→－F，，L

　　　　　　　　　　　　　　＆　　　　　　　F，

故に　　　　　　　　　　　　　m（＆）＝〃Z（凡）

故に定理3より定理5が成立する。
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3．具体例

　以下ではHI生産関数の具体例を示す。　HI，生産関数としては（2・2），（2・3），

一
（2．4）を満足する関数を考えていたのであるが，returns　to　scaleは産出量と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）共に減少すると言われているので，（MNerlove〔6〕），更に次の仮定を加え

ることとする。　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　’

（仮定1〕（・）4響）≦・　　　　’（3．1）
　　　　　　（ロ）n＝1

従って（2．11），（2．4）より　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　m（Y）一鍔　　　・（3・2）－

　　　　　　　　　　　　es’f￥）≦・　　・　（3・3）

である。さて解（Y）をY或は〆の関数として与えれば（3．2）より関数y＝

ψ（ノ）が定まる。

　Soskice（1968，〔7〕）はm（y）としてao十ai｝Y＋a2　Yを，　Zellner　and

R・vank・・（1969・〔8〕）はm（1一髪），　n（・＋チ），　n＋∂箒1＋7．をあ

たえてq（f）を求めている。しかしそれらは1つをのぞき（2．4）の条件を満

足しない。m（Y）としてY又はfの1次式，1次分数式，2次式，或はlog　Y

又はlogfの1次式および1次分数式のうちで（2．2），（2．3），（2．4），（3．1）

を満足し最も適当と思われるものはノめ1次分数式

　　　　　m（Y）4浮（q＞・，　・＜・〈1＜・）

である。この関数によれば

　　　　　　　　　4響）一講く・

であり，（3．2）を解くことにより

　　　　　　　　　　　　　fS
　　　　　　　　　F＝：c　　　　　　　　　　　　（f十　q）Sr「

（3．4）

（3．5）
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を得る。fとしてCD生産関数を用いればσ＝1のVRS生産関数（variable

returns　to　scale　production　functionの略記）が得られ，　CES生産関数を用

いればo＝定数のVRS生産関数が得られる。またfとしてVES生産関数

を用いればVESであってVRSなるHI生産関数が得られる・

　なおHI生産関数としては（2．4）は本質的な条件ではないのでこの前半を

満足しない例としては

　　　　　　　m（Y）一慧躊辛1α・（q＞…＜・〈1＜・）

がある。この場合は

　　　　　　　　　　F＝f「（1・gf＋q）q（S’「）

である。

4．HI生産関数による生産モデル

　技術進歩をともなう生産モデルは多くの場合同次生産関数が仮定されてい

るが，HI生産関数を用いた場合は，どの様にモデルが変るであろうかを考察

することとする。従って以後は生産関数は技術進歩を示す母数tを含むもの

とし（2．1），（2．3）は

　　　　　　　　Y・＝F（K，L，　t）　　　　　　　　　　　　　　（2・1’）

　　　　　　　　F（K，L，　t）＝q｛f（K，　L，　t）｝　　　　　　　（2・2’）

となり，偏導関数ftは連続とする。以後はHI生産関数は（2．2ノ），（2．3），

（2．4），（3．1）を満足するものとする。

　同次生産関数の場合（木藤〔5〕）と同様にして次の関係式が成立する。な

お以後はm（Y）をmと略記し，添文字fは関数∫（K，L，　t）に関する量で

あることを示す．なお≡は議式を示す・tilu　2．ば・・≡

である。
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a＝maf，　b＝mbf

　　　　　　　　　　ノノ
M・≡ 聖一蜘＋㍗

M・≡ 聖一鰍新
　　　　　　1）≡Mκ一　M，＝Mκf－MLf　＝D／

　　　　’R≡￥’一　＝　mR／

　　　　9i“v≡÷誓一mRf

　　　　Y＝R十aK十bL
　　　　gP’≡・蜘殿一mR＋警

　　　　勤＝Rf
　　　　の≡agK＋b9・－mR＋（m－1）（afi＋・bi）＋響

　　　　　一a（xK）〈＋b（署）〈＋響

　　　　のノ＝Rノ

　　　　㈲〈一£（D－1言σ司

藪岳一鉦五一D一書

　　　　tt）〈＝R－（1－a）E＋（m－1）五

　　　’　一吻㈲〈＋（m－1）R

　　　　　　　　　　　　　　〈

するハロッド中立の条件が成立しても，

（9）－9－

（4．1）

（4．2）

（4．3）

（4．4）

（4．5）

（4．6）

（4．7）

（4．8）

（4．9）

（4．10）

（4．11）

（4．12）

（4．13）

（4．14）

（4、15）

なお（4．15）より，m＝1かK＝0でない限り，fにつY・ては技術進歩に関

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fについては成立しない。即ちハロ

ッド中立性は生産関数の変換（2．2）では不変でないが，ピックス中立性は

（4．3）から不変である。

　（2．1’）が特にfactor　augumentingであるときはf（K，　L，　t）はf（A（t）K，

B（t）L）となる。従って

　　　　f（AK　BL）一　．BLg（h），ぬ…蕃9（h）≡f（・h，　1）

〆
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と書き表わせる。そのときは次の関係式が成立する。

　　　　t　　YK＝〆A9；Y，＝〆β（9－－9’h）

　　　　　　　ω一号（孕一h9）

　　　　　　　R＝αA十bB

　　　　　　　P＝止ユ（A－B）

　　　　　　　　　　σ
　　　　　　（2m）〈－b（拓σ）（疹互一だ）

（4．16）

（4．17）

（4．18）

（4．19）

　さてモデルを完成するため，．資本増加と労働力の増加とについて次の仮定

を設ける。

　〔仮定n〕

　　　　　　κ＝5｝7一ηしμK　　　　　　　　（4・20）

　　　　　　L＝λL　　　　　　　　　　　　　　　（4．21）

だだしs，η，μ，Aは定数で0＜8＜1，η≧0，0≦μ＜1，　A＞0とする。

s9’？tは貯蓄性向を，μは資本減価率を，　Aは労働増加率を示す。

　　仮定Hと（4．6）とより

　　　　rt　＝＝（rt＋μ）（1一の｛R岬η＋警ヂ）LR｝

或ばrt　一　（iil＋μ）（1…・）｛mR・為磐αノ｝－fi｝

を得る。また（4．12），（4．19）はそれぞれ

　　　　　㈲〈＝＝£｛D一㌢（k－A）｝

　　　　　（互m）〈－b（拓σ）｛翻＋λ一R｝

となる。

（4．22）

（4・23）、

（4．24）

（4．25）
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　5’．均衡の存在性

　　　　　　　　、

　〔1〕Factor　augumentingの場合

　（4．2b），（4．25）の体系に技術進歩の条件として　innovation　possibility

　function（Drandakis　and　Phelps，〔3〕）を導入し，次の仮定をおく。

　〔仮定m〕　BはAの関数であるとし

　　　　　　　　B＝17（A）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．1）

　　　　　　　17（0）＞0，　17ソ（A）＜0，　fl”（A）〈0　　　　　　　　　　（5．2）　　　　　＼

と仮定する。

　〔仮金W〕（5．1）の且吾は次の条件を満足する。朗ち免互が一定のと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m　　m
き，A，　Bの加重平均　　　　　．

　　　　　　　　　丑＝％＋互か・　　　　　（5．3）
　　　　　　　　　　m　　　m　　　m
は最大であるg

　仮定皿，IVより

　　　　　　　π④＝一号一「場　　　　．（5・4）．

従ってA，Bはafの関数となり　　　　　、　　‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「
　　　絵一（1－、af）痛）〉・協〈・　　（5・5）

である。また（4．　23），（4．25）より・’

ただし　　　　G（af）≡B－A十A　　　　　　　　　’　　　　（5．7＞

　　　　　晦吻）≡細＋1瑠（B＋A）一η　　（5・8＞

である。従って
　　　　　　　　　　　　　η一｛ノ4十（〃z－1）（1ヲ十ノ｛）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）’　　　G（af）－H（aノ，　m）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　1　一・　Maf

となる。故に（5．6）がaf＝互＝一定，　k＝一定の動学的均衡状態をた
　　　　　　　　　　　　　，m
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もつためには，そのの，Kの値に対して

　　　　　　　　　G（af）－H（aノ，〃zG（af）＝K）＝°｝　（5・1・）

が成立しなければなちない。従って（5．7），（5．9）より

　　　　　　　m一鷲＋1一η譜ノ）一鶴

で看ければならない。従ってmは定数でなければならない。故に同次生産関

一数でないHI生産関数では均衡状態は存在しない。従ってfactor　augument－

ingなHI生産関数とinnovation　possibility　functionとを両立さすことは無

意味である。

　〔H〕　一般の場合

　Factor　augumentingでない（4．22），（4．24）の体系については，　u＝Yk，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v＝負とおき，次の仮定を殺けることとする（天野〔3〕，木藤〔5〕）。

　〔仮定V〕　（2．1’）においてvはuの関数であるとし

　　　　　　　v＝1「（u）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．11）

　　　　　　　r（0）＞0，1「’（u）＜0，r”（u）＜0

と仮定する。

〔仮定N〕（2」・）は次の条件を満足する．即場畜が淀のと5　u・

Vの加重平均

　　　　　　　　一gz＝旦％＋立v　　　　　　　（5．12）
　　　　　　　　m　　　m　　　m　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆

は最大である。

　〔1〕の場合と同様にしてu，vはafの関数となり

　　　　　　　　　　滋∵耐　　（5・13）

　となる。また（4．13）より（4．24）は



　　　　　　　　　　Homothetic　lsoquant生産関数について　　　　　　（13）一＝　13－

　　（Qm）〈＝・£（u－・・一一A＋R）一亮｛R－・（a・）｝　　（5・14）

ただし　　　　G（af）≡v－u十A　　　　　　　　　　　　　（5．15）

となり，（4．9），（5．12）より（4．22）は

　　　　　　K＝（K十μ）（1－　af）｛H（af，　m）－K｝　　　　　　　　（5．16）

ただし　，　H！　・f，　m）≡酬1諜1〃一η一Pt　＋A　（5・17）

となる。従って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η一u十励
　　　　　　　　　G（af）－H（af，　m）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－　af

となる．故に（5・14），（5・16）が・・一蕩一一定・k－一定の動学的均衡

状態をもつためには

　　　　　　　　　　　　　　∵：£｝　（5・18）

が成立しなければならない。従って勉＝π一η＝一定でなければならない。

故に碗＝θ（＝一定）とおけば（2．11），（4．5）より

　　　　　　　　　　　in－｛∫∫＋1－％f｝ノーθ　　（5・19）

然るに（2．2’），（4．11）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf　　　　　　　　　afU＋bfV＝1ぞ！＋乳∫デ

また（4．6）と同様にして

　　　　　　　　　　！＝Rf十afK十b！L　　　　　　－　　　　　　’

であるから，両式よりRfを消去すれば

　　　　　　　　f＝af（u＋K）＋（㌃一・・）（v＋L）　／

　　　　　　　　　　　　　　　1＋9，f
　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ

を得る。故に

　　　　　　　af（u十K）十（1－　af）（v十L）＝δ
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とおけば，（5．18）より定まるaf，．Alの均衡値に対してはδは一定であって

　　　　　　　　　デ＝　δ．

　　　　　　　　　　　1＋る’ノ　　・

である。従って（5．19），（5．20）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　誓架ター書一（一一定）

　　　　　　　　　　　ψ

とおき。¢に関する微分方程式を解けば

　　　　　　　ンニ0なら　ep　＝＝c2ノご、　（C1＞0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v－1　　　　　　　レキ0なら　ep　＝（cllogf＋c2）「「

（5．20）　’

（5．21）

（5．22）

（5．23）

を得る。（5．23）については条件式（2．3），（3、3），および（2．4）の後半を

吟味することにより

　　　　　　　　　　C1＞0，　y＜0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．24）

でなければならない。

　さて．（5．22），（5．23）の場合は（5．21）より

　　　　　　涜＝　1ノ｛af（u→－rt）十（1－aノ）（2ノ十五）｝　　　　　　　　　　　　　（5．25）　’

ぞある。従って（5．25）を（5．18）に代入することにより，af，　Rの均衡解

を求めることが可能となる。故に動学的均衡が存在するのは（5．22）か或は

（5．24）を満足する（5．23）の場合に限るこ．ととなる。（5．22）は同次生産関

数の場合であり，（5．23）は（2．4）の前半を満足しないから適切とは言えな

い。その意味において一般の場合も，HI生産関数とinnovation　possibility

functionとを両立させることは適当でない。’
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