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連結的関係行列の初等的性質

橋　本 寛

1．はじめに

　連結的関係を表現するプール行列の初等的性質について考察をおこなって

いる。連結的関係は関係の理論において基本的な二項関係であるばかりでな

く，応用上も選好関係（1）（3）（4）やトーナメント（2）（19）の理論において重要な二

項関係である。関係の連結性は比較可能性（17）または完全性（14）とも呼ばれ，

この連結的関係の基本的な性質についてはこれまでにも多くの興味ある性質

が明らかにされている（1）（2）（4）（13）（19）。

　本論文では文献（9）の性質の一般化および補足を中心にして，連結性のもと

での多くの同値条件を示している。とくに反対称的な連結的関係および推移

的な連結的関係についてその性質を明らかにしている。すなわち，連結性の

もとでの同値条件に関しては反対称性と推移性が重要な役割を演じている。

これらの性質は関係論理学（2°）においてはもちろん有向グラフとくにトーナ

メントの議論においても有用であろうと考えられる。

2．定　　義

一般にプール代数上の行列はプール行列と呼ばれるが（13），本論文では最

も基本的な0，1の要素からなるn次プール行列について考察をおこなっ
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ている。プール行列に関する演算や記法は文献（7）等に従うものとする。例え

ば，プール行列R，Sに対し，行列の和はRVSで，論理積はR〈Sで，

また行列積はR×Sで示される。R2はR×Rを意味するものとし，　R2の（i，

ノ）要素をTtj（2）で示す。とくに

　　　△R＝R〈R’

　　　▽R＝R〈R’

と定められる。ここにR’はRの転置，RはRの否定である。

　単位行列を1，全要素が1の行列をEで表わすとき，R＞R’＞1＝Eを満

足する行列Rは連結的関係を表現する行列となる。したがって

R＞R’＞1＝EなるRを連結的行列と呼ぶことにする。R〈1＝0なるRは

非反射的，1≦RなるRは反射的，▽R≦∬なるRは反対称的，▽R・＝Oな

るRは非対称的と呼ばれる。またR2≦RなるRは推移的，　R2≦RなるRは

非推移的と呼ばれる（15）（16）。

3．結　　果

　まず，連結的関係に関連する基本的な性質を示し，それを用いて連結性の

もとで成立する若干の性質について述べている。また非推移的関係に関する

一つの性質を示している。次に連結性のもとでの同値条件とくにR2≦R＞1

と同値になる条件について述べている。さらに連結性のほかに反対称性を仮

定したときの推移性すなわちR2≦Rと同値になる多数の条件を示している。

最後に反射的な連結性のもとでの同値条件について考察をおこなっている。

　〔性質1〕　S≦R＞R’＞1のとき

　　s≦R’＝＝⇒s≦△R＞1

　（証明）

　S≦R’〈（RVR’＞1）＝R’〈R＞R’〈1≦△R＞1　　　　　　　　（証明終）

　〔性質2〕　R＞R’＞1＝Eのとき
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　S≦R’＝＝＞S≦△RVI

（証明）性質1による。

　〔性質3〕　RVR’＞1＝・Eのとき

　　R2≦R’二⇒R2≦△R＞1

　（証明）　性質2による。

　なお，R2≦πについては一般に次の関係が成立する（9）。

　　　R2≦R’仁⇒R3〈1・＝O

　〔注意1〕　RVR’V　1＝．Eのとき

　　R2≦．R’＝⇒R2≦△R＞R〈1

とはならない。いま

R＝＝

［？1］

とおけば，

　　　R2　＝1＝R’

　　　△R＝O

　　　R〈1＝0

となり，RVR’VI＝EでかつR2≦R’であるけれども，

　　　R2≦△RVR〈1

とはなっていない。

　〔性質4〕　RVR’＞1＝E，　R〈1；Oのとき

　　R2≦R’ぐ＝⇒R2≦△RVI

　（証明）（1）R2≦R’のとき

性質3によってR2≦△R＞1。

（2）R2≦△RVIのとき

（a）片ノのとき

　　　　7、ゴ（2）≦r、j〈rji≦rji
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（証明終）

（証明終）
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（b）i＝ブのとき

　rii＝0だからrti（2）≦1＝　rii　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質5〕（9）RVR’＞1　・Eのとき

　　・R2≦R’＝＞R2≦R＞1

　（証明）　性質3による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意2〕　RVR’＞1＝Eのとき

　　　　R2≦R’＝⇒R2≦R

とはならない。いま

　　　R－［91］

とおけば，R＞R’＞1＝Eであって，　R2＝1＝R’となるが，　R2≦Rとはなら

ない。

　〔性質6〕　R＞R’〉∬＝E〈＝⇒R’≦△R＞1

　（証明）（1）RVR’＞1ニEのとき

　　．R’＝．R’〈E

　　　＝Rノ〈（R＞R’VI）

　　　＝R’〈RVRt〈∬≦△R＞1

　（2）R’≦△R＞1のとき

　　R’＞R’≦R〈R’V∬＞R’

　　　　　＝（R＞R’）〈（R’＞R’）＞1

　　　　　＝RVR’VI

R’＞R’＝Eであるから

　　　R＞R’〉∬＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，このほかのR＞R’VI＝Eと同値な条件については文献（8），⑩でも

示されている。とくに，次の関係が知られている。

　　R＞R’＞1＝E〈＝⇒R’＝△R＞（R〈1）

　〔性質7〕　RVR’＞1＝・Eのとき
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　（1）R〈1＝0仁⇒R’＝△R＞1

　（2）R2≦R’＝⇒R’＝△R＞1

　（証明）（1）（a）R〈1＝0のとき

　　R’＝R’〈（RVR’VI）＝△R＞（R’〈1）

R〈1＝＝OだからR’〈1＝1。よってR’＝△R＞1。

　（b）R’＝△RVIのとき

　R’≧1だからrii＝0。すなわちR〈1＝0

（2）R2≦R’によってrii＝0となる。なぜなら，

rii（2』1となり，

R〈1＝Oとなり，（1）によって．R’＝△RVI。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　もしrii＝1とすれば，

　　　　　　　rii＝＝　1となってrti＝1と矛盾するからである。こうして

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　明らかに，すでに示している性質3のR2≦△R＞1は上の（2）からも得ら

れる。

　次に，これまでのR2≦R’のかわりに．R2≦Rを考えてみよう。この

R2≦Rなるプール行列Rで表現される二項関係は非推移的であるといわれ
る（10）（15）（16）（18）。

　（’tt質8〕　n≧3かつRVR’＞1＝Eのとき

　　　　R2≦R＝⇒R2・R’

　（証明）（1）TiiC＝γκ」＝1とおきrji　＝＝　1となることを示す。　R　2≦Rによっ

てR〈∬＝0であるから片々，々キノ。

　（a）iキブのとき

　rij（2）＝1だからrij＝0。したがってR＞R’＞1＝Eからr／i　＝＝　1。

　（b）δ＝ブのとき

　rtiC＝rκi＝1，　iキk。

　この場合はありえないことを示す。

　（i）　あるZに対してrti＝1，片‘，片々のとき

　rliC（2』1。よってrlhニ0，　TiCl　＝　1。またriCi（2）＝1となり，　riCi＝O。しかし，

これはTiCi＝1と矛盾する。

　（ii）　ある1に対してritニ1，1キi，　Zキ々のとき
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　Tκ1（2）＝1。よってrlel　＝O，γ、κ＝1。またriiC（2｝＝1となり，　rile＝0。しかし，

これはr、iC＝1と矛盾する。

　こうしてR2≦R’。

　（2）rJi　・1とおく。このときi・￥j。いまkキi，　kキブとする。

　（a）riiC＝1のとき

　γ」κ（2』1となり，Tj・iC＝0，　Thj＝1。したがってγ‘ゴ（2）＝1。

　（b）riCi＝1のとき

　この場合はありえないことを示す。

　（i）　γκノ＝1のとき

　rκi〔2』1となり，r、、i＝0。しかし，これはrhi　・＝　1と矛盾する。

　（ii）　γノκ＝1のとき

　rji（2』1となり，㌦＝0。しかし，これはrji＝1と矛盾する。

　こうしてR’≦R2。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質8はn＝2では成立しない。これは

　　　R－［ll］

とおいてみれば，明らかである。すなわちR2＝R＝1であるけれども，

R2＝、R’とはならない。

　すでに報告しているように，n≧4のときR＞Rノ〉∬＝EかつR2≦Rなる

Rは存在しない（9）。したがって，ここでの性質8は実質上n＝3に関する性

質となる。また，n≧3のとき，　R＞R’VI＝＝EかつR2　・OなるRも存在し

ない（11）。

　なお，次の関係の成立することも知られている（9）。

　　RVR’VI＝E，　R2≦R＝＞R2≦R’＞1

　〔性質9〕　R2≦RVI＝〉すべてのk（k＝1，2，…）に対して

　RiC≦R＞1

　（証明）（1）k＝1のとき
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　明らかに　R≦RVI。

　（2）k≧2のとき

　　R2≦RVI

　　R3≦R2VR≦R＞I

　　R4≦R3＞R2≦R2vR≦RVI

　　RS≦R‘VR3≦R3＞R2≦R2＞R≦R＞1

以下同様にして

　　Rκ≦R＞1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質10〕　R5≦R＞1二⇒R2≦R＞．R’VI

　（証明）　いまT、iC〈7。ゴ＝1とするときr、j＞Tj、V　6・、，＝Oであるとする。こ

のときrij＝O，　rji＝1，片ブである。したがって

　　riiC〈7°κ，〈γ」‘〈γ‘κ〈riCj＝1

となり，r、j（5』1，　r、j　＝　1となる。しかし，これは7〃＝0と矛盾する。よっ

てR2≦R＞R’＞1となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意3〕　RS≦RVI＝⇒R2≦RVI

とはいえない。たとえば，

－
iil］

とおけば，

R2－
ii；］×［ii；／－［iii］

　　　．R5＝0

［iil］

であって，RS≦R＞1であるけれども，　R2≦R＞1とはなっていない。
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　〔性質11〕　R＞R’＞1＝Eのとき

　ある1（1＝0，1，2，…）に対して（R〈∬）2＋31≦R＞R’V∬＝⇒

R2≦RV∬

　（証明）　riiC＝デκ」≡』1とおき，ケ‘ゴ〉傷；1となることを示す。　S＝R〈1

とする。

　（1）i＝kのとき

　　　γij＝γκゴ＝1

　（2）k＝ノのとき

　　　7ij＝Tihニ1

　（3）i＝ゴのとき

　　　rij＞δtjニrii＞δ‘，＝　1

　（4）t＝X＝　k，kキノ，　iキノのとき

　もしrij＝0とすれば7」ε諏1。したがって

　　　TiiC〈TiC．i・＝1

　　　γ‘κ〈γκ」〈γノ‘＝1

　　　8ij（2＋鋤＝1

よってγ‘」V7ノ‘〉δ‘，＝1となり，　Tji　＝1となるが，これは7∫‘ニ1と矛盾する。

ゆえにγ‘∫＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意4〕　RVR’VI＝Eのとき

　ある1（1＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦RVR’＞1＝⇒R2≦R

とはいえない。いま

　　　R－［ll］・i－2

とおけば

　　（R〈1）2＋3』（R〈1）8＝1

となり，

　　（R〈1）2＋31≦RVR’＞1
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であるけれども，．R2≦Rとはならない。

　〔性質12〕R＞R’＞1・・Eのとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R＞1

　（2）RS≦R＞1

　（3）すべての1（1＝：O，1，2，…）に対してR2＋31≦R＞1

　（4）ある1（1＝O，1，2，…）に対してR2＋31≦R＞∬

　（5）　　R2≦R＞R’＞1

　（6）　　RS≦R＞R’VI

　（7）すべての1（1＝O，1，2，…）に対して

　　R2＋3t≦RVR’〉∬

　（8）ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2＋3t≦R＞R’VI

　（9）　　（R／＼∬）2≦RVI

（1①（R〈1）5≦R＞1

　（11）すべてのZ（♂＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦R＞1

　（12）ある1（1＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦R＞1

　（13）　（R〈1）2≦RVR’〉∬

（1の（R〈∬）5≦RVR’＞1

㈲　すべての1（1＝　O，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦R＞R’＞1

　⑯　ある1（Z＝0，1，2，…）に対して（R〈∬）2＋31≦RVR’〉∬

　（証明）次の場合を示せば十分である。

　（1）＝⇒（3）性質9による。

　（3）＝⇒㈹明らかである。

⑯＝⇒（1）性質11による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上記の性質中のRVR’＞1は次の性質によってR＞R’で置き換え

ることができる。

　〔性質13〕　RVR’VI＝R＞R’

　（証明）　RVR’≧1だから

　　　R＞R’＞1＝RVR’　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　〔性質14〕　▽R≦1のとき

　　　R2≦Rぐ＝⇒R2≦R＞∬

　（証明）　（1）R2≦Rのとき

　　　R2≦R≦R＞∬

　（2）R2≦RVIのとき

　r、、、〈riCj＝1とおき，傷＝1となることを示す。まず，このとき

γi」〉δ‘ゴ＝10

　（a）片ノのとき

　　　　rij＝1

　（b）i＝ブのとき

　riiC〈TiCi　・1および▽R≦1によって」＝々。したがってん＝TiC」・＝1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに知られているように，▽R≦1のとき次の関係も成立する（6）。

　　　R2≦R〈＝⇒（R〈∬）2≦R〈1

　次にR＞R’＞1＝Eで，さらに▽R≦∬であるとき，R2≦Rと同値になる

条件について考察を行う。このときは上の性質14によってR2≦Rと

R2≦RVIは同値であるから，性質12の各条件はすべてR2≦Rと同値であ

ることがわかる。次の性質はその条件の一部を示している。

　〔性質15〕　RVR’〉∬＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）すべてのZ（1＝0，1，2，…）に対してR2＋31≦R＞∬

　（3）ある1（1＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦R＞R’VI

　（証明）　性質12および性質14による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質16〕　RVR’＞1＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）R2≦R＞1

　（3）RS≦R＞1

　（4）　R2≦R＞R’＞1



　　　　　　　　　　　　連結的関係行列の初等的性質

　（5）　　RS≦RVR，VI

　（6）　　（R／＼1）2≦RVI

　（7）　　（R〈1）5≦RVI

　（8）　（R〈1）2≦R＞R’＞1

　（9）　　（R／＼1）5≦RVRノ＞1『

　（証明）　性質12および性質14による。

　〔性質17〕

　（1）R2≦R

　（2）　R2≦R＞Rt

　（3）　RS≦R＞Rノ

　（4）　　（R／＼1）2≦R＞R’

　（5）　　（R／＼1）5≦R＞Rノ

　（証明）　性質13および性質16による。

　〔性質18〕

　（1）R2≦R

　（2）すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR2＋31≦R

　（3）ある1（1＝0，1，2，…）に対してR2＋3t≦R

　（証明）（1）＝⇒（2）R2’3t≦R2≦R

　（2）＝⇒（3）明らかである。

　（3）＝⇒（1）riiC〈rin・＝1とおき，

　（a）片ノのとき

　もしrji＝1ならばTii（3）・＝1だから7‘12＋31）＝1となり，

ならばRVR’＞1＝・EによってTijニ1。

　（b）‘＝ブのとき
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（証明終）

R＞R’＞1＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

RVR’VI＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

ri」＝1となることを示す。

TiiC〈riCi＝・1および▽R≦1によってi＝k。したがって

　　　7‘，＝7he・＝1

〔性質19〕　R＞R’VI＝E，▽R≦1のとき

　　R2≦Re⇒R5≦R

Tij・＝1。もしr、・i＝0

（証明終）
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　（証明）性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質20〕　R＞R’VI・E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）すべてのZ（♂＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2’31≦R

　（3）ある1（1＝0，1，2，…）に対して（R〈∬）2＋31≦R

　（証明）　（1）＝⇒（2）（R〈1）2＋31≦R2’3t≦R2≦R

　（2）＝⇒（3）明らかである。

　（3）＝⇒（1）性質12および性質14による。　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質21〕RVR’VI＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）すべてのZ（Z＝0，1，2，…）に対してR2＋31≦R’VI

　（3）ある1（1ニ0，1，2，…）に対してR2＋31≦R’＞1

　（証明）（1）＝⇒（2）R2＋31≦R2≦R

　ここでR≦π＞1，すなわちrij＝1のときr，i＞S、j＝1となることを示す。

i＝ノのときは明らかであるからi・￥　」とする。▽R≦∬によってγ，‘ニ0。し

たがってrn＝1となり，　R2＋31≦R≦R’V∬となる。

　（2）＝⇒（3）明らかである。

　（3）＝⇒（1）riiC〈rhe・＝1とおき，γ‘戸1となることを示す。

　（a）片ノのとき

　もしri」　＝OであればTji＝1となり，　rii3｝　：1。よってrij（2＋3i）＝1となり，

rjiニ1となる。

しかし，これはrji＝1と矛盾する。したがってri」＝1。

　（b）i＝ブのとき

　rtiC〈riCi＝1だから▽R≦1によってi＝k。

したがって

　　　　rt」＝rnt＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質22〕　R＞R’＞1＝E，▽R≦1のとき

次の条件は同値である。
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　（1）R2≦R

　（2）すべての1（1＝O，1，2，…）に対して

（R〈1）2＋31≦R’V∬

　（3）ある1（1＝0，1，2，…）に対して（R〈ア）2＋31≦πVI

　（証明）　（1）＝⇒（2）性質21による。

　（2）＝⇒（3）明らかである。

　（3）⇒（1）性質12および性質14による。

　〔性質23〕（7）　（△R）2≦R＞R’VIのとき

　　▽R≦1，（△R）3〈1＝0⇒R2≦△RV（R〈1）

　（・tk質24〕（9）R2≦△R＞（R〈1）＝⇒▽R≦1，（△R）・〈1－O

　〔性質25〕（12）　（△R）2≦RVR’VIのとき

　　▽R≦1，（△R）3〈∬＝0仁⇒R2≦△RV（R〈1）

　（証明）　性質23および性質24による。

　〔性質26〕（9）RV．R’VI・＝＝Eのとき

　　▽R≦1，（△R）3〈∬＝o〈⇒R2≦△R＞（R〈∬）

　（証明）　性質25による。

〔性質27〕（8）R2≦R，▽R≦1¢⇒R・≦△R＞（R〈1）

　〔性質28〕　▽R≦1のとき

　　　R2≦Rぐ＝⇒R2≦△RV（R〈1）

　（証明）　性質27による。

　（’性質29〕　RVR’＞1＝E，▽R≦1のとき

次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）R2≦△R＞（R〈∬）

　（3）　（△R）3〈1＝＝O

　（証明）　性質26および性質28による。

　〔性質30〕　▽R≦1ぐ＝⇒R＝△R＞（R〈1）

　（証明）（1）▽R≦1のとき

（569）－403一

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）

（証明終）
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　　　R〈1＝＝▽R〈1＝：▽R

よって

　　R＝△R＞▽R＝＝△RV（R〈1）

　（2）R＝△R＞（R〈1）のとき

　　　▽R＝R〈R’

　　　　　＝（△R＞R〈∬）〈R’

　　　　　＝R〈1〈R’＝▽R〈1

したがって▽R≦1となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，▽R≦1と同値な条件として

　　　　R≦．R’＞1

が知られているが（6），これからR＝△RV（R〈∬）を導くこともできる。す

なわち

　R≦π〉∬ぐ＝⇒R＝（】配V1）〈R＝△R＞（R〈1）

　〔性質31〕（8）▽R≦1〈＝⇒△R＝R〈∬

　（’1生質32〕　R＞R’＞1＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

　（2）すべての1（1・＝O，1，2，…）に対してR2＋3t≦△RV（R〈∬）

　（3）あるZ（Z＝0，1，2，…）に対して（△R）2＋31≦R＞R’VI

　（証明）　（1）＝⇒（2）性質30によって

　　　　R…1≦R2≦RニムRV（R〈1）

　（2）＝⇒（3）（△R）2’3‘≦R2＋3t≦△RV（R〈1）

　　　　　　　　　　　　　　　　≦R≦RVRt＞1

　（3）＝⇒（1）性質31によって

　　　　（R〈1）2＋3t≦R＞R’VI

性質15によってR2≦R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　さらに同値な条件として次の性質も知られている。

　　〔性質33〕（8）R＞R’〉∬＝E，▽R≦1のとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R
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（2）　（R〈∬）n＝0

（3）　（R〈1）3〈1＝0

（4）　　（R）2≦R

（5）　　R5≦R’＞1

〔性質34〕　RV．R’＝Eのとき

（571）－405一

　ある1（1＝・O，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦RVR’＝⇒R2＝R

　（証明）性質11および性質13によってR2≦R＞1。ところで1≦Rである

からR2≦R。すなわちR2＝Rとなる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質35〕　R＞R’＝E仁⇒R＞R’＝R

　（証明）（1）R＞R’＝Eのとき

　　R＞R’＝R＞R’〈E

　　　　　＝R＞R’〈（R＞R’）

　　　　　＝R＞R’〈R＝R

　（2）RVR’＝Rのとき

　　　R＞Rt＞Rt＝RVR’

　　　　　R＞R’＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　RVR’＝Eと同値な条件については文献（5），（9）においても述べられてい

る。

　〔性質36〕　R＞R’＝Eのとき

　R2≦R＝〉すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR2＋3i＝RVR’

　（証明）R2≦Rのとき1≦Rによって

R2＝RとなるからR2＋3t＝R。一方性質35によってRVR’＝Rであるから

R2＋31＝R＞R’。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

性質12の条件RVR’VI＝EをR＞R’＝Eにすると次の性質が得られる。

　〔性質37〕R＞R’＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R

（2）R5≦R

（3）すべての1（Z＝0，1，2，…）に対してR2＋31≦R
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（4）

（5）

（6）

（7）

（8）

（9）

（1①

（11）

（12）

（13

（1の

㈲

（1⑤

（1の

（18）

⑲

（2◎

（21）

（22）

㈱

（2の

　（証明）

同値となる。次に（1の一（24については以下の場合を示せば十分である。

　（1）＝⇒（1の　1≦RだからR2≦RのときR2＝Rとなる。

　（10＝⇒（19）明らかである。

　（19）＝⇒（2①　明らかである。

　（19）＝⇒㈱　R＞R’＝Eのとき性質35によってR＞R’＝・Rだから

　　　　　　R2＋3t…R　・RVR’。

ある1（1　・O，1，2，…）に対してR2＋3t≦R

R2≦R＞R’

RS≦R＞R’

すべてのZ（Z＝0，1，2，…）に対してR2＋31≦RVR’

あるZ（1＝O，1，2，…）に対して．R2＋3t≦RVR’

（．R〈1）2≦R

（R〈∬）5≦R

すべての1（1　・O，1，2，…）に対して（R〈∬）2＋31≦R

あるZ（Z＝0，1，2，…）に対して（R〈1）2＋3t≦R

（R〈1）2≦R＞R’

（R〈1）5≦RVR’

すべての1（1＝＝O，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦RVR’

ある1（1　・O，1，2，…）に対して（R〈1）2＋31≦RV、R’

R2　・R

RS＝R

すべての1（1＝0，1，2，…）に対してR2＋31＝R

ある1（1・＝0，1，2，…）に対してR2＋31＝R

R2＝R＞R’

RS＝RVR’

すべての1（1＝：O，1，2，…）に対してR2＋3i＝R＞R’

あるZ（Z＝0，1，2，…）に対してR2＋3t＝R＞R’

　　（1）一㈹は，R＞R’＝EのときR＞1＝Rだから性質12によって
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　（2①＝⇒（29性質35による。

　㈱＝⇒（29　明らかである。

　（20＝⇒（1）性質34による。

　〔性質38〕（5）R＞R’＝E〈＝⇒△R＝π

　〔性質39〕R3〈1＝Oe⇒（R’）3〈1ニ0

　（証明）　S　・R’とおく。

　（1）R3〈1＝＝Oのとき

　もし　SiiC〈SiCl〈Sli＝1とすれば，　Thi〈TliC〈ril＝1，

すなわちTit〈rliC〈riCi　＝・　1。しかし，

よって（R’）3〈1＝0。

　（2）（R’）3〈1＝0のとき

　S3〈1＝0だから（1）によって（S’）3〈1＝O。

ところでSニR’であるからR3〈1＝・O。

　〔性質40〕　RVR’＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R≦1，（△R）3〈∬＝O

（2）▽R≦1，（R’）3〈∬＝＝O

　（3）▽R≦1，（R）3〈∬＝0

　（4）　R2≦△RV（R／＼1）

　（5）　　R2＝＝△、RV（R〈1）

　（6）　　R2≦△RV∬

　（7）　　R2＝：△RV∬

（8）R2≦R’V（R〈1）

　（9）　R2，・．R’V（R／＼1）

　（10）R2≦R’VI

　（証明）　（1）〈＝⇒（2）性質38による。

　（2）く＝⇒（3）性質39による。

（1）⇔⇒（4）性質26による。

　（4）〈＝⇒（5）（a）R2≦△R＞（R〈∬）のとき

（573）－407一

（証明終）

これはR3〈1＝0と矛盾する。

（証明終）
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　　　　R2≦△R＞（R〈1）≦R

R＞R’一＝Eから1≦RであるのでR≦R2。よってR2ニムRV（R〈∬）。

　（b）R2＝△R＞（R〈1）のとき

　明らかにR2≦△RV（R〈1）。

　（4）〈：＝⇒（6）　R〈1＝1による。

　（4）C⇒（8）性質38による。

　（5）〈＝⇒（7）　R〈1＝＝∬による。

　（5）C⇒（9）性質38による。

　（8）〈＝⇒㈹　R〈1＝1による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，RVR’＝Eのもとでの性質40の条件と同値なものとして次の性質

も知られている。

　〔性質41〕（6）RVR’＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）R2≦R’VI

　（2）R2＝R’＞1

　（3）すべての1（1＝1，2，…）に対してRi≦R’＞1

　（4）ある1（Z＝2，3，…）に対してRi≦R’VI

　（5）すべてのZ（1・＝1，2，…）に対してR’＝　R’VI

　（6）ある1（1ニ2，3，…）に対して．R’＝．R’＞1

　（7）　▽R≦1，　R2≦R

　（8）▽R≦1，（R）2≦R

　（9）　▽R≦1，　（R／＼1）3／＼1＝＝：0

　（1①　（R〈1）n＝0

　すでに述べたように，RVR’　・Eのもとでは△R＝R’となる。また1≦R

であるから

　　　　R2≦Rく＝⇒R2＝R

　　　　▽R≦1〈：＝⇒▽R＝1

も成立する。したがって，これらの関係を使って性質41の条件を置き換える
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ことができる。

4．ま　と　め

　連結的関係についてプール行列を用いて考察をおこない，連結性のもとで

成立する数多くの同値条件を明らかにすることができた。これらの同値条件

はこれまでほとんど注目されていない条件またはこれまで知られている条件

の一般化となっており，選好関係やトーナメントにおける連結性の議論にお

いて有用であろうと考えられる。また本文中で示したように，連結的関係の

もとでの同値条件に関しては反対称性と推移性が重要な役割を果している。

　残っている今後の問題としては，連結性のもとで推移性と密接な関連をも

つべき零性についてさらに考察をおこなうこと，また連結性を仮定しない場

合のべき零行列の性質について考察をおこなうことなどがある。また本論文

で示した連結的推移関係や反射的な連結的関係の性質についてさらに考察を

おこなうことやこれらの関係に関する性質の統一を試みることなども今後の

課題である。
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