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連結的推移関係行列の性質

橋　本　　寛

1．まえがき

　連結的推移関係を表現するプール行列の基本的性質について考察をおこな

い，このプール行列に関して従来知られている性質の一般化，およびこれま

でほとんど知られていないと思われる若干の性質などを示している。一部の

性質は2項関係または有向グラフの性質としてよく知られているものである

が，行列演算を用いて表現することにより，興味ある形でプール行列として

の性質が得られることを示している。連結的推移関係は連結性と推移性をも

つ2項関係であって選好関係1＞やトーナメント2）5）において基本的な関係であ

る。

　プール行列は通常0と1の要素からなる行列であるが，種々の興味ある性

質を有しており，その基本的性質は従来からよく調べられているど）17）プー

ル行列は関係の論理学6）やグラフ理論などと表裏の関係にあり，それらの性

質は互に変換することが可能である。プール行列は応用上きわめて重要で

あって，数理心理学i4）数理社会学1）16）3°）スイッチング理論i°）計算機プログ

ラミングig）データ構造4）など幅広い分野に応用されている。またプール行

列は非負行列3）29）や確率行列24）などとも密接な関連があり，分解可能性や原

始性（primitivity）について類似の結果が知られているぎ29）

　本論文ではまず以下の議論において必要となるプール行列の演算および記

法と若干の特殊なプール行列を定義している。次に連結的な推移関係を表現

するプール行列の性質について考察をおこない，いくつかの興味ある性質を
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示している。連結性と推移性をもつプール行列はプール行列の理論および応

用において重要な位置を占めており，とくに推移性をもつ行列は順序や，情

報検索モデルの簡約12＞13＞およびプール行列の分解問題11）において重要な役割

を演じている。ここではとくに連結性の下で成立するプール行列に関する必

要十分条件について調べている。

2．定義

　プール行列は一般にはプール代数上の行列であるが15）ここでは0，1の

要素からなる行列と考え，以下のように演算を定める。まず0，1の値をと

る変数x，yに対して，　x＞y，　x〈y，房をそれぞれmax（x，　g），’min－

（x，y），1一コcで定める。またn次のプール行列R＝［r、j］，　S＝［s、j］に

対しては

　　R＞s＝［γ、、＞8、、］（和），

　　R〈S＝［ri，〈8ij］　（論理積），

　　R×S＝［（ril〈8、ゴ）〉…〉（rin〈8nj）］　（そテ　リ不責），

　　RI＝＝R，

　　Rκ＋1；Rh×R　　（んニ1，293，・・・・・…　。），

　　R＋＝R＞R2＞…＞Rn　（推移閉包），

　　R’；［7π］　（転置），

　　R＝［rij］　（否定），

　　AR＝R〈R’

　　▽R＝R〈R’（対称核），

　　R≦S〈＝⇒riゴ≦8、、（i，ノ＝1，2，…，n）

と定める。本論文においては，特に指定しないかぎり，行列はすべて0，1

の要素をもつn次のプール行列であるとする。

　次にいくつかの特殊なプール行列とその記法を定める。まず1で単位行列
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すなわち対角要素がすべて1で他の要素は0である行列を示す。また0で

零行列すなわち全要素が0の行列を示し，Eで全要素が1の行列を示す。

プール行列RがR2≦Rなる条件を満たせば，このときRは推移的である

といわれ，∬≦Rなる行列Rは反射的，R〈1＝0なる行列Rは非反射的

といわれる。またR＞Rt＞1＝EなるRで表現される関係は連結的（con－

nected）または完全（complete）であるといわれる碧28）なお，一般に行列R，

Rκの（i，」）要素をそれぞれr・j，〆かで表わすことにする。

3．結果

　連結的関係とくに連結的推移関係を表現するプール行列の基本的性質につ

いて述べる。すでに述べたように，それらの性質の中には関係論理学や有向

グラフの理論において本質的にはよく知られているものも含まれているが，

プール行列の性質として表現し直し証明を与えている。また従来知られてい

る結果を一般化した性質も含まれている。さらに，これまで余り知られてい

ないと思われるいくつかの性質も示している。

　連結的な行列RすなわちR＞Rノ＞1ニEなるRは反射性によって大き

く次の3種類に分類することができる。

　（1）R〈1＝1すなわち1≦RなるR

　（2）　R〈1＝0なるR

　（3）　R〈1キ1，R〈1キ0なるR

第1のものは反射的であり，第2のものは非反射的であり，第3のものはそ

のいずれでもない。明らかに第1の条件を満たす連結的行列はRVR’＝E

なるRと同じものである。各々は反対称性すなわち▽R≦1となるかどう

かによってさらに2つに分けることができる。

まず（1）については

　　（1α）　ワR＝1なるR
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　（lb）　▽Rキ1なるR

の2つに分けることができる、また（2）については

　（2α）　ワR＝・0なるR

　（2b）　7Rキ0なるR

と分けることができ，（3）については

　（3α〉　ワR〈1＝0すなわち▽R≦1なるR

　（3b）　ワR〈1キ0なるR

と分けることができる。明らかに（1a）であれば（1）となり，（2a）であ

れば（2）となり，（1a）または（2a）であれば（3a）となる。このよう

に連結的行列は6種類に分類され，これらの連結的行列の性質は以下の議論

において明らかにされる。

　〔性質1〕　R＞R’＞1＝E，Rn＝0⇒R2≦R．

　（証明）　rii、・・＝r。j＝1とする。このときδ＝ブならばrih〈γκi＝1と

なってRnキ0となるからi　」F　」。よって，もしrtj＝0ならばiキ」だか

らrji＝1。したがって

riκ〈rκj〈γ’ノ‘＝1

となり，Rηキ0が得られるが，これは矛盾している。こうして窃＝1。ゆ

えにR2≦R。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質の中のRn＝0なる行列Rはべき零行列といわれ，アサイク

リック・グラフを表現する行列である。次の性質はよく知られている。

　〔性質2〕　R2≦R，　R〈1＝0⇒Rn＝0。

　（証明）　R〃キ0と仮定すれば，あるん（0），k（1），…，ん（n）に対し

て

7in　Olin　1）〈rlv　1，iC、21〈…　〈7κ、n－1、iC，n、＝1。

よって，あるα〈bに対してh（α）＝ん（b）となり
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　　r、、。、in。．。〈…〈隔．1、inbi　＝　1。

したがって，Rの推移性により

　　r、Va、肋，＝rlv。、ina）＝1。

これはRが非反射的であることと矛盾する。

よってRn＝0。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　臼生質3〕R＞R’＞1＝Eのとき

　　　　　　　　R2≦R，　R〈1＝0〈＝⇒Rn＝0

　（証明）　性質2によって，R2≦R，　R〈1＝0のときRn＝0である

から性質1によって明らかである。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　非反射的でかつ連結的な推移関係は強順序と呼ばれることがある8なお，

この性質は次のように表現することもできる。

　〔性質4〕R＞Rノ＞1＝E，R〈1＝0のとき

　　　　　　　　R2≦Rぐ＝⇒Rn＝0。

　（証明）　性質3による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質4から次のよく知られている性質が直接的に得られる。

　〔性質5〕2）R＞R’＞1＝E，▽R＝0のとき

　　　　　　　　R・≦Re⇒R・－o　　I

　（証明）　性質4による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　一般にR＞R’＞1・・Eかつ▽R＝0なる行列Rはトーナメントを表現

する行列である。したがって，この性質はトーナメントが推移的であるため

の必要十分条件を示しており，この結果はよく知られている。トーナメント

は有向グラフの特別な場合であって，ランキングの問題と関連して，数理心

理学，数理社会学において重要なものであり，その基本的性質はよく調べら
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れているぎ

　〔性質6〕 R＞R’VI；Eのとき

　　　　　　　　R2≦R，　R〈1－0⇒Rη一’キ0，　Rn＝0．

ただしn≧2とする。

　（証明）　行列RがR2≦R，　R〈1＝0のときRn＝0となることは

性質2によって明らかである。

　まずn＝2の場合について考える。n＝2なる行列RでR＞Rノ＞1；

E，R2≦R，　R〈1＝0を満足するものは2つである。

これらの行列については確かにR””　・tOが成立している。

　次にn≧3の場合を考える。いまR”’1＝0と仮定する。このときn≧3

およびR＞R’＞1＝Eによってある♂（2≦Z≦n－1）に対してR’一’キ0，

Ri＝0となる。したがって適当なi，ん（1），　k（2），…，ん（♂－2），」に対して

デ湖、〈丁枷in、21〈…〈γin　l－2げ＝1

となる。Rn＝0だから，　i，　k（1），　h（2），…，ん（Z－2），　jは互に相異なってい

る。また1≦n－1であるから，｛i，h（1），ん（2），…，h（1－2），ブ｝に属さない

添字mが存在する。このときR’＝0であるから，rmi＝0であり，また

mキiであるから7’im＝1。さらにR‘＝0によってTmin”＝0であり，　m

キk（1）であるから，rin1、m＝1となる。同様にして

rm　in　2，　＝　O，　riCl　2，m＝1，

γmゴ＝0，　rjm＝：1

が得られる。このとき，ゲ品＝1となり，R’＝0と矛盾する。したがって
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Rn’1キ0でなければならない。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質は推移的トーナメントにおけるハミルトン・パスの存在性に関す

る結果に対応するものである碧また次の性質に示すように、非反射的で推移

的な行列RがR””’　・＃0を満足すればこれは連結的となる。

　〔性質7〕　R2≦R，　R〈1＝0，　Rn－1キ0＝⇒R＞R’＞1；E。

　（証明）　Rn』1キ0によって適当なk（0），ん（1），…，ん（n－2），ん（n－1）に

対して

　　rin。、h，）〈rκ、　i，k，21〈…〈γ肋．2枷一1、＝1。

｛k（0），ん（1），…，h（n－2），　k（n－1）｝はすべて相異なっているから，任意のi，

j（tキブ）はこれに含まれる。よってi＝ん（α），j＝k（b）とおけばR

の推移性によってα〈bのときはγ肋肋＝1となり，

r、Vb、ina、＝1となるから，　rij　V　rji＝1が得られる。

　〔性質8〕　R2≦R，　R〈1＝0のとき

　　R＞R’＞1＝Eぐ：＝⇒Rn－iキ0

　（証明）　性質6および性質7によって成立する。

α＞bのときは

　　　（証明終）

（証明終）

　次の性質は関係における推移閉包の基本的性質としてよく知られているも

のである。

　〔性質9〕25）26＞（1）Rκ≦R＋，ん＝1，2，…。

　（2）（R＋）2≦R＋

　（証明）　（1）1≦h≦nに対しては明らかに

　　Rκ≦RVR2＞…＞Rn＝R＋

ん＞nなるあるkに対して〆∂＝1と仮定すれば，適当なZ（1），Z（2），…，♂

（ん一1）が存在して

　　γ‘川くrl，1，1、2、〈…〈rl、κ一1、」＝1。
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　ここで，Z（0）；i，1（h）＝ノとおき適当なα，　bを選べば，　k＋1≧n＋2

　によって

　　　　1（α）＝1（b）　（α＜b），

　　　　αキ0またはbキん

　となり，さらに

　　　　riUl］〈…〈rl、α．　Mα，〈rllblt，b．1）〈…〈rl、h．、　lj・＝1

　となる。いまi，Z（1），…，Z（α），Z（b＋1），…，1（k－1），ブの個数がn＋2以

　上ならば，あるc，dに対して

　　　　Z（c）＝Z（d）　（c〈d），

　　　　cキ0またはdキk

　となる。したがって，同様の議論を繰り返していけば，1≦m≦nなるm

　に対してγ留＝1となる。ゆえに，

　　　Rκ≦R＞R2　V…＞Rn＝R＋。

　　（2）R＋の定義および（1）によって

　　　（R＋）2＝R2＞R3　V…＞R2n≦R’。　　　　　　　　　　（証明終）

　　次のべき零行列に関する必要十分条件はよく知られているが，べき零行列

　は本論文において重要な役割を演じているのでその証明を示しておこう。

　　　〔性質10〕7）次の条件は同値である。

　　（1）Rn＝0

　　（2）　（R＋）〈1＝0

　　（3）　　（R＋）n＝0

　　　（証明）　（1）⇒（2）R”　・．0であるので

　　　R＋〈1＝（R＞R2＞…V　Rn－’）〈1
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もしあるk＞0に対してRκ〈1キ0ならば，Rk’t　SF　Oとなり，これはRn

＝＝0と矛盾する。

よってR＋〈1＝0

　（2）⇒（3）性質9によって（Rト）2≦R’。したがって性質2から（R＋）n＝0。

　（3）⇒（1）Rn≦（R＋）n＝＝0だからRn＝0　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質11〕　S≦R，▽R＝0⇒S≦R’。

　（証明）　8‘ノ＝1とする。このときrtj＝1。したがってrji＝0，　rゴi

＝1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質12〕　任意のん（ん＝1，2，…）に対して，

　　Rκ≦R，VR＝0＝⇒Rκ≦R’。

　（証明）　性質11による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

次の性質の一部は有向グラフの理論においてよく知られているものであ

るぎ）

　〔性質13〕　R2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）　▽R＝0

　（2）　R〈1＝0

　（3）Rnニ0

　（4）すべてのh（k＝1，2，…）に対してRκ≦R’

　（5）あるh（ん＝1，2，…）に対してRκ≦Rt

　（6）　　R2≦R’

　　（証明）（1）⇒（2）ワR＝：0のとき明らかにR〈1＝0

　（2）⇒（3）性質2によってRn＝0

　（3）⇒（4）いまあるんに対してγ〔券1＝1，7ゴ、＝1と仮定すればゲかくTji

＝1。したがって〆海＋’1＝1すなわちTii＝1となってRn＝0と矛盾する。

ゆえにすべてのkに対してRκ≦Rノ。

　（4）⇒（5）明らかである。

　（5）⇒（6）〆ゐ＝1，rji＝1と仮定する。このとき〆嘉1＝1。したがって



一
98－（396） 第34巻第3・4号

rii＝1。よってすべてのkに対して〆藷1＝1，7、、＝0となって（5）と矛盾す

る。ゆえにR2≦R’でなければならない。

（6）⇒（1）　7‘ノ＝1，rji＝1とすればγi藍〕＝1，　rii＝1。これはR2≦R’

と矛盾する。よってワR＝0。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質14〕　R＞R’＞1ニEのとき

　　R2≦R，R〈1　・＝Oc＝⇒R5≦Rノ

　（証明）（1）　R2≦R，　R〈1＝0のとき

　性質13によってR5≦Rノ。

　（2）、RS≦Rノのとき

　ri、＝1，　Tji　：1とする。このとき

　　γij〈γji〈rij〈rji〈rij＝1

となり，〆ゐ』1。よってγji＝0。しかしこれはr、、＝1と矛盾する。よっ

てR〈R’＝0。したがってR〈1＝0。次にrtl；1，ん＝1，　rij＝0

とする。R〈R’＝0によってi・＃」。またR＞Rノ＞1＝Eによってrji

＝ 1。したがって

　　rtt〈γεゴ〈γノ‘〈γtl〈rlj＝1，

すなわち鵡＝1となり，rji＝0が得られる。

しかしこれはrj、　＝1と矛盾する。よってr、、＝1　　　　　　（証明終）

　この性質から直接的に得られる次の性質は本質的には関係の論理学におい

て知られているものであるが，そこでは全く別の形で述べられている。

　　〔性質15〕28）R＞R’VI＝Eのとき

　　R2≦R，　VR＝0〈＝＝⇒R5≦R’

　（証明）　性質14による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　必ずしも連結的でない行列Rに対しては次の性質が成立する。



連結的推移関係行列の性質 （397）－99一

　〔性質16〕　．R2≦R，ワR＝0＝⇒RS≦R’。

　（証明）　性質13による。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　R2≦RかつワR＝0となる行列Rで表現される関係はstrict　orderと呼

ばれることがある碧この性質の逆の成立しないことは次の行列を考えれば明

らかである。

R－
［糊・

　〔性質17〕　R＞R’＝Eのとき，

　あるん（h＝0，1，2，…）に対してR2＋3κ≦RノならばR2≦R。

　（証明）　rZi＝1，　rij＝0と仮定する。　R＞Rt＝Eによってrji＝1

であるので鵜く塩＝1。したがって〆船＝1となり

鵜＝1，鵜＝1，…，〆ゐ＋3iC’　＝1

となる。よってR2＋3h≦R’からγノ‘＝0となるがこれはすでに得られている

rj、＝1と矛盾している。ゆえにR2≦R。　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意1〕　R＞R’＞1＝Eのとき，

　　あるh（h＝0，1，2，…）に対してR2＋3κ≦Rノであっても，一般にはR2

≦Rとはならない。

例えば

R－
［18］・k＝＝2

とおけば，R＞R’＞1＝Eであって

R・＋・・－RS－ ［61］・π一H
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となりR2＋3κ≦πとなるが，　R2≦Rとはなっていない。したがって性質17

のRVR’＝EをR＞R’＞1＝Eで置き換えることはできない。しかし次

の性質は成立する。

　〔性質18〕　R＞R’＞1＝＝Eのとき

　すべてのん（h＝0，1，2，…）に対してR2＋3κ≦RノならばR2≦R。

　（証明）　このときん＝＝1とおけば性質15からR2≦R。　　（証明終）

　　〔性質19〕2）23）28）R＞R’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

　（1）R〈1＝0，R2≦R

　（2）Rn＝0

　（3）　R3〈1＝0，　ワR＝0

　（4）　（R）2≦R，　　▽R＝0

　（5）すべてのk（h＝1，2，3，…）に対してRκ≦R’

　（6）あるん（ん＝0，1，2，・・・）に対してR5’6κ≦Rノ

　（証明）（1）〈＝⇒（2）性質3による。

　（1）⇒（3）自明である。

　（3）⇒（1）7、κ＝rκj＝1とする。▽R＝0だからiキ」である。もしr、j

＝ 0ならば仮定によってr、、＝1である。よって

7ji〈γ‘κ〈riCj＝1

となり，R3〈1＝0と矛盾する。したがってri、＝1。一方▽R　＝＝0から

明らかにR〈1ニ0となる。

　（1）⇒（4）r、1、＝γκ」＝0とする。i＝hのときは明らかにr、」＝0である

ので，どキんとする。仮定によってrntニ1。したがって、7、、＝1，　r、、j

＝ 0によってr、ゴ　＝　O。一方性質13によって▽R＝0。

　（4）⇒（1）r、、＝rκj＝1とすれば▽R＝0によってこキノであり，また

rlti＝rj、iC＝0となる。したがってr」i　＝　Oとなり，δキブであるので，　ri、

＝1となる。またR〈1＝0となることは明らかである。

　（1）⇒（5）〆5』1とする。Rの推移性によってγ、ゴ＝1。このときR〈1
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＝ 0によってrjt＝O。

　（5）⇒（6）明らかである。

　（6）⇒（1）rij＝rji＝1とする。このとき〆嘉一1であるので

　　7吉＝γ1壽＝…　＝r［蹉2Zl＝・。。＝1，　　1＝091，2，…　。

ここで1＝3ん＋2とおけばr「む6κ；＝1。よってrj、　＝　O。これはrji＝1と矛

盾する。したがってVR＝0が得られ，　R〈1＝0となる。

　次にrtl＝rlj＝1のときrij＝Oであると仮定する。すでに得たワR＝0

によってiキ」だから，Rの連結性によってrji　＝：1。このときr“〈rtj〈

rji＝1すなわち〆認＝1となるので，

　　r「∂＝〆壽＝鵡＝…－r［汐3η1＝…；1，m＝O，1，　2，…。

ここでm＝2h＋1とおけばゲ〃6κ1＝1。したがってrji＝0となるが，これ

はrj、＝1と矛盾する。ゆえにr、j＝1でなければならない。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質の（4）の（R）2≦Rを満たす行列Rはnegatively　transitiveである

といわれるぎ〉この（4）の（R）2≦Rは▽R＝0であるので明らかに（R）2＝R

で置き換えてもよい。しかし次の注意で示すように▽R＝0をR〈1＝0

で置き換えることはできない。

　〔注意2〕　R＞Rノ＞1＝Eのとき，

　R〈1＝0，（R）2≦Rであっても一般にはR2≦Rとならない。

例えば

R－

とおくとき，R＞R’VI＝E，　R〈1＝0であり，
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R一

（R）・　・・
［洲×1淵一贈］－li？

となるが，

R2－

であって，R2≦Rとはなっていない。しかし，もしR〈1＝0をワR＝

0で置き換えれば，性質19で示したようにR2≦Rとなる。

　〔性質20〕　次の条件は同値である。

　（1）VR＝0

（2）AR＝R

（3）R≦R’

　（証明）　（1）⇒（2）AR＝ARVO＝AR＞ワR＝R。

（2）⇒（3）AR＝Rを書き換えて，　R〈Rノ＝R，よってR≦R’。

（3）⇒（1）R≦RノからR〈Rノ＝R。よって

　　ワR＝R〈R’＝R〈R！〈R’＝0　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質を使っで1生質19のワR＝0を同値な条件で置き換えることがで

きる。

　〔性質21〕28）RVRノ＞1ニEのとき

　　R2≦R＝⇒（R）2≦R
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　（証明）　7‘κ＝riCj＝0とする。

　（1）i＝hのとき

　明らかにTij＝0。

　（2）iキkのとき

　R＞R’VI＝Eからrκ、＝1。またγ虎、＝1，　rκj＝0によってrij＝0。

ゆえに冗κ；7㌔＝1のとき7㍉、＝1。　　　　　　　　　　　（証明終）

　すでに注意2で述べたようにR＞Rノ＞1＝Eのとき（R）2≦Rであって

も一・般にはR2≦Rとならない。

　〔性質22〕1）9）（1）R2≦R，　R＞R’－E＝⇒（R）2≦R。

　（2）R2≦R，▽（R）－0＝⇒（R）2≦R。

　（3）　　（R）2≦R，　　▽「R＝0　：＝＝＝＞　R2≦R。

　（証明）　（1）R＞R’＝EのときR＞Rノ＞1＝E。よって性質21に

よって（R）2≦R。

　（2）ワ（R）＝0からR〈（R）ノ＝0すなわちR＞Rノ＝E。したがって（1）

によって（R）2≦R。

　（3）上の（2）においてRをRで置き換えればよい。　　　　　（証明終）

　なお，R＞Rノ；Eなる行列Rで表現される関係はstrongly　completeで

あるといわれるが1）これによって完全性または連結性を定義する文献もあ

るぎまた（R）2≦R，ワRrOなる行列Rで表現される関係をFishburng）は

weak　orderと呼んでいる。しかし通常のweak　orderはR2≦R，　R＞R’

＝ Eなる行列Rで表現されるぎ）このように順序に関する用語は若干混乱し

ている。

　〔性質23〕　次の条件同値である。

　（1）R＞Rノ＝E

　（2）　AR＝Rノ

　（3）Rノ≦R

　（4）　　ワ（R）＝0

　（証明）　（1）⇒（2）R＞R’　＝・’Eから
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AR＝（R〈R’）V（R’〈R’）＝E〈R’

よって　AR＝Rノ。

（2）⇒（3）△R＝R’を書き換えてR〈R’＝Rノ。よって　Rノ≦R。

（3）⇒（4）R’≦RからR’〈R≦R〈R＝0。よってワ（R）＝0。

　（4）⇒（1＞7（R）＝0を書き換えてR〈R’＝0。よってR＞R’＝E。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質によって性質22のR＞R’＝Eを同値な条件で置き換えることが

できる。

　〔’性三質24〕　　　（1）　　R2≦R，　　S2≦S，　R≦S　＝＝〉　（R〈　S’）2≦R／＼S，　o

　（2）R2≦R＝⇒（AR＞2≦AR。

　（証明）　（1）riiC〈否。、＝rhj〈否ゴ、＝1とする。

このときrtiC＝rκj＝1であるからRの推移性によってγ‘」＝1。またR≦

Sによって8、。＝Si，＝1である。一方8ゴ。＝0であるのでSの推移性によっ

て8ji＝0。よってrij〈吾ji＝1。

　（2）上の（1）においてS；Rとおけばよい。　　　　　　　　（証明終）

　この性質24からすでに示している性質22を導くこともできる。すなわち

R＞R’；Eであれば

　　Rノ＝R’〈（R＞Rノ）＝Rノ〈R＝AR

となるから（2）によって（R’）2≦Rノとなる。ゆえに転置して（R）2≦Rが得ら

れる。なおこの性質24の（2）は本質的にはよく知られているようであるぎ）21）

　〔性質25〕　R＞R’VI＝E，ワR≦1のとき，

R2≦R〈＝＝⇒（R）2≦R

（証明）　（1）．R2≦Rのとき

性質21によって（R）2≦R。

（2）（R）2≦Rのとき
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　riit＝γκノ；1とする。

　（a）i＝hのとき　rij＝1

　（b）ん＝ノのとき　窃＝1

　（c）i＝」のとき

　riiC＝γκ‘＝1。　V　R≦∬だからi＝h，よって窃＝1。

　（d）どキん，kキノ，　iキブのとき

　TiCi＝7，。＝0。よってγj、＝O，　rij＝1。　　　　　　　　（証明終）

　なお，すでに述べたようにワR≦1なる行列Rは反対称であると呼ばれ

る。▽R≦1をワR＝0で置き換えれば次の性質が得られる。

　〔性質26〕　RVR’＞1＝＝E，　VR＝0のとき

R2≦R〈＝＝⇒（R）2≦R

　（証明）性質25による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質は容易にわかるように性質19からもいえる。注意2で述べたよう

に，ワR＝0をR〈1＝0で置き換えることはできない。なお，R2≦R

と同値な条件に関しては次の性質も成立する。

　〔性質27〕　R＞R’＞1＝E，ワR＝0のとき次の条件は同値である。

（1）R2≦R

（2）R”　．，0

　（3）　　R3／＼1＝＝0

　（4）　　R5≦Rノ

　（証明）　性質19によって明らかである。　　　　　　　　（証明終）

4．むすび

　応用上重要なプール行列の一つである連結的推移関係行列について考察を

おこない，いくつかの基本的性質を得ることができた。ここで扱った連結性



一
106－（404） 第34巻第3・4号

や推移性は順序やトーナメントの理論において必須のものであるから，ここ

で得られた性質はそれらの分野における議論において有用であろうと考えら

れる。また，ここで述べた性質の一部は関係論理学やグラフ理論において本

質的には知られているものであるが，プール行列の性質として表現すること

により，興味深い形の性質が得られ，それらの性質の行列論的意義を明らか

にすることができた。

連結的推移関係は順序に関する基本的な定理であるスピルラインの定

理1）27）と密接な関連があり，これについてプール行列を用いて議論すること

は興味あることである。また本論文における議論からも明らかなように，

プール行列の理論においては，べき零プール行列もきわめて重要であ‘

り12）18）この行列の性質を調べることは興味ある今後の課題である。
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