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Negatively　Transitive関係の性質

橋　本 寛

1．はじめに

　本論文では，negatively　transitive関係（4xsx9）を表現するプール行列の性質

について考察をおこなっている。negatively　transitive関係は，その否定が

推移的となる二項関係であり，応用上しばしば現れ，興味深い性質を有して

いる。negatively　transitive関係の基本的な性質については，これまでにも

いくつか知られているが，ここではこれまで知られている性質を一般化した

ものや，これまで余り知られていないと思われる性質などを示している。

negatively　transitive関係は，以下で明らかとなるように選好関係（1x3）（8）や

トーナメント（2×9）と密接な関連をもっており，ここで述べる結果はそれらに

関する議論においても有用であろうと考えられる。

2．定義

　0，1の要素からなるn次のプール行列R＝〔γ‘，〕，8＝〔8i」〕に対して，　R

VS＝〔rij　V　8w〕，　R〈S・・＝〔γ‘」〈8‘，〕と定める。ここにrt」　V　Sij＝max

（7‘」，8ij），γ‘，〈Sij＝min（rw，8ij）とする。またR＝〔Tij〕，　rtj＝1－rij

と定める。行列積R×Sは次のように定める。

R×S＝〔（ri、〈8、ノ）V…〉（Tin〈8nt）〕
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行列のべき乗はこの行列積を用いてRiC＋1＝Rh×R，　R1　＝Rと定める。一

般にR　icの（i，ノ）要素をγ鯉で示す。また行列の転置をR’で示し，△R＝

R〈R’，▽R＝R〈R’と定める。特殊な行列として，単位行列を1＝

〔δ‘ゴ〕，全要素が1の行列をE，零行列を0で示す。

　以上の定義を用いれば，negatively　transitive関係を表現するプール行列

Rは（R）2≦Rとなる。またR2≦RであればRは推移的，　Rη＝0であれば

べき零，▽R≦∬であれば反対称的，▽R＝0のときは非対称的であると

いわれる。トーナメントを表現する行列RはR＞R’〉∬＝E，▽R＝0

となる。

3．negatively　transitive関係となるための条件

　どのようなときに与えられたプール行列Rが，negatively　transitive関係

を表現する行列となるかを，連結性RVR’V∬＝EまたはR＞Rノ＝E

のもとで調べている。

　〔性質1〕　R＞R’V∬＝E，（△R）2≦R’＞1＝⇒（R）2≦R

　（証明）　Ti・iC＝riC」＝0とおいて傷＝0となることを示す。

　（1）i＝kのとき

7tJ＝Tnv＝0

（2）kニノのとき

γij＝TiiC＝0

（3）i＝ノのとき

riiC　＝＝　O，γκ‘＝rla）・＝0およびR＞R’＞1＝Eからi＝k。よって

7ij＝TiC．i＝0
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　（4）iキk，kキノ，　iキノのとき

　　　7κz＝1，7」髭＝1

よって

　　7」　iC〈7κ」〈TiCi〈riiC＝1

したがって7‘」＝0となる。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質2〕　R＞R’VIニE，（△R）2≦R’＝⇒（R）2≦R

　（証明）　性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質3〕　RVR’＞1＝E，　R2≦R’＞1＝⇒（R）2≦R

　（証明）　（△R）2≦R2≦R’　VIだから性質1によって（R）2≦R。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意1〕　一般には

　R＞R’VI＝E，（△R）2≦R＝⇒（R）2≦R

とはならない。例えば，いま

R－
［糊

とおけば，

　　R＝011

（AR）2－

［；｝i］×［糊一［｝ii」

（43）－43一
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［iil×網一酬

であって，RVR’VI＝E，（△R）2≦Rとはなるが，（R）2≦Rとはなって

いない。

　〔性質4〕　RVR’VI＝E，（△R）2≦△R＝⇒（R）2≦R

　（証明）　性質2による。

　〔注意2〕　RVR’V∬＝Eでなければ，一般には

　　　　（△R）2≦△R＝〉（R）2≦R

とはならない。いま

　　　　　10
　　　R＝
　　　　　01

とおけば，△R＝0，

　　R－［？　1］

となって，（△R）2≦△Rであるが，（R）2≦Rとはなっていない。

　〔性質5〕　R＞R’VI＝Eのとき

（1）（△R）2＝0＝〉（R）2≦R

（2）R2≦R’＝⇒（R）2≦R

（3）R2≦△R＝⇒（R）2≦R

　（証明）　性質2による。

　〔性質6〕　R＞R’＝E，（△R）2≦R’VI＝⇒（R）2≦△（R）

　（証明）　Tthニ0，　Titi＝0とおく。このとき

（証明終）

（証明終）
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　　　riCi＝1，7ノκ；1，　iキブ

したがって

　　　γ，κ〈7he・〈riCi〈7t　ic＝1

よって

　　　　rij　Vδjt；1

6キノだから7‘」；0。よってrji　＝1となり，

　　　　7‘ゴ〈7°κ＝1

　この性質6から

　　　R＞R’＝E，（△R）2≦R’V∬＝⇒（R）2≦R

が得られるが，これは性質1の特別な場合となっている。

　〔性質7〕　R＞R’　・E，（△R）2≦R’＝⇒（R）2≦△（R）

　（証明〉　性質6による。

　〔注意3〕

ることはできない。すなわち，一般には

　　RVR’V∬；E，（△R）2≦R’⇒（R）2≦△（R）

とはならない。例えば，いま

　　　　R－「81

とおけば，△R＝＝R，（△R）2＝0，

（45）－45一

（証明終）

（証明終）

上の性質7のR＞R’＝EをRVR’＞1＝・Eで置き換え
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lii－
「1？］・△（R）－lii〈Rt－「18］

であって，RVR’＞1・E，（△R）2≦．R’とはなるが，（R）2≦△（万）とは

なっていない。

　〔性質8〕　R＞R’＞1＝Eのとき

（1）（4）（1°）R・≦R＝⇒（R）・≦万

　（2）Rn＝0＝＝〉（R）2≦R

　（3）（R〈1）3〈1＝0⇒（R）2≦R

　（4）　　RS≦Rt＝＝＝⇒　（R）2≦R

　（証明）　（1）R2≦Rのとき（△R）2≦△R≦πであるから性質2に

よって（R）2≦R。

　（2）R＞R’＞1＝E，Rn＝0のときR2≦Rとなることを示す。　riiC＝

rin・＝1とおく。このときRn＝0からiキノ。いまri」　＝Oとすれば，　iキノ

だからR＞R’＞1＝Eによってγゴ‘＝1。このとき嬬3）＝1となってRn

＝0と矛盾する。ゆえにr、」＝1。こうしてR2≦Rとなるから，（1）によっ

て（R）2≦R。

（3）rtiC＝rnt＝0とおき，　riJ　＝＝　Oとなることを示す。

（a）i＝kのとき

　　Tij＝γde・＝0

（b）le　＝＝　」のとき

　　γiノ＝7‘κ＝0

（c）iキk，hキノのとき

riCi＝7地＝1。したがって，　i　・￥　j。いまr、j　・＝　1とすれば

　　　rjκ〈δンκ〈　riCi〈δκ‘〈　riノ〈δij＝1
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となり，これは（R〈1）3〈∬＝0と矛盾する。よってr、j＝0。

　（4）まずR2≦Rとなることを示す86）rij＝γ，、＝1とすると，　r、S・s）＝1

となるから㌦＝0。しかしこれは7ノ‘＝1と矛盾するからR〈R’＝0。次

にrtiC・＝＝γκ，＝1，¢‘ノ＝0とおく。　R〈R’＝0によってiキj。またR＞

R’VI＝Eによって7，‘＝1。したがって

　　　7‘κ〈7κ」〈7’ノ‘〈7‘κ〈rκj＝1，

すなわちγ‘15）＝1となり，Tji＝＝　oが得られる。しかしこれは7／i＝1と矛

盾している。よってγ‘」＝1。こうしてR2≦Rとなるので（1）から（R）2≦R。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質8（3）から，R＞R’　VI＝Eのとき

　　　R3〈1＝0＝⇒（R）2≦R

となるが，R＞R’VI＝Eのとき

　　　R3〈∬＝0＝⇒R2≦R

とはならない。これは，例えば

　　　R－「1’1］

と置いてみればよい。しかし以下の性質26で示すようにRVR’＞1・E

かつ▽R＝0のとき

　　　R3〈1＝0仁⇒R2≦R

となる。

　〔性質9〕（6）（1）R＞Rノ・＝E，R2≦R＝⇒（万）2≦［ii

（2）▽（R）＝0，R2≦R＝⇒（R）2≦R

（3）（R）』0，R2≦R⇒（R）2≦R
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　（証明）　性質8（1）による。

　〔性質10〕　1＝1，2に対してR‘　・R’〉∬＝⇒（R）2≦R

　（証明）　1＝1のときR＝R’＞1。よって

　　　R＞R’＝R’＞R’VI＝E

l　・2のときR2　＝＝　R’＞1。したがって性質3から（R）2≦R。

　〔注意4〕　なお，一般には

　　　R2＝R’〉∬＝〉（R）2≦R

とはならない。いま

　　　　　　　100

　　　　　　0010
　　　R＝
　　　　　　0101
　　　　　　1010

とおけば，

　　　　　　　110
　－　　　 0101
　R’VI＝
　　　　　　1010
　　　　　　　101

　　　100
　　0010R2＝

　　0101
　　1010

　　100　　　110
　0010　　0101×　　　　　　＝＝

　0101　　1010
　1010　　　101

（証明終）

（証明終）
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　　　001　　　　　0

＿　　　　10　　　　　　　　　　1
（R）2＝　　　　　×
　　　　0　1　　　　　　　　　　0

　　　　10　　　　　1

1

0

1

0

1　1

11
01
10

であってR2＝R’＞1となるが，（R）2≦Rとはなっていない。

4．negatively　transitive関係のもつ性質

　以下で示すように，プール行列Rがnegatively　transitive関係を表現する

行列であるとき，△Rは推移的となる。ここでは，この推移性を中心に，こ

れに関連する性質を述べる。

　〔性質11〕　（R）2≦Rのとき

　（1）R’×△R≦△R

　（2）　△R×R’≦△R

　（証明）　（1）riCi〈rin・〈rjh＝1とおく。このときriCi＝0，7躍＝0だ

からr，・、　＝：　O。いま7、」＝0とすれば，rκi　・　OによってT，、j＝0となるが，

これは7。」＝1と矛盾する。よってTiゴ＝1。ゆえに

　　　　rw〈Tji＝1

　（2）省略。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意5〕　一般には

　　　（R）2≦R＝⇒R’×R’≦△R

とはいえない。なぜなら，いま



一
50－（50） 第36巻第1・2号

R－

iii］

とおけば，

π一
［lll・AR－・　　、

であって，明らかに（R’）2≦△Rとはならないからである。

　〔性質12〕　（R）2≦Rのとき

　（1）　R’×△R≦R’

　（2）　△R×R’≦R’

　（証明〉　性質11による。

　〔性質13〕　（R）2≦Rのとき

　（1）　R’×△R≦R

　（2）　△R×R’≦R

　（3）　R×△R≦R

　（4）　　△RXR≦R

　（証明）　（1）一（2）性質11による。

（3）

Ti・iC　＝1からrij＝1となる。

（4）省略

　〔性質14〕　（R）2≦R＝⇒（△R）2≦△R

　（証明）　性質11による。

上の性質14は次のようにして示すこともできる。

（R）2≦Rから（△（R））2≦△（R）。ところで

（証明終）

rih〈Th．i〈Tj・iC＝1とおく。このとき（R）2≦Rによって，　rjiC＝0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）
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　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　△（R）＝R〈R’＝（△R）’

であるから（（△R）’）2≦（△R）’。したがって（△R）2≦△R。

　　〔注意6〕　なお，一般には

　　　（R）2≦R＝⇒R×△R≦△R

とはならない。いま

R一

とおけば，

　　　　万一闇・…［ii；］

（R）2－

1糊×［闘一［iii1

［剥×［ii；］－lii11

であって，R×△R≦△Rとはなっていない。

　〔性質15〕　（R）2≦Rのとき

　（1）（△R）2≦R

　（2）（△R）2≦R’

（51）－51一
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　（証明）　性質14による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質16〕　（R）2≦Rのとき

　（1）（△R）2≦R＞R’VI

　（2）（△R）3〈1ニ0

　（3）　　（△R）n＝＝0

　（証明）　（1）性質15（1）による。

　（2）（R）2≦Rのとき性質14によって

　　　　　（△R2）≦△R

したがって

　　　　（△R＞3≦（△R）2≦△R

また（△R）〈1＝0だから（△R）3〈1＝0。

　（3）性質14によって（△R）2≦△R。また（△R）〈1＝0であるから

（△R）n＝0。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質17〕　▽R≦1，（R）2≦R二⇒R2≦△R＞（R〈1）

　（証明）　毎＝衡＝1とおき，（r、j〈rji）V（rij〈δ‘∫）＝1となること

を示す。

　（1）i＝ノのとき

　riiC〈riCi＝1だから▽R≦1によってi＝h。したがって

　　　　78∫〈δ‘ゴ＝γκj〈δii＝1

　（2）i・tjのとき

　（a）i＝kのとき

　rij＝rin・＝1。よって▽R≦1からrJi＝0。ゆえにrij〈rji＝1。

　（b）k＝ノのとき

　ri」＝riiC＝1。よって▽R≦1からrji＝0。ゆえにrij〈rji＝1。

　（c）iキh，kキブのとき
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　▽R≦1からTκi　＝＝　O，¢抗＝0。したがって（R）2≦Rからrゴi　＝＝　O。とこ

ろで，いまr、J＝0とすれば，　rκ、　＝・　Oおよび（R）2≦Rからrke・＝0となる。

しかし，これはγκノ＝1と矛盾する。よってr、j＝1。こうしてTw〈T，i＝

1。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質18〕　▽R≦∬，（R）2≦Rのとき

　（1）R2≦R

　（2）（R〈1）3〈1＝：0

　（3）（R〈1）n＝0

　（4）すべてのk（k＝1，2，…）に対してRκ≦R’VI

　（証明）　（1）性質17による。

　（2）（1）によってR2≦R。したがって（△R）2≦△R，（△R）〈∬＝0。ま

た▽R≦1だから△R＝R〈1。よって

　　（R〈1）3〈1＝（△R）3〈∬≦△R〈1＝0

　（3）（1）によってR2≦R。したがって（△R）2≦△R，（△R）〈1＝0。

よって（△R）n＝0。また▽R≦1だから△R＝lR〈1。したがって

　　　（R〈1）nニ（△R）n＝0

（4）昭＝1とおき，γ，‘〉δ，，＝1となることを示す。i＝ノのときは明

らかであるからδキノとする。rls？　＝1から

　　　7it，〈rllt2〈……〈71h－lj＝1

これから1。＝＝1α＋、となるrt。ta＋、（0≦α≦h－1，乙。＝i，1，＝ブ）を除けば

　　rtm、〈rmlm，〈…〈rmp－、j＝1，　m。　aE　m　a＋、（0≦α≦P－1，m。＝i，m。

＝ ノ），1≦P≦ん

となる。よって▽R≦1から

rm、i＝Tm，m、ニ…＝7’」mp－、＝0
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　したがって，（R）2≦Rを用いて㍑＝0。　　　　　　　　　　（証明終）

　この性質18の（1）は，性質8（1）においてRをRで置き換えることによっても

得られる。すなわち性質8（1）のRをRで置き換えれば

　　RV　R’＞1＝E，（R）2≦R：⇒R2≦R

ところで

　　RVRt＞1＝E〈＝⇒R〈R’〈1＝0

　　　　　　　　　ぐ＝⇒▽R≦1

であるから，こうして性質18（1）が得られる。

　〔性質19〕　（1）（4）▽R＝0，（万）2≦［ii＝⇒R2≦R

　（2）Rnニ0，（R）2≦R＝⇒R2≦R

　（証明）　（1）性質18（1）による。

　（2）Rn＝0のとき▽R＝0だから（1）によってR2≦R。　　　（証明終）

　上の性質19は性質9（2×3）においてRをRで置き換えることによっても得ら

れる。また▽R＝0のとき△R＝Rであるから，性質14によってもR2≦

Rが得られる。

　なお，▽R＝0，（R）2≦RなるRで表現される関係はasymmetricかつ

negatively　transitiveであってstrict　weak　order（9）またはweak　order（4）とよ

ばれることがある。

　〔性質20〕　▽R；0，（R）2≦Rのとき

　（1）R3〈1＝0

　（2）Rn＝0

　（3）すべてのk（k＝1，2，…）に対してR　iC≦R’

　（4）　R5≦R，

　（証明）　（1）性質19（1）によってR2≦R。また▽R＝0からR〈∬＝

0。したがってR3〈∬＝0。

　（2）R2≦R，　R〈∬＝0だからRn＝0。
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（3）ri、、〈rl、12〈…〈Tl，、．．lj＝1とおく。▽R＝0によって

　　rl，i＝r励＝…＝γ」Z、．、＝0

したがって（R）2≦Rからrji　＝O。

（4）（3）による。

（55）－55一

（証明終）

5．negatively　transitive関係に関する同値条件

　主として，連結性のもとでのnegatively　transitive関係に関する同値条件

について考察をおこなう。

　〔性質21〕　（R）2≦R〈＝⇒R’×R≦R

　（証明）　（1）（R）2≦Rのとき

　rκt〈rnt＝1とおく。このときriCi＝0，　rκ」　＝　1。いまri」　＝Oとすれば

T，ti　＝＝　O。しかしこれは7κゴ＝1と矛盾する。よって傷＝1。

（2）R’×R≦Rのとき

　riteニrhj＝0のときTi」＝1であるとする。このときriiC＝0，　Tij＝1か

ら7κノ＝1となり，これは隔＝0と矛盾する。よってγ〃＝0。　（証明終）

　〔性質22〕　（R）2≦R〈＝⇒R×R’≦R

　（証明）　（1）（R）2≦Rのとき

　riiC〈rrk＝1とおく。このときriiC＝1，　rj・iC＝0。もしrij　＝Oならば，

rj・iC＝0からTtl、＝0。しかしこれはr、h　＝・　1と矛盾する。よってγ‘，＝1。

（2）R×R’≦Rのとき

　riiC・＝7κゴ＝0のときriゴ＝1であるとする。このときrij＝1，衛＝0か

らriiC＝1。しかし，これはri・iC＝0と矛盾する。よってr、」＝O。（証明終）

　〔性質23〕　RVR’VI＝Eのとき，次の条件は同値である。

（1）（R）2≦R

（2）（△R）2≦△R
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（3）（△R）2≦R’

（4）　（△R）2≦R’VI

（証明）　（1）⇒（2）性質14による。

（2）⇒（3）（△R）2≦△R≦R’

（3）⇒　（4）　（△R）2≦Rノ≦R’＞1

（4）⇒（1）性質1による。

〔性質24〕（6）R＞R’VI＝E，▽R≦1のとき

R2≦R〈＝⇒（R）2≦R

（証明）　性質8および性質18による。

（証明終）

（証明終）

　〔性質25〕（6）RV　R’　VI　・＝　Eのとき，次の条件は同値である。

（1）▽R＝0，（R）2≦R

　（2）　　R／＼1＝0，　R2≦R

（3）▽R＝0，R3〈1＝0

　（4）Rn　・．0

　（5）すべてのk（k・＝1，2，…）に対してRκ≦R’

　（6）あるh（k＝0，1，2，…）に対してR5＋6h≦R’

　〔性質26〕（2）（6）（9）RVR’VI＝E，▽R＝0のとき，次の条件は同値

である。

　（1）（R）2≦R

　（2）R2≦R

　（3）R3〈1＝0

　（4）Rn＝0

　（5）　　RS≦Rノ

　〔性質27〕　RV　R’　＝＝　Eのとき，次の条件は同値である。

（1）（R）2≦R

　（2）　（△R）2≦　△R

　（3）（△R）2≦R’
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（4）　（△R）2≦Rノ＞1

（5）　　（R）2≦△（R）

（証明）　（1）＝⇒（2）性質14による。

（2）＝⇒（3）（△R）2≦△R≦R’

（3）＝＝：〉　（4）　（△R）2≦R’≦R’VI

（4）＝⇒（5）性質6による。

（5）＝⇒（1）（R）2≦△（R）≦R　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

〔性質28〕（7）R＞R’＝Eのとき，次の条件は同値である。

（1）▽R≦1，（R）2≦R

（2）▽R≦1，R2≦R

（3）▽R≦∬，（R〈1）3〈1＝0

（4）　（R／＼1）n＝0

（5）すべての1（1＝1，2，…）に対してRi＝R’　VI

（6）すべての1（1＝1，2，…）に対してRi≦R’＞1

（7）　　R2＝＝R’＞1

（8）R2≦R’＞1

（9）ある1（1＝2，3，…）に対してR‘＝R’＞1

（1①　ある1（1＝2，3，・・・に対してRi≦R’＞1

6．むすび

　negatively　transitive関係の基本的性質について考察をおこない，いくつ

かの応用上有用とおもわれる性質を明らかにすることができた。しかし，

negatively　transitive関係と密接な関連をもつトーナメントやべき零プール

行列は，これまでに知られている性質以外にも興味ある性質を有しており，

これらに関してはさらに考察をおこなう必要があると感じられる。
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