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連結的関係に関する若干の性質

橋　本 寛

1．はじめに

　連結的関係を表現するプール行列（’％こついて考察をおこない，そのいくつ

かの基本的性質を明らかにしている。連結的関係②（’5＞についてはすでに多く

の性質が知られているが，ここではこれまでに余り知られていないと思われ

る性質や，これまでに報告している性nA（7）一（1°）の一般化などを示している。関

係の連結性は，換言すれば比較可能性であり，選好（2）やトーナメント（3）と密

接な関連があり，心理学，社会学，経済学など種々の分野において重要で

あって，これまでにも多くの興味ある性質が調べられている（9）一（5｝（13）

　ここでは，とくに連結性のもとで成立する同値条件を中心に，推移性のも

とでの同値条件，negatively　transitive関係（5）〔’sの性質，一般化されたべ

き零行列の性質，また推移閉包に関する二，三の性質などを示している。

2．準備

　本論文で扱うプール行列は0，1の要素をもつn次行列であるとする。ま

ずx，gを0，1の値をとるものとするとき，演SC　xVy，　x〈y，　xをそ

れぞれmax　（x，　y），　min（x，　y），1－xで定める。次に，行列間の演算お

よび関係を，行列R＝〔Tij〕，　S＝〔8‘ゴ〕に対して，次のように定める。
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　　R＞s＝〔r、j＞8、、〕

　　R〈s＝〔γfゴ〈8‘ノ〕

　　R＝〔T、，〕

　　R’＝〔rj、）（転置）

　　△R＝R〈R’

　　▽R＝R〈R’

　　R×S＝〔（ril〈81ゴ）V…〉（r、n〈8。、）〕

　　Ri＝R
　　Rκ＝　〔ri∫k）〕　＝Rk－1×R　（k＝2，　3，　…　）

　　R＋＝R＞R2＞…VRn（推移閉包）

　　R≦Sぐ＝：⇒rij≦8ij（i，ノ＝・1，2，…　，　n）

　次に，以下においては，単位行列を1＝〔δ、ノ〕（δ、jはクロネッカーのデル

タ）で，全要素が0の行列すなわち零行列を0，全要素が1の行列をEで示

す。連結的関係（2）　（1　5）を表現するプール行列RはR＞R’＞1＝Eを満足し，

推移関係を表現する行列RはR2≦Rを満足する。また，　R〈1＝0なる

行列Rは非反射的関係を，▽R≦1なる行列Rは反対称的関係を表現する

行列である。R”　・Oなる行列Rはべき零行列であり，（R〈7）n＝0なる

行列Rは一般化されたべき零行列であると考えることができる。（lii）2≦万

なる行列Rはnegatively　transitive関係（5）（13｝を表現する行列である。

　なお，以下の議論においては，括弧を省略するために演算子〈は〉より

結合が強いとし，例えば（x〈g）V2をx〈y＞zと書くことがある。

3．連結性の性質

　連結性に関する基本的性質および連結性のもとでの同値条件について述べ

る。また反対称性に関する性質や，推移性のもとで成立する同値条件，さら

にはべき零行列に関する一般化された性質についても考察をおこなう。
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　ここでの主要な結果は連結性のもとでの同値条件であって，これらはこ

れまで知られている結果の一般化となっており，トーナメントなどの議論

において有用であると考えられる。また以下で述べる性質のいくつかは

negatively　transitive関係行列の1生質となっている。

　次の性質はほとんど明らかであるが，以下の議論において必要であるので

証明を与える。

　〔性質1〕　R2≦R，▽R≦1〈＝⇒（R〈1）2≦R〈1

　（証明）　（1）R2≦R，▽R≦1のとき

　S＝：R〈∬とおき，8iκ・＝8。ゴ＝1とするとき，8、j　＝　1となることを示

す。SiiC＝T、。〈δ、。ニ1からTi，、＝1，　iキk。また8、ゴニ7κブ〈δ。j＝1から

riCj　＝1，　k　dF　j。このときR2≦Rによって布＝1。もしδ＝ノならば，▽

R≦1によってh＝iとなり，矛盾が生じるから，」キノ。こうしてs、j・＝

rij〈δ‘ゴ＝10

　（2）（R〈1）2≦R〈1のとき

　Dを対角行列とするとき，一般に，S2≦Sならば（S＞D）2≦SVD。し

たがってS＝＝R〈1，D＝R〈1とおけば，

　（R〈IVR〈1）2≦R〈IVR〈1
よってR2≦R。またrij〈rji＝1とすれば，

　　（rij〈δ‘，）〈　（γ」‘〈δji）≦riv〈δii＝0

によって，瓦く瓦＝0。ゆえにδ＝ノすなわち▽R≦1。　　　（証明終）

　〔性質2〕R2≦R，▽R≦1＝⇒（R〈1）n＝0

　（証明）　性質1によって，R2≦R，▽R≦1のとき（R〈1）2≦R〈1。

また（R〈了）〈1＝0であるから，（R〈1）n＝0。　　　　　（証明終）

　なお，上記の証明においては，よく知られている，S2≦S，　S〈1＝0

のときsn＝0となること（7）を使っている。

　〔性質3〕　RVR’〉∬＝E＝⇒（R〈1）η一1キ0

　（証明）　（1）n＝2のとき

　ri」　Vγκ＝1（iキノ）によってR〈1キ0すなわち（R〈1）n－’iO。
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　（2）n≧3のとき

　（R〈1）n－1＝0と仮定する。このときn≧3およびR＞R’＞1＝Eに

よってある1（2≦1≦n－1）に対して（R〈7）1－1キ0，（R〈了y＝0。し

たがって適当なi，h（1），ん（2），…，　h（1－2），　jに対して，

　　riiC〔v〈δ醐1）〈　γκ〔1＞κ（2）〈δld　1）in　2）〈…　〈　7・κ｛t＿2｝j〈δin　i＿mj＝1

となる。（R〈1）n＝0だから，i，　k（1），　k（2），…，　h（1－2），ノは互に相

異なっている。また1≦n－1であるから，｛i，ん（1），k（2），…，　h（1－2），

ガに属さない添字mが存在する。このとき（R〈了）t；0によってrmt＝

0であり，またmキ‘であるから，7’im　＝　1。さらに（R〈了）’＝0によっ

てrmha）＝0であり，呪キκ（1）であるから，　riC〔1）m＝1となる。同様にして，

　　TmiC（2＞ニ0，γκ（2）m；1

　　　rmj＝0，　7jm＝1

が得られる。このとき，

　　riiC（1）〈δiin1）〈…　〈　Tblt＿2）j〈δntm2）j〈　rjm〈6’jm＝1

となり，（R〈1）1＝0と矛盾する。したがって（R〈T）n－1キ0。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質4〕　R2≦R，▽R≦1，（R〈了）n－1キ0＝⇒R＞R’VI＝E

　（証明）　S＝R〈1とおけば，S〈1　・＝0，　sn－’キ0。また性質1に

よってS2≦S。このとき文献7）の性質7によってS＞S’＞1＝E。

したがって，

　　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　R〈1＞（R〈1）＞1＝E

　　　　　（R＞1）〈（1＞∬）〉（R’＞1）〈（了＞1）＝E

　　　　　　　　　　　R＞R’＞1＝E　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意1〕　上の性質4においては▽R≦1は必要である。すなわち，R2

≦Rかつ（R〈1）η一1キ0のときR＞R’VI＝Eとはいえない。いま
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R一

とおけば，R2≦R，（R〈1）n－1キ0であるけれども，　RV　R’＞1＝Eと

はならない。

　〔性質5〕　R2≦R，▽R≦1のとき

　　RVRノ＞1＝Eく：＝⇒（R〈1）n一1キ0

　（証明）　性質3および性質4による。　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質6〕　（R〈1）n＝0＝⇒▽R≦1

　（証明）　（R〈1）n　・＝0によって（R〈1）〈（R〈1）’＝0。したがっ

てR〈Rノ〈1＝＝0，すなわちR〈R’≦1。　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質7〕　（R〈1）n＝0＝⇒（R〈1）3〈1＝0

　（証明）　（R〈1）3〈1キ0とすれば（R〈1）3n〈1キ0。しかしこれは

（R〈1）n＝0と矛盾する。よって（R〈1）3〈1＝0。　　　　　（証明終）

　〔性質8〕（1°　R＞Rノ＞1－E，（R〈1）3〈1－0＝⇒（R）2≦R

　（証明）　r、h　：Th」　＝Oとおき，　rij　＝Oとなることを示す。

　（1）i＝hのとき

　　γ‘ゴ＝TiCj＝0

　（2）h＝ブのとき

　　γij＝riiC＝0

　（3）」キh，κキブのとき

　R＞R’＞1＝EによりriCiニTゴiC　：1となるからiキノ。したがって

（R〈1）3〈1＝0によってrij＝0。

　〔性質9〕（1①（万）2≦万，▽R≦1＝⇒R2≦R

　（証明）　Tih＝riCj＝1とおき，　riゴ　＝　1となることを示す。

（1）iニkのとき

　　γ‘，＝7κノ＝1

（証明終）
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　（2）k＝」のとき

　　　7‘ゴ＝TiiC＝＝1

　（3）♂キh，kキブのとき

　▽R≦1によってTκi＝rjh　＝・　O。もしrtj　＝OであればriCi＝0によって

riCj　＝　Oとなるが，これはriCj＝1と矛盾する。よってri，＝1。　　（証明終）

　すでに文献（7）で示されているように，RVR’＞1＝E，▽R≦1のとき

　　　R2≦R仁⇒（R）2≦R

となる。

　次の性質は反対称性に関する同値条件であるが，その条件の一部はすでに

よく知られているものである弩）（9）

　〔性質10〕　次の条件は同値である。

　（1）▽R≦1

　（2）▽（R〈1）＝0

　（3）　　（R〈　1）2／＼1＝＝0

　（4＞　△R＝R／＼　1

　（5）　　R＞1≦R，＞1

　（6）　　R≦R，＞1

　（証明）（1）C⇒（2）▽R≦1ぐ二⇒▽R〈1＝0

　　　　　　　　　　　〈＝⇒R〈R’〈1＝0

　　　　　　　　　　　¢⇒（R〈1）〈（R〈1）’・＝0

　　　　　　　　　　　〈＝⇒▽（R〈1）＝0

（2）〈＝⇒（3）S　＝＝R〈1とおく。S〈S’＝0

とすれば，Sij〈Sji＝0だから

　　　　　n　　　　　，
　　8ii（2）一〉（8、、〈8、、）－O

　　　　j＝1

したがって

　　（R〈1）2〈1；S2〈1＝O

　また，逆にS2〈∬＝0であれば
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　　　　　n　　8ii〔b－〉（8、、〈8、、）－0

　　　　　ノ＝1

したがって8‘ゴ〈Sji　＝　O，すなわちS〈Sノ＝0。

　（1）＝⇒（4）一般に△RV▽R＝Rであるから

　　　（△R〈1）〉（▽R〈1）＝R〈1

　　　　△R＝R〈1
　（4）＝＝＝》（5）　　R／＼R’＝R／＼　1

　　（R〈R’）＞1；（R〈1）＞1

　　（R＞1）〈（Rノ＞1）＝（R＞1）〈（1＞1）

　　（R＞1）〈（R’＞1）＝R＞I

　　R＞1≦R’＞1
　（5）＝＝⇒（6）　R＞1≦R’V1『

　　　　R≦RVI≦R’VI
　（6）＝＝＝⇒（1）　　R≦R／V∬

　　R〈R’≦Rt〈R／VI〈R’

　　▽R≦1〈R’≦1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質11〕（8）R2≦R，▽R≦1＝⇒すべてのk（h＝・1，2，…）に対して

Rκ≦R’VI

　（証明）性質10から▽R≦1のときR≦R’＞1。またR2≦RからRκ

≦RであるからRκ≦R’VI。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意2〕　▽R≦1であっても，すべてのh（k＝1，2，…）に対してRκ

≦R’VIとなるとは限らない。いま

R一

とおけば，
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R’一

［ili］・π一「li；1
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1｝i！

R2－

［｝

－

ki

1

1

0

1

1

1
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i1一押

このとき▽R≦1であるが，R3≦R’＞1とはなっていない。

　〔性質12〕（8＞あるh（k　＝O，1，2，…）に対してR2tS＋1≦π＞1＝⇒▽R≦

1。

　（証明）　7‘ノ＝rji＝1とおく。このとき7‘？＝1だから，　r　ij（2　iC＋1）＝1。

したがってrj、＝Oまたは‘＝ノ。仮定によりrji＝1だからi＝」。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，注意2からも明らかなように，▽R≦1であっても，すべてのん

（κ＝0，1，2，…）に対してR2κ＋1≦．R’〉∬となるとは限らない｛9）

　〔注意3〕　あるh（h＝1，2，…）に対してRκ≦R’＞1であっても，▽R

≦∬となるとは限らない。いま

R一
周・ん一2

とおけば，R2≦R’VIであるけれども，▽R≦1とはなっていない。

　〔性質13〕　R＞R’VI＝E，あるt（1＝0，1，2，…）に対してR5＋61≦
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R’V1＝⇒R2≦R，▽R≦1。

　（証明）　まず性質12によって▽R≦∬である。次にT、tS＝γκj　＝　1とおき，

rtj＝1となることを示す。

　（1）i＝hのとき

　　Ttj＝7κ∫＝1

　（2）k＝ノのとき

　　7ij＝7°iκ：＝1

　（3）i・￥ん，kキブのとき

　もしδ＝ノとすれば，riiC〈riCi＝1だから▽R≦1によってi＝んとな

るが，これはiキhと矛盾する。したがってiキ」。また，rw＝0とすれ

ばR＞Rノ〉∬＝EによってTji＝1となり，このときγ‘。〈riCj〈rji＝1

だからr　，IP＋3M）　・＝1，したがってTb5＋6b＝1となる。よって7ゴ‘＝0となり

rji＝1一と矛盾する。ゆえに毎＝1。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意4〕すべてのk（k・1，2，…）に対してRκ≦R’＞1であっても

R2≦Rとなるとは限らない。いま

R－
［iil1

とおけば，

π一

であって，すべてのkに対してRκ≦R’≦R’VI。しかしR2≦Rとは

なっていない。なお，性質17で示すように，すべてのk（k　・・　1，2，…）に

対してRκ≦R’＞1であれば，（R〈∬）n＝0となる。



一
46－（254） 第36巻第5・6号

〔性質14〕RVR’＞1＝Eのとき次の条件は同値である。

（1）R2≦R，▽R≦1

（2）（R〈1）n＝0

（3）（R〈1）3〈1＝0，▽R≦1

（4）　　（R）2≦R，　▽R≦1

（5）すべてのk（k・・1，2，…）に対してRκ≦R’＞1

（6）　　R5≦R／VI　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

（7）あるh（k＝0，1，2，…）に対してRS＋6κ≦R’＞1

（証明）（1）＝⇒（2）性質2による。

（2）＝⇒　（3）性質6および性質7による。

（3）＝⇒（4）性質8による。

（4）＝⇒　（1）性質9による。

（1）＝⇒　（5）性質11による。

（5）＝⇒（6）自明

（6）＝⇒（7）自明

（7）　：⇒　（1）性質13による。

〔性質15〕

（1）R2≦R

（2）　（R〈1）n＝0

（3）　　（R／＼　1）3／＼1＝0

（4）　　（R）2≦R

（5）　　RS　≦R’＞1

（証明）　性質14による。

（証明終）

R＞R’＞1＝E，△R≦1のとき次の条件は同値である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　次に，連結性すなわちRVRノ＞1＝Eに関する同値条件について述べ

る。次の性質16によってR＞R’＞1＝Eを種々の同値条件で置き換える

ことができる。とくに▽（R）≦1がRVR’＞1＝Eと同値であることは

興味深い。なお，すでに述べているように，▽R≦1であればRは反対称

であるといわれる。この反対称性に関する条件については，すでに性質10で
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述べている。その性質10においてRをRで置き換えれば，次の性質16で示

しているもの以外の同値条件を得ることができる。また，逆に性質16のR

をIR’で置き換えれば1生質10で示しているもの以外の▽R≦1に関する同値

条件を得ることができる。

　〔性質16〕　次の条件は同値である。

　（1）　R＞R’＞1＝E

　（2）R’＝△R＞（R〈1）

　（3）　R’＞1＝△RVI

　（4）　Rノ＞1≦R＞1

　（5）　▽（R）　≦1

　（証明）（1）＝⇒　（2）RVR’〉∬＝E

　　　　　R’＝R’〈（R＞R’VI）

　　　　　　＝Rt〈R＞Rノ〈1

　　　　　　＝R’〈R＞R〈1

　　　　　　＝△R＞（R〈1）

　（2）　＝：：＝〉　　（3）　　Rノ＝△R＞　（R／＼1）

　　　　Rノ＞1＝△R＞（R〈1）〉∬＝△R＞1

　（3＞　：：＝＝〉　　（4）　　R’VI＝△R＞1≦R＞1

　（4）　＝：＝〉　　（5）　　（R’＞1）　〈R≦　（R＞1）　〈R

　　　▽（R）〉（1〈R）≦1〈R

　　▽（R）≦▽（R）V（1〈R）≦1〈R≦1

　（5）　＝＝＝：〉　　（1）　▽（R）　≦I

　　　　　R〈R’≦I

　　　　　R＞R’≧I

　　　R＞R’VI≧IVI＝E
　　　R＞R’＞1＝E　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　これまでの連結性に関する議論においては，明らかに推移性と反対称性が

重要な役割を果している。それゆえ，以下においては推移性のもとでの反対
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称性すなわち▽R≦1に関する同値条件を調べる。まず，この同値条件に

関係するいくつかの基本的性質を明らかにし，最後に同値条件としてまとめ

ることにする。この同値条件は性質25で述べる。

　〔性質17〕　（R〈∬）n＝0〈＝⇒すべてのZ（1＝1，2，…）に対してRi≦

π＞1

　（証明）　（1）（R〈1．）n＝0のとき

　73＝1（δキノ）とおけば，適当なk（1），k（2），…，　h（1－1）に対して

　　　　γδκ（1｝〈γκ（1）ld2）〈…〈7°κ（i＿1｝」＝1

ここでk（α）＝IS（α＋1）（0≦α≦1－1，　h（0）＝i，　k（1）＝」）となる

TiC〔。）、iC（a＋、1）をとり除けば

　　　Ti。｛1）〈r。（1）。c2）〈…〈r。｛m．、｝、’　＝　1，

　　　m≦1，p（t）キp（t十1），　t＝0，1，…，　m－1，

　　　ただしp（0）＝i，p（m）＝ノ。

したがって，（R〈1）n・＝0からrji＝0。

　（2）すべての1（1　・＝　1，2，…）に対してRi≦R’＞1のとき

　（R〈1）nキ0とすれば，適当なi，k（1），…，　h（m－1）に対して

　　Tiicm〈γ。、1）、，，）〈…〈7、，m．1，i＝1，　h（m－1）キi（m≧2）。

したがってr（撫濃1）＝1，7、野）＝1。よってr（2臨泓1｝＝1となり，R2m－’≦

R’＞1からriC（m－Pi＝0。しかしこれは矛盾する。ゆえに（R〈7）n＝0で

なければならない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔性質18〕　R2≦R，あるk　（k＝1，2，…）に対してR　iC≦π〉∬＝⇒

すべての1（1　－1，2，…）に対してRi≦R’＞1

　（証明）　γ彦｝＝1とおき，rji＞δij＝1となることを示す。　R　2≦Rに

よってrij＝1。　i＝」のときは明らかであるからiキノとする。いまTji＝

1とすれば，rll＋1＞ニ1，　Tii＝1。このときγ♂＝1，したがってRκ≦π

＞1からrji　＝：　O。これは7」‘＝1と矛盾する。よってTji＝0。　（証明終）

　〔性質19〕　R2≦R，あるk（h≧1）に対してRκ≦πVI＝⇒R2≦π

＞1
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　（証明）　性質18による。　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　〔注意5〕上の性質19でR2≦πV∬をR2≦πで置き換えることはで

きない。すなわちR2≦Rのとき，あるh（h＝1，2，…）に対してRκ≦R’

VIであってもR2≦R’となるとは限らない。いま

R＝
1　0

0　1
，k＝2

とおく。このとき

　　　　　　　　　　　　　　　＿　　0　1　　　　　　　　　　　1　0
　　　R＝R2＝Rκニ　　　　，　R’＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　0　　　　　　　　　　　0　1

こうしてR2≦RかつRκ≦R’　VIであるけれども，　R2≦R’とはなってい

ない。

　〔性質20］　R2≦R，あるk（h＝1，2，…）に対してRκ≦R／VI＝⇒R2

≦△R＞（R〈1）

　（証明）　性質19によってR2≦R’VI。またR2≦RであるからR2≦（R

〈R’）V（R〈∬）。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質20におけるR2≦△RV（R〈1）なる行列Rは，次の性質で示

すように，反対称的推移関係を表現する行列であって，興味ある性質を有し

ている客）

　〔性質21〕　R2≦R，▽R≦1〈⇒R2≦△R＞R〈1）

　（証明）　（1）R2≦R，▽R≦1のとき

　性質10によって▽R≦1のときR≦R’VI。

したがって

　　　　R2≦R＝△R＞（R〈1）

　（2）R2≦△R＞（R〈1）のとき

　明らかに

　　　　R2≦△R＞（R〈1）≦R
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次に▽R≦1となることを示す。rij＝rji＝1とすれば，△Rの（i，ノ）要

素は0。またγll）＝1からrti＝1。したがってγ3＝1となるが，△Rの

（i，ノ）要素は0なので，i＝jとなる。　　　　　　　　　　　　（証明終）

　（’1生質22〕R2≦△R＞（R〈∬）＝⇒すべてのκ佛＝1，2，…）に対し

てRκ≦R’＞1

　（証明）性質21から，R2≦△R＞（R〈1）のとき，　R2≦Rかつ▽R≦

1。したがって性質11によってRκ≦R’＞1。

　〔性質23〕　R2≦R，　R2≦R’＞1＝⇒R≦π＞1

　（証明）　性質18による。

　〔性質24〕　R2≦R，　R2≦Rt＞1＝⇒▽R≦1

　（証明）　性質23と性質10による。

（証明終）

（証明終）

（証明終）

　上記の性質24は文献8）で示している次の性質め特別な場合としても得られ

る。

　　．R2≦R，ある1（1，2，…）に対してRt≦R’＞1＝＝⇒▽R≦∬

　〔性質25〕　R2≦Rのとき次の条件は同値である。

　（1）▽R≦∬

　（2）　（R〈1）n＝＝0

　（3）すべてのk（k＝・1，2，…）に対してRh≦R’VI

　（4）あるh（k＝1，2，…）に対してRκ≦R’VI

　（5）　　R2≦R’VI

　（証明）　（1）＝⇒　（2）性質2による。

　（2）＝⇒　（3）性質17による

　（3）＝⇒（4）自明

　（4）＝⇒　（5）性質19による。

　（5）＝⇒　（1）性質24による。　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　推移性を仮定しない場合の▽R≦1と同値な条件については，すでに性

質10において考察をおこなっている。

　最後に，これまでしばしばでてきた（R〈1）n＝0と同値な条件につい
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て考える。（R〈1）n＝0なる行列Rは，グラフでいえば自己ループをも

つアサイクリックグラブ11であって，一般化されたべき零行列と考えること

ができる。

　〔性質26〕　次の条件は同値である。

　（1）　（R〈1）n＝：0

　（2）▽（R＋）≦1

　（3）　（R＋〈1）n＝0

　（4）　　（R／＼　1）＋／＼1＝　0

　（証明）　（1）＝⇒　（2）S＝R＋，T＝〔tij〕＝R〈1とおく。8ij〈Sji

＝1（iキのと仮定し，矛盾の生じることを示す。このとき，適当なん，Z（h，

1＝1，2，…，n）に対してr　i；．iCj＝7∫ノニ1。

したがって

　　　r、p〔n〈r。（1｝。〔2，〈…〈r。CiC－1）j＝1

　　　γ」，（1）〈rαCDq（、）〈…〈Tq（1－1）i＝1

p（t）ニp（t＋1）（0≦t≦h－1，p（0）＝i，　p（h）＝ブ）なる7’ρ、t）p（t．1｝をと

り除くことにより

　　　γtu（u〈…〈ru〔9＿1）j＝1，9≦h，

　　　u（t）キu（t十1），　t＝＝0，　1，　…　，　g－1，

　　　ただしu（0）＝i，u　（9）＝＝　j

同様にして

　　　rjva｝〈…〈rVCh－1｝i＝1，　h≦1，

　　　v（t）キv（t十1），t＝0，1，…，　h－1，

　　　ただしv（0）＝ブ，v（h）＝i

こうして7診ん｝＝1，すなわちtiCi　＋h）＝1。これは（R〈1）n・＝0と矛盾す

る。

　（2）＝⇒（3）S＝R＋とおけば，S2≦S，　S〈S’≦1。性質1によって，

T＝S〈1とおくとき，T2≦T，　T〈1＝0。したがってTη瓢0，す

なわち（R＋〈1）n＝0。
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　（3）＝＝⇒　（1）R≦R＋だからR〈1≦R＋〈1。

したがって

　　　（R〈1）n≦（R＋〈1）n＝＝0

　（1）＝⇒（4）S＝R〈1とおく。もし（R〈了）＋〈1キ0ならば，適

当なh（k＝1，2，…，n）に対して8、野）キ0。したがってsniCキ0。しかし

これはsn＝0と矛盾する。よってS＋〈1　・＝0。

　（4）＝⇒（1）S＝R〈1とおき，snキ0とすれば，適当なi，ん（1），

…，k（n－1），ブに対して

　　　8iiC（1）〈…　ノへ8κ〔η＿1）j＝1

ここでん（0）＝i，h（n）＝」とおけば，適当なα，　b（0≦α＜b≦n）に対

してん（α）＝k（b）。したがって8咳論ω＝1となる。しかし，これはS＋〈

1＝0と矛盾する。よってsn＝0。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，すでに性質17で示しているように，（R〈1）n＝0と同値な条件

としては次のものもある。

　　すべての1（1ニ1，2，…）に対してRi≦R’VI

4．まとめ

　プール行列を用いて連結的関係について考察をおこない，これまでに報告

している性R（’H’°）の一般化などをおこなった。本論文で述べたいくつかの同

値条件には，これまでほとんど知られていないものも含まれており，これら

は連結的関係の議論において有用であろうと考えられる。

　今後の課題としては，さらに連結性について考察をおこない，これまで知

られている性質の一般化を試みることがある。例えば，連結的関係を表現す

る行列のべき乗に関する性質ωやスピルラインの定理（6）（INとの関係で連結性

について調べてみることなどである。
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