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Abstract: The reason given for the boundary condition of calculation open channel flow leaves some 
insufficiencies. Calculation for tranquil flow is done toward upstream with downstream boundary condi-
tion for depth, the reason is explained as the influence of downstream water level relating to wave propa-
gation. But it is logically wrong since the discussion is based on the equation of steady flow without un-
steady term. Mathematically, we have only to give boundary condition where the water depth is fixed and 
to proceed the calculation from the boundary condition position. Also, since the steady flow can be found 
by solving the governing equation for unsteady flow with steady boundary condition, boundary condition 
of the depth for steady flow calculation can be given in the same manner as for the analysis using the 
characteristic curve method. Boundary condition for free surface is obtained directly by equating the 
normal components of the velocities of water particles on the surface and of free surface variation.  
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1. 緒言

近年異常気象が常態化し，そして豪雨・洪水の激甚化

が年々著しくなっている．しかし河川整備がなかなか進

まない状況にある．また，河道による治水が以前にまし

て重視されるようになり，洪水時の水面形計算の高精度

化への要請がますます強くなっている．その意味で，高

精度の計算法の開発が望まれる．一方で，水理計算方法

の論理性を十分に高めておくことも重要である．多くの

技術者や研究者との交流を通して，現時点において開水

路の水理計算に関して論理性や説明の未整理あるいは不

十分を痛感させられることとして，境界条件に関する問

題が挙げられる．それは，開水路定常流の水面形計算の

向きの理由づけおよび水表面の境界条件の説明である． 
開水路定常流の水面形計算の向きに関して，常流では

下流側で水深の境界条件を与えて上流向きに計算しそし

て射流では上流側で水深の条件を与えて下流向きに計算

するが，その理由は流速と長波の伝播速度の大小関係を

引き合いにして常流では下流水面の影響が及ぶのに対し

て射流では下流水位の影響が及ばないからと説明されて

いる．この場合，解くべき方程式は位置変数を独立変数

とする水深に関する１階常微分方程式であるから，本来

は水深が確定する位置を境界条件として与えて計算する

べきである．この観点からの説明はこれまで限界流の発

生地点を境界条件地点とする場合についてなされている

がそれ以外のケースについて統一的な説明はないようで

ある．定常流の基礎方程式に基づく限り，流速と長波の

伝播速度の大小関係をもとに下流水位の影響の有無で水

面形計算の向きが規定されるとする理由づけは本来の考

え方から逸脱していると思われる．別の観点として，開

水路定常流は非定常流の基礎方程式に定常な境界条件を

与えて解析することができる．この場合，特性曲線法を

用いると流量や流速の境界条件を計算区間の上流端で与

え，そして水位の条件を常流では下流端で与え射流では
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上流端で与えるべきことが示される．また水表面の境界

条件は，ある時刻に境界面上にあった水粒子は時間経過

後も水表面上に存在し続けるとの考えに基づき，水表面

を陰関数表示し，境界面上のあらゆる水粒子が常にこの

条件を満足するとして示されるが，ラグランジュ微分の

理解があまり定着していない中で陰関数表示式のラグラ

ンジュ微分を用いる方法は物理的意味の理解の点で学習

者に大きな負担となっている． 
本研究では，開水路定常流の水面形計算における境界

条件の与え方を，定常流の基礎方程式および非定常流の

基礎方程式の各々に基づいて統一的に説明することを試

みる．また，水表面の運動学的条件をより直接的に説明

する方法を提示する． 

2. 定常流の基礎方程式に基づく検討

一様断面開水路の定常流の1次元解析では，水深をh，
河床勾配をi，等流水深をh0，限界水深をhcとして，次の

水面形の式により計算する． 

( )
( )N

c

M

hh
hhi

dx
dh

/1
/1 0

−
−

= (1) 

ここで指数 M はマニング式によれば10/3そしてシェジー

式によれば3であり，N は3である． 

計算に際しては，種々の水路勾配と水深に対応して

Figure 1のような水面形の概略図で確認して行なう．そ

して，常流の場合は下流で水深の境界条件を与えて上流

に向けて水面形を計算し，射流の場合は上流で水深の境

界条件を与えて下流に向けて計算する．その根拠として，

前述の限界流発生地点の上下流に対する説明以外に，こ

れまで2通りの考え方が示されている1) - 5)．第一は「下流

水面の影響が及ぶ常流では下流から上流に向けて計算し

下流水面の影響が及ばない射流では上流から下流に向け

て計算する」と説明し，第二は「 dxdh / がゼロに近づ

く方向に計算する」と説明している．また，根拠を示し

ていない書籍もある． 
まず，第一の説明法について考察する．波動伝播に言

及するのであれば，非定常流の基礎方程式を示して説明

する必要があるが，定常流の方程式に基づく方法ではそ

うされておらず不可解な理由づけと考えざるを得ない．

また，現象的に考えると，「下流水面の影響が及ぶ」と

いうことは単に水面形がFigure 1のM1，S1 の形になるこ

とを言っているに過ぎない．さらに言えば，M2，H2，A2 
について波動伝播の点から下流水位の影響を直感的に考

えづらいが，これをどのように考えるかについて十分な

説明が与えられていない．いずれにしても式(1)に現れ

ない長波の伝播速度の概念を用いて説明することは理論

的でなく不可解である． 
仮にこの考え方に従ったとして，射流の場合，下流水

面の条件が上流に及ばないというだけで水深の境界条件

を上流で与えることが無条件で正当化されるかとの疑問

が湧くが，第一の説明法はこれに対して十分に納得のい

く説明ができない．このほか，下流水面の影響というな

ら特に常流の場合に上流水面の影響をどう考えるのか，

という疑問が当然湧いてくる．これに対してもこれまで

明快な解説が与えられていない．定常流の基礎方程式に

基づく水面形計算は，常微分方程式を解く問題でありい

わゆる初期条件（この場合は水深の境界条件）が与えら

れて方程式を解く作業である．したがって本来的にはど

こで如何なる水深を与えるべきか，についてFigure 1を

用いて明示すべきであるが，限界流地点以外はこれが明

示されていない． 
このような事情で，定常流の基礎方程式に基づく限り，

｢常流では下流水面の影響が上流へと及び射流ではこれ

が上流へと及ばない｣ことを境界条件の与え方あるいは

計算の向きの理由とする説明は論理的に無理があると理

解される． 
第二の説明法は常微分方程式の解としての水面形をヒ

ントにした説明であり一定の説得力をもつが，この説明

法もどこで如何なる水深を与えるべきかについて

Figure1を用いた直接的な説明がなされていない．また，

この説明は図のM3，H3，A3 に対して無力である． 
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Figure 1 Schema of steady open channel flows．(a) water surface profiles 

in steep slope channel，(b) water surface profiles in critical slope channel， 

(c)water surface profiles in mild slope channel，(d) water surface profiles in  

horizontal bottom channel，(e)water surface profiles in adverse slope channel. 
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なお，文献1)のp.101の「Ma（Figure 1のM1 に相当）お

よびMb（Figure 1のM2 に相当）が上流側にだけ漸近線

を持つことは，常流状態の流れでは境界条件の影響が上

流にだけおよんで下流におよばないことを示すものであ

る．何となれば，たとえば背水の場合にせき上げの影響

が下流側にもおよぶものとすれば，下流に向かって水深

はいくらでも増加して等流水深に近付くことがない．」

の箇所について著者らは真意を理解できていない． 
ここで，水深を未知数とする常微分方程式を解く問題

の基本に立ち返り，境界条件として適切な位置で水深の

確定値を与えそこを基点に計算を進めるべきである，と

の考えに基づき水面形計算の方向の説明を試みる．その

際，Figure 1に示されるように水面形が水路勾配と水深

の大きさの程度に応じて様々な形態をとることを想定し，

境界条件をこの図と関連させて考える． 
図のM1，S1，C1 の曲線は，水平水面の湛水部に流入す

る流れの水面形であって，せき上げ背水曲線と呼ばれる．

この場合，水平水面の湛水部のいずれの位置でも水位が

一定であり，河床高は地形条件で独立に与えられるから，

水面が水平な位置ならどこでも水深が一意的に定まりし

たがって境界条件地点となりうる．ゆえにM1，S1，C1 の
曲線では，図の矢印のように水面が水平な位置から水面

が傾きをもつ上流側へと計算を進めればよい． 
図のM2，S2，H2，A2 の曲線は段落ちや勾配変化点（急

勾配化）が関係する流れの水面形である．そのうちM2，

H2，A2 は，段落ちや勾配変化点の上流の常流の流れで，

下流端の段落ちや勾配変化点で限界流となる．S2 は段落

ちや勾配変化点の下流の射流の流れである．周知のよう

に限界流が生じる位置では水深が限界水深として与えら

れるが，限界流が生じる位置では式(1)の分母と分子が

ゼロとなるためそのままでは計算が安定しない．このた

め，段落ちや勾配変化点の上流（M2，H2，A2 ）の流れ

に対してはこれらの点の少し上流で限界水深より少し大

きな水深を境界条件として与え，段落ちや勾配変化点の

下流（S2）の流れに対してはこれらの点の少し下流で限

界水深より少し小さな水深を境界条件として与える6)． 
M3，S3，H3，A3 の曲線は例えばスルースゲートからの

自由流出を考えればよい．そのような流れではゲートの

少し下流の位置に縮流断面が生じ，その位置と水深が経

験的に知られているからその位置で境界条件が与えられ

る．すなわち，この位置から下流に向けて計算する．こ

のようにしてFigure 1の矢印の向きがすべて説明される．

結果的に計算の向きを与える矢印は常流の部分では上流

を向き，射流の部分では下流を向いている． 
以上の事情で常流では上流向きそして射流では下流向

きに計算するが，定常流の方程式で考える限り，結果的

に常流・射流の区別と計算の向きが対応すると考えるべ

きであって，「常流」あるいは「射流」から計算の向き

が決定されるという考え方は論理的に無理がある． 

3. 非定常流の基礎方程式に基づく検討

前述のように，開水路定常流は開水路非定常流の基礎

方程式に定常な境界条件を与えて解析することができる．

この場合，特性曲線法を用いると流量や流速の境界条件

を計算区間の上流端で与え，そして水位の条件を常流で

は下流端で与えまた射流では上流端で与えるべきことが

示される．ここではこのことを説明する．まず開水路非

定常流の基礎方程式を特性曲線法により表示するプロセ

ス7)を少し詳しく述べることから始める． 

(1) 開水路非定常流の基礎式の特性曲線表示

a) 開水路非定常流の基礎方程式

開水路流れの基礎式は，Figure 2の設定で流水断面積

をA，流量をQ，重力加速度をg，断面平均流速をv，運

動量補正係数をβ，基準水平面から測ったピエゾ水頭を

H，潤辺の平均せん断応力をτ0，径深をRとするとき，次

式で与えられる． 

連続式： 0=
∂
∂

+
∂
∂

x
Q

t
A  (2) 

運動方程式：
gR

H
g
v

xt
v

g ρ
tβ 0

2

2
1

−=







+

∂
∂

+
∂
∂ (3) 

開水路の流れの測定値を取り扱う都合から，流水断面

積Aの代わりに水深h を用いた表現を示す．h とH の

関係式 θcoshzH += （ z は水平面を基準とする河床

高さ）を用いて式(3)を変形し，さらに摩擦勾配 if = τ0/ρgR 
を導入して，右辺を変形すると次式を得る． 

)(cos
2

2

fiigghv
xt

V
−=








+

∂
∂

+
∂
∂ θβ (4) 

b) 基礎方程式の特性曲線表示

流水断面積 Aが当該地点の最大水深h のm 乗に比例

すると仮定し，定数W を用いて mWhA = とおく．長

方形断面では 1=m である．このとき連続式(2)は次の

B

A

H
x

θ
υ h

z H

△

Figure 2 Schematic view of open channel flow 
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ように書かれる． 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x
hmv

x
vh

t
hm (5) 

運動方程式は，cosθ≒1，β≒1として次のように書

かれる． 

)( fiig
x
hg

x
vv

t
v

−=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂  (6) 

ここで，水深h の代わりに次式で定義されるc を導

入する． 

mghc /=  ； gmch /2= (7) 

このとき微分係数の間の関係は， 

x
h

cm
g

x
h

mh
g

x
c

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

22
1 (8) 

t
h
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∂
∂
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∂
∂

2
 (9) 

したがって，連続式と運動方程式は次のように書き直

される． 

022 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x
vc

x
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t
cm  (10) 

)(2 fiig
x
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x
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∂
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式(10)と(11)の和と差から次式を得る． 

( ) ( ) ( ) )(22 fiigmcv
x
vcvmcv

t
−=+

∂
∂

+++
∂
∂  (12) 

( ) ( ) ( ) )(22 fiigmcv
x
vcvmcv

t
−=−

∂
∂

−+−
∂
∂  (13) 

これらを特性曲線表示すると， 

( )
)(

2
1 fiig

mcvd
cv

dxdt
−

+
=

+
= (14) 

( )
)(

2
1 fiig

mcvd
cv

dxdt
−

−
=

−
= (15) 

あるいは， 

特性曲線 +ω ： cv
dt
dx

+=  の上で 

( ) )(2 fiigmcv
dt
d

−=+ (16) 

特性曲線
−ω ： cv

dt
dx

−=  の上で 

( ) )(2 fiigmcv
dt
d

−=− (17) 

これらの式の意味は次のようである． 
式(14)または(16)： x と t  が cvdtdx +=/ の関係で

変化する時の水理量 mcv 2+ の時間増加率が g( i－if ) で
ある． 
式(15)または(17)： x と t  が cvdtdx −=/ の関係で

変化する時の水理量 mcv 2− の時間増加率が g( i－if ) で
ある． 

(2) 特性曲線法による計算方法と境界条件

特性曲線法による解法は次のようである．すなわち，

式(16)と(17)をv とc に関する連立方程式とみなし，初期

条件と境界条件を与えてFigure 3のように x ～ t 平面上

の特性曲線の交点におけるv とc を次々に求めていく．

具体的には，解析区間長をl （ 0=x ～ l ）とし，初期

条件として 0=t の線上の 0=x ～ l の各点の流速v と

水深h （c）を与える．境界条件は上流端 ( 0=x )と下

流端（ lx = ）で流速v または水深h の時間変化を与え

る．計算は初期値が与えられた x 軸上の点から出発し

て，順次交点のv とc を求めていく． 
Figure 3には常流と射流の場合について特性曲線網を

示す．図中の実線は特性曲線ω ＋： cvdtdx +=/ ，

破線は特性曲線ω －： cvdtdx −=/ を示す．常流の

場合， 0>+ cv そして 0<− cv であるから，図中の

特性曲線ω ＋は右上がり，特性曲線ω －は右下がりとな

る．一方，射流の場合， 0>+ cv そして 0>− cv で

あるから，図中の特性曲線ω ＋とω －の両方が右上がり

となる．また，計算はt が増加する向きに実行される．

したがって，特性曲線に沿う計算の向きは図中に矢印で

示すとおりである． 
境界条件の与え方は次のように考える．前述のように，

境界条件は上流端 ( 0=x )と下流端（ lx = ）で流速v
または水深h の時間変化を与えるが，流れは上流から

t

D
E

A B
x = 0 x = l

C

x

t

D

A B
x = 0 x = l

C

x

(a) 常流 (b) 射流

Figure 3  Mesh of characteristic curves 
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下流へと向かい 0>v であるので，流速v と水深h の

うち流速vの情報は解析領域の上流端で与えられるべき

である．次に水深h の境界条件を考える．まず，常流

では特性曲線 cvdtdx −=/ が上流に向かうから

cv − の情報を解析領域の下流端で与え，射流では特性

曲線 cvdtdx −=/ が下流に向かうから cv − の情報

を上流端で与えることになる．上記のようにvの情報は

上流端で与えられるから，もう一方のc (水深h ）の情

報は，常流では解析領域の下流端で与え，射流では上流

端で与えることになる．このようにして，境界条件の与

え方が決定される．この境界条件付与に関する示唆は特

性曲線法の大きな恩恵といえる．式(16)と(17)が基礎方程

式の変形からそのまま得られていることに留意されたい． 
各領域の流速と水深の決定：常流では，Figure 3 (a)

のACB の領域の流速と水深は初期条件だけにより決ま

り，領域ACDの流速と水深は初期条件と上流端の境界

条件だけで決まり，領域 BCE の流速と水深は初期条件

と下流端の境界条件により決まり，そして CDE より上

の領域の流速と水深は上流端と下流端の境界条件により

決まる．射流では，Figure 3 (b)の領域 ABC の流速と水

深が初期条件だけで決まり，領域 ACD の流速と水深は

初期条件と上流端の境界条件で決まり，そして AD より

上の領域の流速と水深は上流端の境界条件のみにより決

まる． 
以上のことから，上流端と下流端で定常な境界条件を

与えると，常流ではFigure 3 (a)の CDE より上方，射流

ではFigure 3 (b)の AD より上方では定常状態となる．す

なわち，これらの領域では非定常流の基礎方程式を用い

て定常流を解析することができる．したがって，特性曲

線法による解析が定常流の解析を包含するという立場に

立てば，特性曲線法による計算法の示唆により，開水路

定常流の水位（水深）の境界条件を常流では下流の点で

与えて上流向きにそして射流では上流で与えて下流向き

に計算することの理由づけが与えられる．この結果を式

(1)の計算に適用してよいことは当然である．このよう

に，常流だから，あるいは射流だからということで定常

流の計算の向きを決めることは，特性曲線法を通して保

証される．このことはこれまで指摘されていないと理解

している． 

4. 自由表面の境界条件

自由表面の境界条件は，境界面と法線方向の速度成分

が境界面の変形速度と境界面上の水粒子の運動速度とで

等しいことであるが，その条件式はある時刻に境界面上

にあって境界面の条件を満足する流体粒子は時間経過後

にも境界面上にあって境界面の条件を満足するとして求

められる．すなわち，Figure 4にように，x，y 軸を水平

方向そしてz 軸を鉛直上向きにとるとき，任意時刻t に
おける水表面の形状が陰関数表示で次式 

0),,,( =tzyxF  (18) 

で与えられるとき，境界面上の任意の水粒子のx，y，z
方向の速度成分をus，vs，wsとして，微小時間後の t +δt
においてなおこの水粒子が境界面上に存在し，境界面の

条件を満足するとして次の条件を課される． 

0),,,( =++++ tttwztvytuxF sss δδδδ  (19) 

これをテイラー展開し微少量の 1次の項までとったもの

を作り，式(18)との差をとると次の条件を得る． 

0=DtDF / (20) 

ここで， zFwyFvxFutFDtDF sss ∂∂+∂∂+∂∂+∂∂= /////  
は水表面の水粒子に追随して考えた F ( = 0 ) のラグラン

ジュ微分である．この説明方法の難点は，冒頭で述べた

ように，ラグランジュ微分の理解が定着していない中で

一般になじみが薄い境界面の方程式の陰関数表示 F のラ

グランジュ微分をイメージし難いことである． 
そこで陽関数を用いた直接的でイメージしやすい方法

を考える．x，y，z 軸を前記のようにとり，任意時刻 t に
おける水表面を次式で表現する． 

),,( yxtz ς= (21) 

式(21)で与えられる境界面の上向き法線は方向余弦が

1:/:/ yx ∂−∂∂∂− ςς  の比をもつことが容易に示され

る．ここで 122 +∂∂+∂∂= )/()/( yxA ςς とおく

P

n

x

y

z

z = z (x, y, t)
F (x, y, z, t) = 0

Figure 4 Schematic figure for boundary condition for free surface 
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と，上向き単位法線ベクトル n は次式で表わされる． 









∂
∂

−
∂
∂

−=
AyAxA
1,1,1 ςςn (22) 

こ の と き 境 界 面 上 の 流 体 粒 子 の 速 度

),,( ssss wvu=v の法線方向成分 snv は次式で与えら

れる． 

A
w

A
yv

A
xu

v

sss

ssn

1//
+

∂∂
−

∂∂
−=

=
ςς

nv・
(23) 

また，境界面の上昇速度 t∂∂ /ς の法線方向成分 cnv
は， t∂∂ /ς と法線･鉛直線の方向余弦の積であるから，

=cnv )/1(/ At ×∂∂ς となる．両者を等式で結ぶと， 

At

A
w

A
yv

A
xuvv ssscnsn

1

1//

×
∂
∂

=

+
∂∂

−
∂∂

−==

ς

ςς

(24) 

これより次式を得る． 

yvxutw sss ∂∂+∂∂+∂∂= /// ςςς  (25) 

これが水表面の境界条件を表す式である．すなわち，

内積にドット記号を用いて「（表面水粒子速度の鉛直成

分）＝（水表面の上昇速度）＋（表面水粒子の水平速度

ベクトル)・(水面勾配ベクトル) 」となる．この条件式

は微小要素に成立する連続式や運動方程式を水底から水

表面まで積分するときなどに用いられる． 

5. 結語

以上，開水路の水理解析に用いられる境界条件の問題

について，従来の説明に比べてより論理的で明快かつ直

感的理解を促す方法を示した．本論文の主要な成果は次

のようである． 
1) 定常流の基礎方程式に基づく水面形計算の境界条

件は，水深が確定される位置を境界条件地点とし

てその地点から遠ざかるように計算すればよい．

このことをFigure 1の全てのケースについて示し

た．その結果として示唆される計算の向きは従来

の水理学の教えと一致している． 
2) 定常流は非定常流の基礎方程式を定常な境界条件

のもとで解くことによっても求められる．また非

定常流の基礎方程式に基づく開水路流れの水理計

算の境界条件の与え方は特性曲線法により確定さ

れる．特に重要な結果として，常流・射流とも流

速の条件は上流端で与え，水深や水位の条件は常

流では下流端でそして射流では上流端で与える．

こうして定常流・非定常流とも水面形の計算は，

特性曲線法による計算の境界条件の与え方を通し

て，水深の境界条件を「常流ならば下流で与え

て」上流向きに進め，そして「射流ならば上流で

水深を与えて」下流向きに進めることの理由が論

理的に説明される． 
3) 水表面の境界条件式は，境界面と法線方向の速度

成分が水表面の変形速度と水面上水粒子の速度と

で等しいことをそのまま表現することにより直接

求めることができる． 

謝辞：本論文の執筆に際し，数学的な部分について，山

口大学大学院理工学研究科 応用数理科学分野 岡田真理

准教授（基礎解析学）のチェックを頂いた．ここに記し

て深甚の謝意を表す次第である． 

参考文献 

1) 石原藤次郎，本間仁：応用水理学 上，pp.99-106，丸善

株式会社，1957.
2) 本間仁，安芸皎一：物部水理学，pp.268-271，岩波書

店，1956.
3) 荒木正夫，椿東一郎：水理学演習 下巻，pp.28-32，森北出

版，1962.
4) 日野幹雄：明解水理学，pp.113-116，丸善株式会社，1983.
5) 禰津家久，富永晃宏：水理学，pp.229-232，丸善株式会

社，2000.
6) 本間仁：水理学，pp.161，丸善株式会社，1952.
7) 椿東一郎：水理学Ⅱ，pp.29-34，森北出版，1974.

(平成27年12月28日受理) 

Vol. 66 No. 2 (2015)

52(66)




