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The purpose of this paper is to construct the mathematical model of order-disorder transitions with

the random noise. First, the mathematical model of the order-disorder transition is derived in the

form of the nonlinear stochastic partial differential equation with the help of Ginzburg-Landau free

energy. Secondly, the existence theorem of the unique solution of the system equation is established

by using the nonlinear functional analysis. Finally, the behavior of the order-disorder transition is

analized through the simulation experments.
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1. 緒言

一般に、物質は温度や圧力などの物理量が与えられ

たとき、ある平衡状態をとっている。これらの環境を

変化させると、それに伴い物質も他の平衡状態へ移り

変わることがある。このような現象を一般に相転移現

象 [1]という。例えば、温度を下げていった時の水から

氷への変化、温度を上げていった時の水から水蒸気へ

の変化が相転移の一例である。相転移現象は合金の相

転移、高分子共重体の相分離など工学の種々の分野で

観測される重要な問題である [2]。

一般に相転移現象を解析する上で必要不可欠なもの

は、相転移現象の数学的モデル化である。相転移現象

を数学的に取り扱おうとしたとき、その出発点となる

のは、自由エネルギーである。自由エネルギーとは、

熱平衡状態がその最小値で特性づけられるような物理

量であるが、閉じた系においては自由エネルギーは増

加しないという事実が、モデル化を行う上で基本とな

る考え方である。相転移を別の表現を用いれば、ある

系を考えたとき、系全体の自由エネルギーがより低い

他の状態になることと言うことができる。相転移現象

のより現実的なモデル化を行うためには、熱雑音を考

慮する必要がある。本論文では相転移現象の中で秩

序・無秩序転移と呼ばれる相転移現象を熱雑音の影響

を考慮してモデル化を行い、モデルの数学的妥当性に

ついて考察する。さらに提案したモデルを用いてシ

ミュレーションを行い相転移現象の挙動を解析する。

本論文で用いられる主な記号の意味は次のとおりであ

る。

t : 区間Θ = (0, T )に属する時間変数、T は正定

数

x : 3次元ユークリッド空間内の滑らかな境界Γ

をもつ有界領域 Gに属する空間変数

(Ω,F , P ) :完備な確率空間
Ft :右連続,非減少な F の部分σ −代数族,

t ∈ Θ̄ = [0, T ]
L1(X) : X からX への核型作用素の空間[3]

LP (X) :空間X において P 乗可積分な関数 f

の空間、すなわち½
f |
Z
X

|f(x)|Pdx <∞
¾

ただし、1 ≤ P <∞
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L2(X;Y ) :空間 Y で値を持ちX 上で 2乗可積

分な関数 f の空間、すなわち½
f |
Z
X

k f(x) k2Y dx <∞
¾

ただし、k · kY は空間 Y における

ノルムを表す

( · , · ), | · | : L2(G)における内積およびノルム
Hn(G) : G上の次数 nのソボレフ空間[4]

L∞(X; Y ) : Y 上で値をもちX 上で本質的に

有界な関数の集合、すなわち½
f | ess sup

x∈X
k f(x) kY<∞

¾
C(Θ̄;X) : X で値をもつΘ̄ = [0, T ]上の連続関数

の空間

2. 相転移のモデリング

(a) Disorder state (b) Order state

(c) Order state (d) Separate state

Fig 1: The model of Phase Transition

系として 2種類の同数の原子が正方格子上に配置さ

れているものを考える。これらの原子は図 1(a) のよ

うに最初は無秩序に配置されているとする。また、隣

り合う 2つの原子は互いに入れ替わることができ、同

種の原子が隣り合っている場合は斥力、異種の場合は

引力が働くとする。このとき、系全体の相互作用エネ

ルギーが最小になる原子の配置は、図 1(b),(c)である

((b)と (c)は原子の配列が一つずつずれていることに

注意)。無秩序に配置された原子が、図 1(b)(c)のよう

な秩序ある構造に転移することを秩序・無秩序転移と

いう。

逆に、同種の原子が隣り合っている場合は引力、異種

の場合は斥力が働くときには、エネルギー最小の配置

は図 1(d)のようになる。このように、2種類の原子が

空間的に分離した状態へ転移すること相分離という。

相分離の例としては水と油を混ぜたとき水と油が一様

に混ざった系が水の多い領域と油の多い領域に分かれ

る現象が挙げられる。

本論文では相転移現象の中で (a),(b),(c) のような秩

序・無秩序転移のモデル化を考察する。秩序状態は図

1(b),(c)の 2つがある。この 2つの状態を区別するた

め、秩序変数 uを導入する。秩序変数は格子上の原子

の並び方を区別するものであり、以下で定義される。

u(x, t) =


1 (図 1(b)の秩序状態のとき)

0 (図 1(a)の無秩序状態のとき)

−1 (図 1(c)の秩序状態のとき)

(1)

また、式 (1)を一般化して秩序の程度に応じて

−1 < u(x, t) < 1 (2)

の値をとるものとする。次に、秩序・無秩序転移をモ

デル化するため、Ginzburg-Landau自由エネルギーを

考える。Ginzburg-Landau自由エネルギーは次のよう

に与えられる。

F (u) =

Z
G

hγ
2
(∇u)2 +W (u)

i
dx (3)

ここで、γ は正定数、∇(·) =
3X
i=1

∂(·)
∂xi
であり、

W (u) =
1

8
u4 − 1

4
u2 (4)

である。

一般に閉じた系では自由エネルギーは時間とともに増

加することはないので、

dF (u)

dt
=

Z
G

δF (u)

δu

∂u

∂t
dx ≤ 0 (5)

が成り立つ。δF (u)/δuは汎関数微分を表す。ここで、

式 (5)が成立するためには L(u) > 0として

∂u

∂t
= −L (u) δF (u)

δu
(6)

が成立すればよい。

本論文では uの境界条件を次のように与えることに

する。
∂u

∂ν
= 0 on Θ× Γ (7)
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従って、式 (3),(7)より

δF (u)

δu
= −γ4u− 1

2
u
¡
1− u2¢ (8)

式 (8)を式 (6)に代入して、次式を得る。

∂u

∂t
= γL(u)4u+ 1

2
L(u)u(1− u2) (9)

式 (9)はGinzburg-Landau方程式と呼ばれ、秩序・無

秩序相転移の挙動を記述する基本式である。

しかし、実際の相転移現象においては熱雑音の影響

により、原子間の移動には不規則なゆらぎが生じるた

め、式 (9)のような確定モデルでは厳密なモデル化が

行えない。そこで、本論文ではこのような熱雑音の影

響を白色雑音でモデル化し、確定モデル (9)の代わり

に次の確率モデルを導入する。

∂u

∂t
= γL(u)4u+ 1

2
L(u)u(1−u2)+(1−u2)∂w

∂t
(10)

ここで、w(t, x)は時間に関するWiener過程であり、

∂w/∂tはその形式的微分で白色雑音を表す。式 (10)の

右辺第 3項の係数は uの値が −1 ≤ u ≤ 1となる必要
性からこのように置いた。以後、簡単のため、L(u) = 1

として、モデル化を行うことにする。

初期時刻 t = 0における秩序変数の値を u0(x)として、

結局、確率 Ginzburg-Landau方程式は次のように与

えられる。

∂u(t, x)

∂t
− γ4u(t, x) = f(u(t, x))

+(1− u2(t, x))∂w(t, x)
∂t

(11)

(t, x) ∈ Θ×G
初期条件 u(0, x) = u0(x) x ∈ G
境界条件

∂u(t, x)

∂ν
= 0 (t, x) ∈ Θ× Γ

ただし、

f(u) =
1

2
u(1− u2)

である。

式 (11)には白色雑音が含まれているので、その数学的

意味は次の確率積分方程式で与えられるものとする。

u(t, x)−
Z t

0

γ4u(s, x)ds = u0(x)

+

Z t

0

f(u(s, x))ds+

Z t

0

(1− u2(s, x))dw(s, x)
(t, x) ∈ Θ×G

(12)

境界条件
∂u(t, x)

∂ν
= 0 (t, x) ∈ Θ× Γ

(13)

3. モデルの定式化

本章では確率相転移モデル (12),(13)の定式化を行

う。まず、次の関数空間を考える。

V = H1(G) ⊂ H = L2(G)

H をその双対空間と同一視して次式を得る。

V ⊂ H ⊂ V ∗ (V の双対空間)

w(t)をFtに適合した増分共分散作用素Q ∈ L1(H)を
もつ H−値Wiener過程として、式 (12),(13)に対す

る解の定義を行う。

(定義 3.1) 次の 2 条件を満足する関数 u を式

(12),(13)に対する解という。

(i) u ∈ L2(Ω×Θ;V ) ∩ L2(Ω;C(Θ̄;H))
∩L4(Ω×Θ×G) (14)

(ii)(u(t),ϕ) +

Z t

0

hAu(s),ϕids = (u0,ϕ)

+

Z t

0

(f(u(s)),ϕ) +

Z t

0

((1− u2(s)),ϕdw(s))
∀ϕ ∈ V

(15)

ただし、任意の ϕ,ψ ∈ V に対して

hAϕ,ψi = γ(∇ϕ,∇ψ) = γ
3X
i=1

µ
∂ϕ

∂xi
,
∂ψ

∂xi

¶

(定理 3.1) 次の条件 (C− 1) ∼ (C− 4)のもとで、
式 (12),(13)に対する定義 3.1の意味での一意解が存在

する。

(C − 1) : hAϕ,ϕi+ λ|ϕ|2 ≥ α k ϕ k2,
∃λ ∈ R1, ∃α > 0, ∀ϕ ∈ V

(C − 2) : 1− tr[Q] ≥ δ, ∃δ > 0

(C − 3) : u0 ∈ L2(Ω;H)

(C − 4) : 2E{
Z T

0

(f(ϕ)− f(ψ),ϕ− ψ)ds}

+E{
Z T

0

tr[(ϕ2 − ψ2)Q(ϕ2 − ψ2)]ds} ≤ 0
∀ϕ,ψ ∈ L2(Ω×Θ;V ) ∩ L4(Ω×Θ×G)

ここで、tr[Q]は作用素 Qのトレースを表す。

定理 3.1の証明は付録参照。
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4. 確率Ginzburg-Landau方程式

のシミュレーション

確率 Ginzburg-Landau方程式は次のように表され

た。
∂u

∂t
= γ4u+ f(u) + h(u)∂w(t)

∂t
(16)

ただし、f(u) = u(1 − u2)/2, h(u) = 1 − u2 である。
確率 Ginzburg-Landau方程式 (16)のシミュレーショ

ンを空間次元が 2次元の場合について有限差分法を用

いて行った。以下にシミュレーションの手順と結果を

示す。

まず、空間領域を次のように分割する。

0 = x1 < x2 < · · · < xn+1 = 1 , ∆x = 1/n

0 = y1 < y2 < · · · < yn+1 = 1 , ∆y = 1/n

ここで、uik,l = u(ti, xk, yl)とおき、次のように差分

する。

∂u

∂t
=
ui+1k,l − uik,l

∆t
4u = (ui+1k−1,l − 2ui+1k,l + u

i+1
k+1,l)/(∆x)

2

+(ui+1k,l−1 − 2ui+1k,l + u
i+1
k,l+1)/(∆y)

2

f (u) = uik,l

³
1− uik,l2

´
/2 = fik,l

h(u) = 1− uikl2 = hik,l
∂w(t)

∂t
=
wik,l√
∆t

(17)

wik,l は標準正規乱数とし、以下では ∆x = ∆y = h

とおく。以上のような差分化を行い、初期値 (fig.2)と

して平均 0分散 2.5 × 10−5 の正規乱数を用い、パラ
メータは∆t = 0.01, h = 0.05, γ = 0.01とおき、雑音

のない場合 (fig.3∼fig.5) とある場合 (fig.6∼fig.8)につ
いてシミュレーションを行った結果を以下の図に示す。

なお、各図においては、uの値に応じて右端のように

色の濃度が変化するようになっている。

Fig 2: initial value

4.1 シミュレーション結果の考察

雑音がない場合とある場合の図を同じ時刻 t = 8で

比較すると、雑音のない場合は全体的に灰色が多いが、

雑音のある場合は白色と黒色が多いことがわかる。こ

れは、雑音がある方が秩序化が早く進むためと考える

ことができる。すなわち、雑音は秩序化を促進する効

果をもつことを示している。

Fig 3: t = 1

Fig 4: t = 8

Fig 5: t = 20
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Fig 6: t = 1

Fig 7: t = 8

Fig 8: t = 20

5. 結言

相転移現象は工学の種々の分野において現れる重要

な非線形現象である。本論文では相転移現象の中で特

に秩序・無秩序転移と呼ばれる現象のモデリングにつ

いて考察した。モデリングの際に熱雑音の影響を考慮

して、確率 Ginzburg-Landau方程式を導入してモデ

リングを行った。確率Ginzburg-Landau方程式が一意

解をもつための条件を明らかにし、モデルの定式化を

行った。本論文で提案した確率Ginzburg-Landau方程

式を用いてシミュレーションを行い、秩序・無秩序現

象の挙動解析を行った。その結果、熱雑音は秩序化を

促進する効果をもつことが分かった。シミュレーショ

ンを通して、熱雑音による不規則性を考慮した秩序・

無秩序転移に対してモデルの有効性が確かめられた。
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A 付録

定理 3.1の証明: {ei}∞i=1 を V の要素で構成したH

の正規直交基底として、式 (15)に対する有限次元近似

方程式を考える。

(un(t), ei) +

Z t

0

hAun, eiids = (u0n, ei)

+

Z t

0

(f(un), ei)ds+

Z t

0

((1− u2n), eidwn)
1 ≤ i ≤ n

(18)

ここで、u0n =
nX
i=1

(u0, ei)ei である。

|un(t)|2
Ã
≡

nX
i=1

(un(t), ei)
2

!
に伊藤の公式 [5] を用い
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て次式を得る。

|un(t)|2 + 2
Z t

0

hAun, unids = |u0n|2

+ 2

Z t

0

(f(un), un)ds+ 2

Z t

0

((1− u2n), undwn)

+
nX
i=1

Z t

0

(Q(1− u2n)ei, (1− u2n)ei)ds
(19)

ここで、次式に注意して

2(f(un), un) = (un(1− u2n), un) = |un|2 − |u2n|2

nX
i=1

(Q(1− u2n)ei, (1− u2n)ei) ≤ tr[Q]|1− u2n|2

≤ tr[Q](1+ |u2n|2) (20)

hAun, uni = γ|∇un|2

|u0n|2 ≤ |u0|2

式 (19)より次式を得る。

|un(t)|2 + 2γ
Z t

0

|∇un|2ds+ (1− tr[Q])
Z t

0

|u2n|2ds

≤ |u0|2 +
Z t

0

|un|2ds+ 2
Z t

0

((1− u2n), undwn)
+ t · tr[Q]

(21)

ここで、条件 (C−1), (C−2), (C−3)に注意して (21)
の両辺の数学的期待値演算を施して、次式を得る。

E{|un(t)|2}+ αE{
Z t

0

k un k2 ds}+ δE{
Z t

0

|u2n|2ds}

≤ E{|u0|2}+ |λ|E{
Z t

0

|un|2ds}+ T · tr[Q]

≤ C + |λ|E{
Z t

0

|un|2ds} (22)

ただし、C = E{|u0|2}+ T · tr[Q]
式 (22)に Gronwallの不等式 [6] を用いて次の評価式

を得る。

sup
t∈Θ̄

E{|un(t)|2} ≤ C1 (23)

E{
Z T

0

k un k2 ds} ≤ C2 (24)

E{
Z T

0

|u2n|2ds} ≤ C3 (25)

あるいは

E{
Z T

0

k un k4L4(G) ds} ≤ C3 (26)

ここで、C1, C2, C3 は nと独立な正定数である。

ここで、

E{
Z T

0

k un3 k
4
3

L
4
3 (G)

ds} = E{
Z T

0

(

Z
G

|un|4dx)ds}

= E{
Z T

0

k un k4L4(G) ds} ≤ C (27)

に注意して、次のような部分列 (簡単のため {un}と表
す)が選べる。

un * u weakly star in L∞(Θ;L2(Ω;H)) (28)

un * u weakly in L2(Ω×Θ;V ) (29)

u2n * χ1 weakly in L2(Ω×Θ;H) (30)

un * u weakly in L4(Ω×Θ;L4(G)) (31)

f(un)* χ2 weakly in L
4
3 (Ω×Θ;L 4

3 (G)) (32)

式 (18)において、n → ∞として式 (28) ∼ (31)を用
いて次式を得る。

(u(t), ei) +

Z t

0

hAu, eiids = (u0, ei) +

Z t

0

(χ2, ei)ds

+

Z t

0

(1− χ1, eidw) (33)

1 ≤ i

次に、単調法 [4] を用いて、χ2 = f(u),χ1 = u2 であ

ることを示す。

まず、条件 (C − 4)より次式を得る。

Fn = −2E{
Z T

0

(f(un)− f(ϕ), un − ϕ)ds}

− E{
Z T

0

tr[(u2n − ϕ2)Q(u2n − ϕ2)]ds} ≥ 0
∀ϕ ∈ L4(Ω×Θ;L4(G)) ∩ L2(Ω×Θ;V ) (34)

ここで、

Gn = −2E{
Z T

0

(f(un), un)ds}−E{
Z T

0

tr[u2nQu
2
n]ds}
(35)

とおいて次式を得る。

Gn ≤ −2E{
Z T

0

(f(un), un)ds} (36)

−
nX
i=1

E{
Z T

0

(Qu2nei, u
2
nei)ds

(式 (19)を用いて)

= E{|u0n|2}− E{|un(T )|2}

−2E{
Z T

0

hAun, unids}

+
nX
i=1

Z T

0

(Qei, ei)ds
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−2
nX
i=1

E{
Z T

0

(Qei, u
2
nei)ds} (37)

式 (28)∼(30),(37)より

lim sup
n

Gn ≤ E{|u0|2}−E{|u(T )|2}

−2E{
Z T

0

hAu, uids}

+ T · tr[Q]− 2E{
Z T

0

tr[Qχ1]ds} (38)

式 (33)より次式を得る。

E
©|u(T )|2ª+ 2E{Z T

0

hAu, uids} = E{|u0|2}

+2E{
Z T

0

(χ2, u)ds}

+E{
Z T

0

tr[(1− χ1)Q(1− χ1)]ds}
(39)

式 (39)を式 (38)に用いて次式を得る。

lim sup
n

Gn ≤ −2E{
Z T

0

(χ2, u)ds}

−E{
Z T

0

tr[χ1Qχ1]ds}
(40)

式 (34),(40)から

0 ≤ lim sup
n

Fn ≤ −2E{
Z T

0

(χ2, u)ds}

−E{
Z T

0

tr[χ1Qχ1]ds}+ 2E{
Z T

0

(χ2,ϕ)ds}

+ 2E{
Z T

0

(f(ϕ), u)ds}− 2E{
Z T

0

(f(ϕ),ϕ)ds}

+ 2E{
Z T

0

tr[ϕ2Qχ1]ds}− E{
Z T

0

tr[ϕ2Qϕ2]ds}

= − 2E{
Z T

0

(χ2 − f(ϕ), u− ϕ)ds}

−E{
Z T

0

tr[(χ1 − ϕ2)Q(χ1 − ϕ2)]ds} (41)

となる。式 (41)において ϕ = uと選んで、

E{
Z T

0

tr[(χ1 − u2)Q(χ1 − u2)]ds} ≤ 0

したがって、

χ1 = u
2 (42)

を得る。

式 (41) において、ϕ = u ± δv ∀v ∈ L4(Ω ×
Θ;L4(G)) ∩ L2(Ω×Θ;V )(δ > 0)と選んで式 (42)を

用い、δ → 0として次式を得る。

E{
Z T

0

(χ2 − f(u), v)ds} = 0

∀v ∈ L4(Ω×Θ;L4(G)) ∩ L2(Ω×Θ; V )
したがって、

χ2 = f(u)

を得る。
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