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対称的推移関係の同値条件

橋　本 寛

1．はじめに

　二項関係の特別な場合である対称的推移関係について考察をおこない，与

えられた二項関係が対称的推移関係となるための必要十分条件すなわち同

値条件を求めている。対称的推移関係は関係の理論の基礎や応用において

重要な役割を演じており［1，2β］，これまでにも様々の性質が知られている

［345］。一一般に，二項関係はプール行列で表現できるので，本稿ではプール

行列を用いて対称的推移関係の同値条件を調べている。

2．定義

0，1の2値をとる変数κ，ッに対して

　κ＞yニmax（κ，y），κ〈ツ＝min（瓢ツ）

と定める。また0，1の要素をもつ〃次プール行列R＝［ア，］，S＝［s，］に対して

　　R＞Sニ［為V3。］，1～〈S＝［7．〈5。］

　　R’＝［ろ，］（転置）

　　1～×5＝［（7，1〈∫1ノ）〉（晩〈∫〃）〉…　　〉（角．〈5彫）］

　　R°＝1ニ［δ，］（δ．はクロネッカーのデルタ）

　　1～㌔1～々1×R　（々ニ1，2，・・・）

　　1～≦S⇔7，≦sり（義ブ＝1，2，…　　，〃）

　　（R）．ニ7，

と定義する。
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　対称的推移関係を表現するプール行列丑はR≦1～ノ，丑2≦Rとなる。な

お，対称性の条件であるR≦R’はRノニ1～と同値であるが，以下では主と

してR≦Rノを用いる。

3．結果

　すでに述べたように，対称的推移関係を表現するプール行列RはR≦1～’，

R2≦Rとなるので，与えられたプール行列丑がR≦1～ノ，R2≦Rとなるた

めの必要十分条件すなわち同値条件を示す。

　以下において，一般に，R，S，只欧KZなどは0，1要素のπ次プール行列

を示し，砿ん，〃z，∫畠互ρ，σなどは正または非負の整数を示すものとする。

［性質1］為4≧0，〃z，ρ≧1で，S、¢＝1，2，…　　，〃z）は2乃＋1個伍≧0）

についてS＝R2々＋1〈（Rノ）2々＋1であり，残りのS，についてはS＝（R’×R）〈

（R×R’）であるとする。砿欧KZは，7≦1～，（R’×R）ρ≦凧r≦R2々＋1＞

（1～’）2た＋L，

　　　（1～×Rノ）σ×R×S1×S2×…　　×S溜≦Z

であり，R’＝R，R2＝1～のときレr＝π＝｝7＝Z＝1～となるものとする。こ

のとき次の条件は同値である。

（1）R≦1～ノ，R2≦R

（2）　2F≦　レ”，　1π／＼1『≦　y『

（3）　Z＝　レワ，　レ7／＼1『≦　｝／

（4）　Z≦　レπ，　研くノ＝　r〈∫

（5）　2「＝　レ”，　レ「〈∫ニ　｝／『／＼∫

（6）　Z≦　レワ，　π≦　｝／

（7）　Z≦　レワ，　レレ「＝　y’

（8）Z；U，匠≦｝7

（9）　z＝　レ刀，　π＝　1て

（証明）　（1）⇒（9）R’＝R，R2＝Rとなるから，　Z＝1？＝丑’＝ア，　W＝1～＝
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γとなる。

　（9）　⇒　（5）　⇒　（3）　⇒　（2），（9）　⇒　（7）　⇒　（4）　⇒　（2），（9）　⇒　（8）　⇒　（6）　⇒

（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）（R）。＝1とおく。このとき（」Pノ）、、＝1，（R×Rノ）。＝1，（1～ノ×R）刀

＝
1，（（1～×1～’）q），，＝1，（（1～’xR）ρ）刀＝1となり，（研）“＝1，（r）“ニ1，（1～2々＋1

＞（Rノ）2々＋1）刀＝1，（R2た＋1）刀二1，（（1～’）2々＋1）刀＝1となる。（R2々＋1）刀二1からあるg

に対して（R）、．＝1となり，（Rノ）幻＝1，（1～×1～’）．＝1となる。したがって

（R2々＋1〈（1？ノ）2々＋1）刀＝1，（（Rノ×R）〈（R×Rノ））刀＝1となり，（51）刀＝（S2）刀二

… 　　＝（S所）“ニ1となる。よって（（R×R’）り。〈（R），〈（51×S2×…

×＆）刀＝1，（Z）。＝1，（γ），＝1，（Rノ），＝1となり，丑≦1～～Rノ＝Rとなる。

このとき

　　　　R（2々＋1＞（2乃＋1）＋2伽2ゐ1）＋2・＋1≦Z≦ア≦1～ノ＝R

となる。（2々＋1）（肋＋1）＋2（〃2一肋一1）＋24＋1は偶数であり，1～ノ＝R

のときR≦R3となるからR2≦1～4≦…　　≦R（2々＋1）（2乃＋1）＋2（漁1）＋29＋1≦丑とな

り1～2≦Rが得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質2］次の条件は同値である。

（1）研く∫≦｝7

（2）　1レ7／＼∫≦　｝”

（3）π〈∫≦r〈yノ

（4）　研〈1≦　】r＞　｝”

（5）　1レ7〈∫≦≡y’／＼∫

（6）　η「〈1『≦　｝”〈∫

（7）　］レ「〈1≦　｝／／＼　yア／＼1『

（8）π〈∫≦（r＞r）〈∫

（証明）　（1）⇒（2）⇒（3）⇒（4）（研く∫）’≦（r）ノとすれば曜く∫≦yア，

〃「〈1≦rとなり，W〈ノ≦r〈r≦r＞rとなる。

　（4）⇒　（8）⇒　（7）　⇒　（6）⇒　（5）⇒　（1）

（罪く∫）〈∫≦（r＞r）〈∫から次のようになる。確〈∫≦（γ＞r）
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〈∫＝（γ〈1）V（r〈∫）＝r〈∫＝γ〈γ〈1＝γ〈r〈1≦γ〈∫＝

γ〈／≦「　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質3］ゑσ≧0，祝，ρ≧1で，S（∫＝1，2，…　　，勉）は1～’×1～，1～×丑ノ，

R2々＋1，または（Rノ）2々＋1であり，そのうち，ちょうど肋＋1個伍≧0）がR2々＋1

または（1～’）2々＋1であるとする。このとき次の条件は同値である。

（1））R≦1～’，1～2≦R

（2）（1～×1～ノ）9×1～×Sl×S、×…　×S。≦R’，（R’×1～）ρ〈∫≦R2々＋’

（3）　（∫～×1～ノ）9×1～×51×S2×・　・　。×S挽＝1～，，（1～，×1～）ρ〈∫≦1～2ん＋1

（4）　（頭～×頭～’）9×1～×S1×52×。　・　・×S吻≦1～ノ，（1～ノ×ム～）ρ〈∫二酒～2々＋1〈∫

（5）　（∫～×∫～，）σ×1～×S1×S2×・　。　・×S規＝∫～ノ，（1～’×1～）ρ〈1『ニ1～2々＋1／＼∫

（6）　（∫～x1～，）σ×1～×51×S2×。　・　・×S泌≦1～’，（1～，×∫～）ρ≦∫～2々＋1

（7）　（1～×1～ノ）σ×1～×S1×S2×…　　　　×S趨≦1～ノ，（1～ノ×∫～）ρ＝1～2々＋1

（8）（R×1～’）ρ×R×S1×S2×…　　×＆＝1～ノ，（1？’×R）ρ≦R2々＋i

（9）　（1～×」～ノ）4×1～×S1×S2×…　　　　×S脚＝」F～，，（1～’×∫～）ρ＝∫～2た＋1

（証明）性質1による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質4］ゑρ≧1に対して次の条件は同値である。

（1）（1～’×R）ρ〈！≦1贈

（2）　（1～’×1～）ρ／＼1『≦　（1～ノ）々

（3）　（∫～，×∫～）♪〈∫≦1～々／＼（∫～’）ゐ

（4）　（∫～’×∫～）ρ／＼∫≦∫～た〉（1～ノ）々

（5）　（∫～’×∫～）ρ〈∫≦∫～ゐく1『

（6）　（1～’×1～）ρノへ1≦　（∫～’）々〈∫

（7）　（1～ノ×。石～）ρ〈∫≦∫～々！へ　（1～ノ）々〈1’

（8）（1～ノ×R）♪〈Z≦（1～々〉（Rり々）〈∫

（証明）性質2による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質5］々，ρ≧1に対して次の条件は同値である。

（1）（1～ノ×丑）ρ≦R々

（2）　（∫～ノ×1～）ρ≦　（1～つ々
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（3）　（1～！×1～）ρ≦1～た／＼　（1～，）た

（証明）　（1）⇒（2）⇒（3）⇒（1）（（1～ノ×R）り’≦（1～リノから（1～’×R）ρ≦

（1～ノ）ぬとなり，したがって（1～ノ×R）ρ≦1～ゐく（丑ノ）た≦1～々となる。　（証明終）

［性質6］々，〃z，ρ≧1とする。S，¢＝1，2，…　　，〃2）は次のようであるとする。

まずSlは1～2々またはR×1～ノであり，〃z≧2のときS、（∫≧2）は1～2々〈（1～’）2々

または（1～ノ×1～）〈（1～×1～’）であるとする。玩砿KZは，7≦1～，（1～’×

R）ρ≦欧γ≦R2々〉（1～’）2々，

　　　　Sl×S2×…　　×S躍≦Z

であり，R’＝1～，1～2＝1～のとき7＝確＝yF＝Zニ1～となるものとする。こ

のとき次の条件は同値である。

（1）R≦1～ノ，1～2≦R

（2）Z≦γ7，P「〈∫≦｝7

（3）　Z＝　レワ，　π7〈1≦　｝7

（4）　Z≦　レワ，　潤「／＼∫＝　｝7〈1

（5）　Z＝　レ”，　潤「／＼∫＝　】♂／＼∫

（6）　Z≦　y7，　レ「≦　】r

（7）　ZF≦　γ7，　1阿／＝　｝7

（8）Z＝7，確≦r

（9）　z＝　レワ，　ア「ニ　r

（証明）　（1）⇒（9）R’＝1～，1～2二丑となるから，Z＝1～＝1～’＝γア，π＝R＝

rとなる。

　（9）　⇒　（5）　⇒　（3）　⇒　（2），（9）　⇒　（7）　⇒　（4）　⇒　（2），（9）　⇒　（8）　⇒　（6）　⇒

（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）（丑），＝1とおく。このとき（1～’）、、＝1，（1～ノxR）、，＝1，（（1～’

×丑）ρ）刀＝1となり，（π）刀＝1，（y）刀＝1，（1～2々V（1～’）2々）〃＝1・（1～2り〃＝1，

（（1～ノ）2り。＝1，（1～2々〈（R’）2々）。＝1となる。（1～2々）。＝1からある乃に対して

（丑）、乃＝1となるから，（五～ノルニ1，（R×R’）、，＝1，（（1～’×R）〈（R×1～り）“ニ

1となり，（Sl）“〈（S2）“〈…　〈（＆）刀＝1，（Z）刀＝1，（ア）刀＝1，（1～’）“＝1，
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（R）刀＝1となる。

（i）Sl＝丑2々のとき

　（R），〈（R胴×S2×…　　×＆）“＝1となるから，（Z），＝1，（ア），＝1，（1～’）．

ニ 1となり，丑≦1～’，Rノ＝Rとなる。

（ii）Sl＝R×R’のとき

　（丑），〈（Rノ×S2×…　×＆）刀＝1となるから，（Z），＝1，（ア），ニ1，

（Rノ），＝1となり，1～≦1～ノ，」？’＝Rとなる。

　よって，あるg≧1に対して1汐≦Z≦ア≦1～ノ＝Rとなり，R㎏≦Rと

なる。Rノ二丑のときR≦1～3となるから1～2≦1～4≦…　≦1蓼≦Rとなり，

1～2≦Rが得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質7］た，〃z，ρ≧1とする。S、¢ニ1，2，…　　，〃z）は次のようであるとする。

まず〃2＝1のときSl＝」？×1～ノであるとする。〃2≧2のときは51はR々また

はR×1～’であり，S（ガ≧2）は1～々〈（R’）々または（Rノ×1～）〈（R×」？’）で，

S1＝1～々のときは，ちょうど％＋1個伍≧0）のS（∫≧2）が1～々〈（1～’）々であ

り，Slニ1～×Rノのときは，ちょうど2乃個伍≧0）の5，¢≧2）が1～々〈（R’）々

であるとする。

　またK砿KZは，γ≦瓦（1～ノ×丑）ρ≦砿γ≦R々〉（R’）々，

　　　51×52×…　　×S規≦Z

であり，Rノニ1～，　R2ニRのときyF＝伊二y’＝Z＝Rとなるものとする。こ

のとき次の条件は同値である。

（1）R≦R’，R2≦丑

（2）Z≦ア，π〈ノ≦r

（3）Zニ7，∬〈∫≦r

（4）　Z≦　レワ，　ア「〈1＝　】r〈∫

（5）　Z＝　レ”，　1レ1／／＼ノニ　y’／＼！

（6）　2’≦　yア，　ア「≦　｝7

（7）　27≦　レη，　1レ「＝　r

（8）Z＝『，研≦r
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（9）　2P＝　レ”，　アレτニ　】そ

（証明）　（1）⇒（9）R’ニR，1～2＝1～となるから，Z＝1～＝1～ノ＝U，四二R

＝ rとなる。

　（9）　⇒　（5）　⇒　（3）　⇒　（2），（9）　⇒　（7）　⇒　（4）　⇒　（2），（9）　⇒　（8）　⇒　（6）　⇒

（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）（R），ニ1とおく。このとき（1～ノ），、ニ1，（R’×R）。＝1，（（1？’×

R）ρ）刀＝1，（罪）“＝1，（r）、，ニ1となり，（1～々〉（1～’）々）刀＝1，（R々）刀＝1，

（（1～ノ）り刀＝1，（」？たく（Rノ）り．＝1となる。（1～り刀＝1からあるgに対して（R）、，

ニ 1となるから，（1～’）幻＝1，（丑×Rノ）刀＝1，（（R’×R）〈（R×1～’））、，＝1と

なる。したがって，（S1）刀く（S2）、，〈…　　〈（＆）刀＝1となり，（Z）刀二1，

（γ）“＝1，（1～ノ）“ニ1，（R）刀＝1となる。

（i）51＝1～々のとき

　（R），〈（1～飼×S2×…　　×＆）刀＝1となるから，（Z），ニ1，（ア），＝1，（jRノ）．

ニ 1となり，R≦Rノ，　jRノ＝Rとなる。

（ii）s1＝1？×Rノのとき

　（R），〈（1～ノ×52×…　　×＆）刀二1となるから，（Z），＝1，（ア），＝1，（1～ノ），

＝1となり，1～≦1～ノ，1～ノ＝Rとなる。

　よってある！≧1に対して」酬≦Z≦ア≦丑’ニ1～となり，1習≦Rとな

る。R’＝1～のときR≦1～3となるから1～2≦1～4≦…　　≦R冴≦Rとなり，

R2≦Rが得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質8］ρ≧1とする。SK凧KZは，1～〈∫≦S7≦1～，（Rノ×1～）ρ≦欧

γ≦丑＞Rノ，

　　　R×（R〈Rノ）×5≦Z

であり，Rノ二瓦R2＝1～のときR×5＝レ＝確＝γ＝Zニ1～となるものと

する。このとき次の条件は同値である。

（1）R≦Rノ，R2≦R

（2）Z≦『，研く1≦r

（3）　Zニ　レ”，　1レ「／＼1幽≦　r
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（4）　Z≦　レワ，　∬／＼∫ニ　】「〈1

（5）　Z＝　レ”，　岡／／＼∫＝　｝7／＼Z

（6）　Z≦　レ”，　耳z≦　】「

（7）　2「≦　レη，　1レ7＝　r

（8）Zニア，躍≦γ

（9）　Z＝　レワ，　1レ「＝　1♂

（証明）　（1）⇒（9）1～ノニ1～，1～2ニ1～となるから，Z＝R＝丑ノ＝ア，研二R

ニ y『となる。

　（9）　⇒　（5）　⇒　（3）　⇒　（2），（9）　⇒　（7）　⇒　（4）　⇒　（2），（9）　⇒　（8）　⇒　（6）　⇒

（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）（R），＝1とおく。このとき（1～’）、，＝1，（Rノ×丑）“＝1，（（丑ノ×

R）ρ）刀＝1，（研）刀＝1，（r）、，ニ1となり，（1～V1～’）刀＝1，（R）“＝1，（S）刀＝1

となる。したがって，（R）．〈（R〈1～’）、，〈（5）刀＝1，（Z）．ニ1，（ア）．＝1，

（Rノ），＝1となり，R≦ム～ノ，丑’＝R，1～2×S≦Z≦ア≦R’＝Rとなる。

　次にR2≦Rを示す。（R），々〈（R）勺＝1とおく。このとき（R渇二1，（Rノ）、ゐ＝

1，（ム～ノ×R）刀＝1，（（1～’×R）ρ）刀＝1，（確）刀＝1，（r）“＝1となり，（R＞Rノ）ヵ

＝1，（R）刀＝1，（S）“ニ1となる。よって（R2）。〈（S）刀＝1，（R）。＝1となり1～2

≦Rとなる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質9］〃z，ρ≧1とする。玩照LZは，7≦1～，（R’×R）ρ≦四γ≦1～V

五1ノ，

　　　1～×（1～〈1～ノ）規≦Z

であり，R’＝」？，1？2＝1～のとき7＝π＝y’＝Zニ1～となるものとする。こ

のとき次の条件は同値である。

（1）R≦R～R2≦丑

（2）Z≦ア，匠く∫≦r

（3）　Zニ　レη，　1π〈1≦　1ζ

（4）　Z≦　レワ，　レ7／＼∫ニ　】「〈∫

（5）　Zニ　レη，　1レ「『〈1『＝　｝／ノへ1’



対称的推移関係の同値条件 （645）－181一

（6）　2F≦　レ”，　レ「≦　y’

（7）　Z≦　レ”，　1匹τ＝　】ぞ

（8）Z＝レワ，フ「≦｝7

（9）　2P＝　レワ，　旧「＝　y『

（証明）性質8による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質9の〃z＝0に相当する場合として次の性質が成立する。

［性質10］ρ≧1とする。K砿KZは，7≦1～，（1～’×1～）ρ≦凧γ≦R＞

Rノ，1～≦Zであり，1～ノ＝R，1～2＝Rのとき7＝研＝yPニZ＝Rとなるものと

する。このとき次の条件は同値である。

（1）丑≦Rノ，1～2≦R

（2）Z≦ア，確≦｝7

（3）Z≦γ，躍＝｝7

（4）　Z＝　レワ，　7レ7≦　〕r

（5）　2’＝　レワ，　羽「＝　】r

（証明）　（1）⇒（5）1～ノ＝1～，1～2＝Rとなるから，Z＝丑＝1～’＝ア，フ「＝1～＝

rとなる。

　（5）⇒（3）⇒（2），（5）⇒（4）⇒（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）R≦Z≦ア≦ム～ノ，R≦」ぞ’，1～’二丑となり，（1～ノ×丑）ρ≦伊≦

γ≦R＞1～ノからR2φ≦Rとなる。1～ノ＝1～のときR≦R3となるから1～2≦

R4≦…　　≦1曹≦丑となり1～2≦Rが得られる。　　　　　　（証明終）

［性質11］々，乃，勉≧0，ρ≧1で，2ん＋乃＋勉≧2，ん＋乃≧1であるとする。

K砿KZは，7≦丑，（1～’×R）ρ≦照｝「≦R＞R’，

　　　（1～×1～ノ）々×Rゐ×（R〈1～ノ）加≦Z

であり，R’＝1～，1～2ニ1～のときy＝フ「＝｝zニZ＝1～となるものとする。こ

のとき次の条件は同値である。

（1）R≦丑’，1～2≦R

（2）Z≦yア，π〈ノ≦｝7

（3）　Z＝　レワ，　π〈」r≦　y’
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（4）　Z≦　レ”，　ア「〈∫＝　】r〈∫

（5）　Z＝　レ”，　1レ7／＼1＝　r〈∫

（6）　Z≦　レワ，　確≦　r

（7）　2’≦　レワ，　1レ7＝　1♂

（8）Z＝P”，確≦｝7

（9）　z＝　レワ，　潤「＝　】♂

（証明）性質9による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質12］　々，〃2≧0，ρ≧1で，々＋〃z≧1であるとする。K照KZは，レ

≦R，（Rノ×R）ρ≦照r≦R＞1～’，

　　　（丑×1～’）々×丑×（R〈R’）脱≦z

であり，丑’＝瓦1～2＝Rのとき7＝フ「＝γ＝Z＝Rとなるものとする。こ

のとき次の条件は同値である。

（1）R≦R’，丑2≦R

（2）Z≦yア，研く∫≦r

（3）　Z＝　レ刀，　耳z／＼1『≦　1ぞ

（4）　Z≦　レ”，　胴「〈∫＝　】「／＼∫

（5）　Zニ　レワ，　π7〈ノ＝　】♂／＼1

（6）　Z≦　レ刀，　羽「≦　｝τ

（7）　Z≦　レワ，　レ「・＝　｝7

（8）Z＝yア，確≦γ

（9）　2’ニ　レワ，　ア「＝　】♂

（証明）性質11において乃＝1とおき，2々＋1＋〃z≧2すなわち2々＋〃2≧

1が非負整数々，〃zに対して々＋〃z≧1と同値であることに注意すればよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質13］々，〃z≧0，ρ≧1で，2ん＋〃z≧2であるとする。S、¢＝1，2，…　，〃z）

はR〈」？’≦5、で，とくにSlはR≦51であるとする。　K玖KZは，γ≦

R，（R’×R）ρ≦砿γ≦丑＞1～’，

　　　（R×1～ノア×51×、S2×…　　×5魏≦Z
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であり，Rノ＝丑，R2＝1～のとき51ニS2＝…　　ニ5加＝7＝ア7ニrニZ＝R

となるものとする。このとき次の条件は同値である。

（1）R≦Rノ，R2≦R

（2）Z≦ア，躍く∫≦r

（3）　Z＝　レ”，　1レ「ノへ1’≦　y’

（4）　Z≦　レワ，　羽「／＼∫＝　】∫〈1

（5）　Z＝　レワ，　ア「／＼1・＝　r〈∫

（6）　2’≦　レ”，　7レ7≦　｝／

（7）　Z≦　レη，　1レレτニ　：r

（8）Z＝ア，研≦r

（9）　zニ　レ”，　ア「＝　】「

（証明）　性質11による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　なお，上の性質13および次の性質14，15において，〃z＝0の場合はS、に

関する部分を除くものとする。

　また，これらの性質はそれぞれ々＝0の場合すなわち（1～×1～’）斎を除いた

場合の特別な場合と見ることもできる。

［性質14］々，〃z≧0，ρ≧1で，2々＋駕≧2であるとする。S，¢＝1，2，…，〃z）

は，1～，1～’，R〈1～’，またはR＞1～’で，とくにSlはRまたはR＞R’である

とする。このとき次の条件は同値である。

（1）R≦R’，丑2≦R

（2）（R×1～ノ）々×Sl×S2×…　　×S規≦1～ノ，（1？’×丑）ρ〈∫≦R

（3）　（∫～×∫～ノ）々×51×52×　…　　　　×S醒＝1～，，（1～’×1～）ρ／＼∫≦∫～

（4）　（∫～×。石～，）々×Sl×52×　…　　　　×S翅≦∫～ノ，（2？’×∫～）ρ／＼∫＝1～〈∫

（5）　（∫～×∫～，）々×51×52×　…　　　　×S斑二∫～，，（∫～，×1～）ρ／＼1＝。石～／＼∫

（証明）　性質13による。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質15］々，〃z≧0，ρ≧1で，々＋〃z≧1であるとする。S、¢＝1，2，…　，〃z）

は1～，1～’，1～〈1～ノ，またはR＞Rノで，とくにSlはRまたはRV」R’である

とする。このとき次の条件は同値である。
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（1）1～≦1～’，1～2≦1～

（2）（R×1～’）々×Sl×52×…　　×S趨≦丑ノ，（1～’×R）ρ≦R

（3）　（1～×∫～つ々×Sl×52×　…　　　　×S規＝1～ノ，（1～！×∫～）ρ≦1～

（証明）　（1）⇒（3）1～ノ＝丑，1～2＝1～となるから

　　（1～×1～ノ）々×S1×S2×…　　×S彿二R2ん吻＝R＝1～’，

　　（1～’×1～）ρ＝1曹＝R

となる。

　（3）⇒（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）（R），＝1とおく。このとき（1～ノ），、＝1，（1～×1～’）。ニ1，（1～ノ×R）、，

＝ 1，（（R×R’）々）。＝1，（（1～’×丑）ρ）、，＝1となり，（R）刀＝1となる。

（i）挽≧2のとき

　（（1？×1～’）々）。〈（51），〈（52×…　　×＆）“＝1，（R’），ニ1となり，R≦Rノ，

1～ノ＝1～となる。

（ii）鯛二1のとき

　（（R×Rノ）々）。〈（S1），ニ1となるから，（1～ノ）、ニ1となり，1～≦R’，1～’＝R

となる。

（血）規＝0のとき

　々≧1となるから（1～×1～ノ）々≦R’を変形してR×1～ノ×（R×Rノ）々’1≦R’と

すれば，（R）．〈（」陀’×（1～×1～ノ）々1）、，ニ1，（Rノ）り＝1となり，1～≦1～’，1～ノ＝R

となる。

　こうして（1～ノ×R）ρ≦Rから1～2ρ≦Rとなり，1～’＝RのときR≦1～3であ

るから」？2≦R4≦…　　≦1～2♪≦R，1～2≦Rとなる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質15に関連して次の関係が成立する。

　　R≦R’，1～2≦R⇔（1～ノ×1ぴ＝1～⇔（1～ノ×1～）〃＝1～’（ρ≧1）

　　　　　　　　　⇔（丑×R’）々＝1～⇔（R×1～’）々＝R’（々≧1）
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4．まとめ

　対称的推移関係に関するプール行列で表現された若干の同値条件を示し

た。これらの同値条件の一部は従来知られている条件の一般化となってい

る。また，ここで得られた結果の特別な場合として様々な同値条件を得る

ことができる。今後検討すべきこととして，ここで得られた対称的推移関係

の同値条件をさらに一般化することや別の種類の同値条件を求めることがあ

る。これらは十分可能と思われ，今後の課題としたい。
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