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推移閉包演算と対称的推移関係

橋　本 寛

1．はじめに

　二項関係は様々の数理的な分野の基礎理論において重要であり，その基本

的性質はよく知られている［1，2，5］。その中でも，対称的な推移関係は基本的

な役割を果たしていると考えられる。本稿では，対称的推移関係の同値条件

を推移閉包の演算との関係で調べている。得られた性質は従来知られている

性質の若干の一般化となっている。

2．定義

以下のように演算を定義する。κ，yをα1の値をとる変数とするとき

　　κ＞y＝max（κ，y），κ〈y＝min（傷y）

と定める。次に0，1の要素をもつπ次プール行列1～＝［7日，S＝［s日に対して

　　1～＞s＝［7り〉ε，］，R〈s＝［窃く∫，］

　　1～’＝医］（転置）

　　ノ～×5ニ［（7，1〈Su）〉（勉〈s勾）〉…　　〉（グ、．〈∫吻）］

　　1～°＝1＝［δ日（δ脅はクロネッカーのデルタ）

　　1～ゐ＝R々1×R　（々＝1，2，…　　）

　　1～＋ニ1～VR2＞1～3＞…　　　（推移閉包）

　　1～≦S⇔7わ≦sウ　（ゴ，ブ＝1，2，…　　　　，〃）

　　（R），＝7り

と定める。

　一般に二項関係はプール行列で表現でき，対称な関係を表現するプール
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行列RはR≦R’となり，推移的な関係を表現するプール行列Rは1～2≦丑

となる。以下においては，ゴ，ス々，2，〃z，ρなどは非負の整数を示し，1～，S，7～

α7などは0，1要素の〃次プール行列を表すものとする。

3．結果

　対称的推移関係の同値条件を示す。対称的推移関係は，プール行列Rで

表現すると，1～≦R’，R2≦Rとなる。

［性質1］2，〃2，ρ≧1とする。SはR翅×1～’，（1～＋）祝×R’，（Rり＋×R’，1～加×

（R’）＋，（R＋）規×（1～’）＋または（1～り＋x（丑’）＋であるとする。Tは1～’×R，（1～’）＋

×1～，1～’×1～＋または（R’）＋×1～＋であるとする。σはぴ，（3）εまたは（5り＋で

あるとする。yはア，（7ツまたは（ア）＋であるとする。このとき次の条件は

同値である。

（1）R≦R’，R2≦R

（2）σ≦丑，γ〈∫≦R

（3）　σ＝1～，　レ「／＼1≦∫～

（4）　σ≦∬～，　1／／＼ノ≦1～〈1

（5）　σ≦∫～，　τ／〈∫＝∫～／＼∫

（6）　σ＝∬～，　1／〈1≦1～〈∫

（7）　σ＝1～，　レ7〈1’＝1～〈1

（8）σ≦R，7≦丑

（9）　σ≦」『～，　γ＝1～

（10）σニ1～，レ≦R

（11）σ＝R，γ＝R

（証明）　（1）⇒（11）1～’＝1～，1～2＝1～，1～翅二R，1～＋＝1～であるから，S＝1～2

＝ 1～，Sε＝Rε＝1～，（S・）裂＝1～2＝R，（Sε）＋＝1～＋＝Rとなり，σ＝1～，　T＝1～2ニ

1～，y＝Rとなる。

　（ll）⇒（7）⇒　（6）⇒　（3）⇒　（2），（ll）⇒　（10）⇒　（8）⇒　（4）⇒　（2），（11）

⇒（9）⇒（5）⇒（2）　明らかである。
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　（2）⇒（1）1㌍×R’≦S，（1蓼×R’）ε≦ぴ≦σ≦Rとなり，またR’×R

≦T，（1～’×R）♪≦ア≦7となり，（1～’×R）ρ〈1≦7〈1≦Rとなる。

　（i）　（R）〃＝1とおく。（1～’）ゴ、＝1，（1～’×R）ガ＝1，（（1～’×R）ρ）、，＝1，

（R）ガ＝1となるから，（（1諮×1～’）ε一1）刀く（1～蹴）刀く（1～’）声＝1，（（R鋭×1～’）り、f＝1，

（R），、＝1となり，1～’＝1～，1～曜（胡＋1）≦Rが得られる。

　（u）　（R）読く（R渇＝1とおく。（R渇＝1，（1～’），ゐ＝1，（1～’×R）刀＝1，

（（五～’×R）ρ）、，＝1，（丑）刀＝1となるから，（1～2），〈（1～C（挽＋1）②）“ニ1，（丑2（翅＋1｝L

＝1，（R），＝1となり，1～2≦Rが得られる。　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質1に関しては，以下の性質8で示すように，

　　　　1～≦1～ノ，1～2≦1～⇔pzニR

が成立する。

　また性質1における条件の組み合わせから次のような性質を得ることがで

きる。

［性質2］¢，規，ρ≧1に対して次の条件は同値である。

（1）R≦R’，1～2≦R

（2）（R鋭×1～’）ε≦丑，（1～’×R）ρ〈1≦R

（3）（1～鋭×1～’）2ニ1～，（R’×R）ρ〈∫≦R

（4）　（ム～例×去～ノ）2≦五～，　（酒～，×酒～）ρ〈1≦1～〈ノ

（5）　（1～規×1～，）ε≦！～，　（1～ノ×1～）ρ／＼1’＝1～／＼∫

（6）　（1～規×。石～ノ）ε　＝∫～，　（1～’×∫～）ρ／＼ノ≦1～〈」r

（7）　（∫～加×1～ノ）ε　＝∫～，　（1～ノ×1～）ρ〈∫＝1～〈∫

（8）（R辮×1～’）ε≦R，（R’×R）ρ≦R

（9）　（∫～泌　×1～’）2≦1～，　（∫～ノ×1～）少＝1～

（10）（R海×丑’）2＝丑，（R’×R）ρ≦」？

（11）（1～海×1～’）2ニ1～，（」？’×R）ρ＝R

　なお，この性質2に関しても，以下の性質8で示すように，ρ≧1に対して

　　　　1～≦1～’，1～2≦R⇔（1～’×R）ρ＝R

が成立する。
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［性質3］2，〃z，ρ≧1とするQSはR’×1～魏，（1～’）＋×1～川，1～’×（1～ツ，1～’×

（．石～”1）＋，　（11～’）＋×（1～＋）晦または（1～り＋×（1～つ＋であるとする。TはR×1～’，R＋×

1～’，R×（R’）＋または1～＋×（1～’）＋であるとする。σはS2，（3）2または（ぴ）＋で

あるとする。7はア，（7ツまたは（ア）＋であるとする。このとき次の条件は

同値である。

（1）R≦R’，R2≦R

（2）σ≦1～，y〈∫≦R

（3）　σ＝」～，　γ〈ノ≦∫～

（4）　σ≦ム～，　レ「〈∫≦1～〈∫

（5）σ≦R，7〈ノ＝R〈∫

（6）σ＝R，y〈1≦R〈∫

（7）　σ＝∫～，　レア〈∫＝1～〈1

（8）σ≦R，7≦R

（9）　σ≦1～，　レ「＝1～

（10）σ＝」？，γ≦」？

（11）σ＝R，γ＝R

（証明）性質1と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質3に関しては，以下の性質8で示すように，性質1と同じく

　　　1～≦1～’，1～2≦R⇔γ＝R

が成立する。

［性質4］彿≧2，ρ≧1とする。5は1～別，（Rケまたは（丑つ＋であるとする。T

は1～’×1～，（1～’）＋×1～，1～’×1～＋または（R’）＋×1～＋であるとする。γはア，

（1ツまたは（7》）＋であるとする。このとき次の条件は同値である。

（1）R≦1～’，1～2≦R

（2）S≦1～’，7〈1≦R

（3）S＝1～’，7〈∫≦丑

（4）　S≦∬～，，　γ〈ノ≦∫～〈1

（5）　S≦」～，，　レ「／＼1　＝∫～〈1
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（6）　S＝五～ノ，　レ「〈1≦五～〈1

（7）　S＝1～ノ，　y’〈1＝」F～〈1

（8）S≦1～’，7≦R

（9）　s≦」～，，　レア＝∬～

（10）S＝1～’，γ≦R

（11）S＝1～’，7＝R

（証明）　（1）⇒（11）1～’＝1～，1～2＝1～，R翅＝1～，1～＋＝1～であるから，　S＝R

＝1～・，7・＝1～2＝1～，7＝Rとなる。

　（ll）　⇒　（7）　⇒　（6）　⇒　（3）　⇒　（2）　，（11）　⇒　（10）　⇒　（8）　⇒　（4）　⇒　（2）　，

（11）⇒（9）⇒（5）⇒（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）1～鋭≦S≦1～’，1～’×R≦7～ア≦7であるから，（1～’×R）ρ

〈1≦ア〈1≦7〈∫≦Rとなる。

　（i）　（R）む＝1とおく。このとき（1～’），f＝1，（1～’×R）ガ＝1，（（1～’×R）ρ）ヵ

＝1，（R）ガ＝1となるから，（R）ヴ〈（R耐）ガ＝1，（R翅渇＝1，（1～’ル＝1（丑）ゴf

＝ 1となり，1～’＝1～，1～規≦Rが得られる。

　（ii）　（R）、々〈（R渇＝1とおく。このとき（R渇＝1，（」？’）顕＝1，（1～’×R）ガ

＝1，（（R’×R）少）ガ＝1，（R）ガ＝1，（1～2ル〈（R紀）ガ＝1となるから，（1～卿ル＝1，

（R）ガ＝1となり，R2≦Rとなる。　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質4に関しては，以下の性質8で示すように，性質1や性質3の場合と

同様

　　　　R≦1～’，1～2≦1～⇔7＝R

が成立する。

　なお，性質4のSに関して，R＋×1～＝丑×1～＋＝（1～ツであるから，1～＋×

R，R×1～＋もSの特別な場合となる。

　また，この性質4におけるSの〃¢＝1に相当する場合として次の性質5と

性質6が成立する。

［性質5］次の条件は同値である。

（1）R≦R’，R2≦丑
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（2）1～＋≦1～ノ

（3）1～＋＝1～’

（証明）　（1）⇒（3）1～’＝R，1～2ニ1～，1～＋ニ1～であるから，1～＋＝1～＝1～’とな

る。

　（3）⇒（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）jR＋＝1～＞1～2＞…　　≦1～’であるから，1～≦丑’，1～2≦R’

となり，したがってRノ＝1～，R2≦Rとなる。　　　　　　　　　（証明終）

［性質6］ρ≧1とする。7はR2ρ，（丑＋井，（1～2P）＋，（（R2）＋）ρまたは（（1～り＋アである

とする。このとき次の条件は同値である。

（1）R≦1～’，R2≦R

（2）R≦R’，y≦R

（3）R≦1～’，7ニ」？

（証明）　（1）⇒（3）1～2＝」？，」？ρ＝1～，1～2』1～，1～＋＝1～であるから，y＝R

となる。

　（3）⇒（2）　明らかである。

　（2）⇒（1）1～2♪≦7≦Rであり，一般にR≦1～×R’×Rとなるから，

R≦R’すなわち1～ノ＝1～のときR≦1～3となる。したがって，これからR2≦

R4≦…　　≦1曹≦丑となる。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

［性質7］吻≧2，ρ≧1とする。Sは1～泌，（1～ツまたは（1～つ＋であるとする。

TはR×Rノ，1～＋×1～’，1～×（1～’）＋またはR＋×（1～’）＋であるとする。7はア，

（T）ρまたは（ア）＋であるとする。このとき次の条件は同値である。

（1）R≦1～’，1～2≦」R

（2）　S≦1～ノ，　レ「／＼∫≦」F～

（3）S＝丑’，7〈1≦R

（4）　S≦」「～ノ，　τ／〈∫≦1～／＼∫

（5）　S≦1～，，　レア／＼∫＝1～／＼∫

（6）　S＝1～ノ，　レ「〈∫≦∫～〈1

（7）　S＝1～，，　レ「／＼∫＝1～〈1
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（8）S≦1～ノ，y≦R

（9）　s≦∫～，，　1／＝1～

（10）S＝1～’，γ≦R

（11）5＝1～’，7＝R

（証明）性質4と同様である。　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質7に関しては，次の性質8で示すように，性質4と同じく

　　　1～≦R’，丑2≦1～⇔y＝R

が成立する。

［性質8］ρ≧1とする。TはR’×R，1～×1～’，（1～’）＋×1～，　R＋×1～ノ，　R’×1～＋，

1～×（1～’）＋，（1～’）＋×R＋または1～＋×（1～’）＋であるとする。yPはア，（T）ρまた

は（ア）＋であるとする。このとき

　　　R≦1～’，R2≦1～⇔y＝R

（証明）　（⇒）R’＝1～，1～2＝1～，1～＋＝1～，（R’）＋＝1～’＝1～であるから，T＝R

×R＝1～2＝R，7ψ＝Rρ＝1～，7朴＝1～＋＝丑，（T）ρ＝1～ρ＝1～，（P）＋＝1～＋＝R

となる。したがって7＝Rとなる。

　（仁）（1）γ＝アのとき

　（i）Tが（1～’）＋×瓦R＋×1～’，1～’×1～＋またはR×（1～’）＋のとき

　T＝（石1’）＋x丑の場合を示す。他の場合も同様である。

　このとき（（」？’）＋×1～）ρ＝1～であり，これから（1～’×1～）ρ≦（（1～’）＋×1～）ρ＝

Rとなる。（R），＝1とおく。このとき（1～’）、、＝1となる。1～≦（（1～’）＋×R）ρ

だから，（R）ウ＝1に対して，あるんが存在して（1～ノ）、、＝1となり，（R’×」？）、，

＝
1，（（」R’×R）り、，＝1，（R）、、＝1となるので，（1～’）、，〈（R）、、〈（（R’×R）ρり、、

＝1すなわち（（R’×R）り、、ニ1，（R）、、＝1となり，1～≦1～’，1～’＝Rが得られ

る。このとき（（R’）＋×R）ρ＝（1～＋×丑）ρ＝（（R＋ア）ρ＝（R＋アPとなり，したがっ

て（R＋）2♪＝1～となり，（（1～＋）2り2≦（1～＋）2ρだから，1～2≦Rとなる。

　（u）　TがR’×R，R×1～’，（」？’）＋×R＋または1～＋×（R’）＋のとき

　7v＝Tだから（ア）’＝P，　y7＝7となり，1～’＝1～となる。これから1～2

≦Tとなり，1～2ρ≦P＝7＝」？となる。一般にR≦1～×1～’×1～であるか
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ら，石～’＝RときR≦R3となり，1～2≦π≦…　　≦1～2P≦丑となる。

　（2）yが（7ツまたは（ア）＋のとき

　y2≦7であるから1～2≦R，1～㌧瓦（R’）＋＝1～’となり，7「ニ1～’×Rまた

はT＝1～×R’となるので，7V＝T，レ7＝y’となり，1～’＝Rとなる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終）

　上の性質8の特別な場合として，次のような性質が得られる。

［性質9］ρ≧1に対して次の条件は同値である。

（1）R≦R’，1～2≦1～

（2）（1～＋×R’）ρ＝R

（3）（R’×1～＋）ρ＝R

4．まとめ

　推移閉包の演算を条件に含む対称的推移関係の同値条件について考察をお

こない，いくつかの結果を得た。本稿で示した性質における条件の組み合わ

せおよびそれらの特別な場合として，対称的推移性に関する多数の同値条件

が得られる。対称的推移関係に関しては，これまでにも種々の同値条件が知

られているが［3，4］，ここでの結果はそれらの条件の一部を推移閉包の演算

を用いて一般化した形になっている。推移閉包に関する対称的推移関係の同

値条件はここで示したもの以外にも存在するのでそれらについては別の機会

に検討したい。
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