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　　　　　　　　　　　To　my　Father，

this　little　thesis　is　respectft且ly　dedicated．





ABSTRACT
　　　　　　　　　「

　　This　thesis　is　a　study　of　coopelating　systems　of　automata　as（one－dimensionaユor　two。dimen－

siona1）language　acceptors．　A　cooperating　system　of　automata　consists　of　a丘nite　number　of

automata（such　as　finite－state　automata，　counter　machines，　and　so　on）which　work　indepen－

dently（in　paraUel）on　the　same　input　tape．　Those　automatawhose　input　heads　are　on　the　same

cel　of　the　input　tape　can　communicate　with　each　other．　Some　investigations　about　the　maze

and　labyrinth　seaτch　problems　fbr　cooperating　systems　of貧nite－state　automata　have　already

been　made．　But　there　is　no　investigation　of　such　models　as　language　acceptors　at　all．　It　is

worthwhHe　to　study　the　ploperties　of　cooperating　systems　of　automata　as　language　acceptols，

because　we　can　consider　these　machines　a80ne　of　simple　models　of　paIallel　computation．　We

introduce　in　this　thesis　two　types　of　cooperating　systems　of　automata：the　cooperating　system

of五nite－state　automata，　and　the　cooperating　system　of　counter　machines，　whele　the　latel　may

be　considered　as　a　natural　extension　of　the　former　in　computing　power．　The　thesis　consists　of

五ve　chapters．

　　Chaptel　l　gives　a　general　introduction　to　some　important（nonwriting）models　of　computation

i皿the　theoly　of　automata　and　fbrmal　languages，　as　well　as　a　historical　overview．　Among　these

models，　some　are　closely　Ielated　to　oul　concerned　models．

　　Chaptel　2　studies　the　properties　of　coopelating　systems　of五nite－state　automata　as　stling

acceptols．　It　is曲ow皿that　thele　exists　an　in五nite　hierarchy，　based　on　the　number　of貫皿ite－

state　automata，　of　the　cla8ses　of　language8　accepted　l）y　cooperating　systems　of　finite。state

a皿tomata．　The　diferences　between　the　computing　powels　of　the　cooperating　systems　of　one－way

detelministic貧nite－state　automata　and　the　cooperating　systems　of　one－way　nondeterministic

五nite－state　a皿tomata，　and　between　the　computing　poweπs　of　the　cooperati皿g　systems　of　one－

way五nite－state　automata　and　the　coopelating　systems　of　tw（》way五nite－state　automata　ale

explored．　We　aso　prove　some　Iesults　conceming　how　the　IeversahumbeHestriction　to　the

cooperating　system　of　two－way皿皿ite－state　automata　af艶cts　its　computing　PoweL　FinaUy　the
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closure　propelties　of　the　classes　of　languages　accepted　by　cooperating　systems　of　one－way盒nite－

state　automata　u皿der　ba£ic　language　operations　ale　investigated．

　　Chapter　3　estal）Hshes　a　relationship　of　the　cooperating　systems　of五nite－state　automata　to

other　kinds　of　automata．　One　of　main　Iesults　is　that　one－way（one。）counter　maclLines　and

cooperating　systems　of　two　one－way　finite－state　automata　ale　equivalent　in　coml）uting　Power．

F士om　this　fact，　sevelal　Iesults　on　the　decision　problems　associated　with　the　cooperating　systems

of　finitらstate　automata　ale　obt樋ned．

　　Chapter　4　tulns　to　study　the　plopelties　of　cooperati皿g　systems　of　two。dimensional　fi皿ite。state

automata　as　tw（トdime皿sional　language　acceptors．　Many　Iesults　similal　to　those　fbr　the　one－

dimensional　case　are　ploved．　For　example，　it　is　shown　that　hieralchies　of　the　classes　of　languages

accepted　by　cooperating　systems　of　tw（トdime皿sional伽ite－state　automata　can　be　obtained　by

valying　the　numbel　of食nite－state　automata　in　both　the　four－way　case　and　the　thlee－way　case

（conesponding　to　the　two。way　and　one－way　cases　in　one－dimension，　Iespectively）．　Tlle　diffeレ

ences　between　the　computing　Powers　of　the　coopelating　systems　of　tllree－way　two－dimensiona1

盒nite－state　automata　and　the　cooperating　systems　of　four－way五nite－state　automata，　and　be－

tween　tlle　computing　powers　of　the　cool）enting　systems　of　three。way　two－dimensional　deteト

mi皿istic五nite－state　automata　and　the　coopenting　systems　of　three－way　two－dimensional　non－

detelmillistic舳ite－state　automata　ca皿be　also　shown．0皿the　other　hand，　some　Iesuhs　on

coopelating　systems　of　thlee－way　tw（》dimensional血nite－state　automata　ale　sha叩ly　contnst

with　the　coHespondi皿g　Iesults　in　tぬe　one。dimensional　case，　wLen　the　input　tapes　ale　Iestlicted

to　squale　ones．　Fol　example，　in　the　one－dimensional　case，　tlle　coopelating　systems　of　one－way

五nite－state　automata　are　less　powelful　than　one－way　sensing　multihead伽ite　automata，　whereas

in　the　two－dimensional　case，　the　cooperating　systems　of　tlnee－way　two－dimensional　6nite．state

automata　and　thlee－way　two－dimensional　sensing　multihead飛nite　automata　are　equivalent　in

computing　Power　when　tlle　input　tapes　ale　Iestricted　to　square　ones．　We　also　examine　the

closure　plopelties　of　the　classes　of　languages　accepted　by　coopelating　systems　of　three－way

tw（トdimensiona1貧nite－state　automata　under　some　basic　two－dimensional　language　opelations．
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　　Chaptel　5　intloduces　the　coopelating　systems　of　countel　machines，　and　investigates　their

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I

propelties　as（one。dimensionaユ）Ianguage　acceptors．　Our　attentio皿is　dilected　to　cooperating

systems　of　polynomial　tim←（or　sl）ace－）1）ounded　counter　machines．　A　relationship　between　the

accepting　powers　of　the　cooperating　systems　of　countel　machines　and　multicountel　machines

with　polynomial　time　or　space　bound　is　investigated．　For　the　classes　of　languages　accepted　by

cooperating　systems　of　counter　machines　with　polynomial　time　or　space　l）ound，　a　fuU　hierarchy

result　based　on　the　numl）er　of　counter　machines　is　proved　for　both　the　one。way　case　and　the

tw（》－way　case，　and　some　hieralchy　Iesults　based　on　the　time　ol　space　aユ10wed　are　obtained　fbr　the

one－way　case．　We　also　show　the　diferences　between　the　computing　powers　of　the　coopeIating

systems　of　o皿e－way　countel　machines　and　the　cool）erating　systems　of　tw（トway　counter　machines，

and　between　tLe　computing　powers　of　the　coopelating　systems　of　one。way　determi皿istic　counter

machines　and　the　coopelating　systems　of　one－way　nondetelministic　counte正machines，　where　a皿

the　automata　ale　poly皿omial　time　bounded．　Finally　the　closure　propelties　of　the　classes　of

languages　accepted　by　cooperating　systems　of　one－way　counter　machi皿es　with　polynomial　time

bound　under　b匙sic　language　operations　are　iltvestigated．
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Symbol

の

∞

∈

¢

⊆

隼

u

∩

×

レ」（［τD

同

∫（π）＝0（9（π））

∫（π）＝Ω（9（η））

2Q

lq

π

xy
Σ率

1ω1

ω・R

Σ（2）

G工OSSARY

lnterpretation

empty　set

infinity

is　an　element　of

is　not　an　element　of　・

is　asubset　of

is　a　Plopel　subset　of

unlon

リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

lntelsectlon

Cartesian　Ploduct

greateSt　integer　leSS　than　OI　eqUal　tO¢

lea£t　integeτgleater　than　Or　eqUaユtOτ

if　thele　exist　positive　constants　c　andγLo　such　that

∫（π）≦C・9（π）fbr　aユ17L＞ηO

if　there　exist　positive　co皿stants　c　andγLo　such　that

c・∫（π）≧9（π）f6ra」llπ〉πo

power　setofaset　Q

caldinality　of　a　set　g

complement　of　a　set　X

concate皿ation　of　sets　X　and　y

Set　Of　StlingS　OVerΣ

length　of　a　stringω

Ieversaユof　a　stlingω

set　of　tw（トdimensional　tapes　ove1Σ
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Symbol

TR

TRR

TRO

TOO

∫囚

CS．　FA

CS－FA（ん）

CS－DFA（た）

CS－1FA（た）

CS－IDFA（ん）

HA（た）

DHA（た）

SeHA（た）

SeDHA（た）

SIIA（ん）

SDHA（ん）

SeSHA（た）

SeSDIIA（乃）

ユHA（初

1DIIA（た）

lnterpretation

Iotation　of　a　set　of　two－dimensional　tapes　T

Iow　Ienection　of　a　set　of　two－dimensional　tapes　T

Iow　cyclic　closule　of　a　set　of　tw（》dimensional　tapes　T

column　cyclic　closure　of　a　set　onwo－dimensional　tapes　T

language　accpted　by　the　automata　A，s

acoopelating　system　of五nite－state　automata

acooperating　system　ofん（two－way　nondeterministic）

五nite－state　automata

acooperating　system　ofた（two－way）deteπministic

貧nit〔トstate　automata

acoopelating　system　ofたone－way（nondetelministic）

五nit《トstate　automata

acoopelating　system　ofたone－way　deterministic

五nit砂state　automata

atw（トwayた一head（nondeterministic）finite　automaton

atwo－wayた一head　detelministic　finite　automaton

atw（》wayた一head　sensing（nondetelministic）寵nite　automaton

atwo－wayん一head　sensing　deterministic盒nite　automaton

atw（トwayん一head　simple（nondetermillistic）血皿ite　automaton

atw（トwayた一head　simple　deterministic五皿ite　automaton

atwo－wayん一head　sensing　simple（nondeterministic）

finite　automaton

atwo－wayん一head　sensing　siml）le　detelministic

五nite　automaton

aone－wayた一head（nondetelministic）五nite　automaton

aone－wayん一head　deterministic伽ite　automaton
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Symbol

lSeHA（鳶）

1SeDHA（鳶）

1SHA（鳶）

lSDHA（た）

1SeSHA（鳶）

1SeSDHA（た）

MA（鳶）

DMA㈹
PA（鳶）

DPA（ん）

1PA㈹

1DPA（ん）

CM㈹

DCM㈹
1CM（鳶）

1DCM（ん）

CM（鳶）－Space（5（π））

DCM（ん）－Space（5（π））

1CM（鳶）。Space（5（η））

1DCM（鳶）．Space（5（π））

lnterpretation

　　　　　　　　　　　　　　　　　響

aone－way鳶一head　sensi皿9（nondeterministic）盒nite　automaton

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ダ

aone－way鳶一head　sensing　deterministic　finite　automaton

aone－wayた一head　simple（nondetelministic）価ite　automaton

aone－wayん一head　simple　deteministic盒nite　automaton

aone－wayた一head　sensing　simple（nondetelministic）

hite　automaton

ao皿e－way鳶一head　sensing　simple　deterministic

盒nite　automaton

a鳶一malker（nondetelministic）盒nite　automaton

aん一marker　detelministic五nite　automaton

atw（》－way（nondeterministic）∬nite　automato皿withんprocessols

atw（》－way　deterministic価ite　automaton　withんprocessols

aone－way（nondeterministic）価ite　automaton　withんplocessors

aone。way　deterministic貫nite　automato皿withたplocessors

atwo－way（nondeterministic）鳶一counter　machine

atwo－way　deterministicん。counter　machine

aone－way（nondetelministic）た一countel　machine

aon←way　deterministicん。counter　machi皿e

atwo－way（nondeterministic）ん一counter　machine

which　accepts　in　space　5（π）

atw（トway　deterministicん一counter　machine

which　accepts　in　space　5（π）

aone。way（nondetelministic）ん一cou皿ter　machine

which　accepts　in　space　5（η）

aone－way　detelministicた一counter　machine

which　accepts　in　space　5（π）
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Symbol

CM（鳶）－Time（T（η））

DCM（鳶）－Time（T（π））

1CM（た）－Time（T（η））

1DCM（ん）－Time（T（η））

CS－2－FA（ん）

CS－2－DFA（鳶）

CS－TR2－FA（た）

CS－TR2－DFA（ん）

TR2－HA（ん）

TR2－DHA（た）

TR2－SeHA（た）

TR2－SeDHA（た）

TR2－SHA（た）

lnterpretation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

atw（》way（nondetelministic）た一counter　machine

which　accepts　in　time　T（π）

atw（》way　detelministicた一counter　machi皿e

which　accepts　in　time　T（η）

aon←way（nondetelministic）鳶一counter　machine

which　accepts　in　time　T（π）

aone－way　detelministic鳶一countel　machine

which　accepts　in　time　T（π）

acooperating　system　ofん（ibur－way）tw（》dimensional

（nondeterministic）丘nite。state　automata

acooperating　system　oR（fbur－way）tw（トdimensionaユ

detelministic　finit←state　automata

acooperating　system　of鳶three－way　tw（トdimensionaユ

（nondetelministic）窺nite－state　automata

acooperating　system　ofんthree－way　tw（トdimensional

detelministic五nite。state　automata

athree－way　two－dimensionalん一head（nondetelministic）

五nite　automaton

athree－way　two－dimensionalた一head　detelministic

五nite　automaton

athree－way　two－dimensiona1た一head　sensing（nondeterministic）

五nite　automaton

athree－way　two－dimensionalた。head　sensi皿g　deterministic

finite　a翌tomato皿

athlee－way　two－dimensionalた一head　simple（no皿deterministic）

魚ite　alltomaton
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Symbol

TR2－SDHA（鳶）

TR2－SeSHA（た）

TR2－SeSDHA（鳶）

TR2－CM（鳶）5－Time（五（m））

TR2－DCM（ん）3－Time（五（鵬））

TR2－CM（た）5－Space（工（m））

TR2－DCM（鳶）5－Space（刀（m））

CS－CM

CS－CM（た）

CS－DCM（鳶）

CS－ICM（た）

CS－1DCM（た）

lnterpretation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

athre←way　two。dime皿sionalん一head　simple　detelministic

∬nite　automato皿

athlee－way　two。dimensional鳶。head　sensi皿g　simple

（nondetermi皿istic）蝕ite　automaton

athlee－way　two－dimensional鳶一head　sensing　simple

detelministic五nite　automaton

athle←way　two－dimensional（nondetelministic）ん一counter

machine　with　Z（m）time　bound　whose　input　tapes　are

Iestricted　to　squale　o皿es

athlee－way　two－dimensional　deterministicん一counter　machine

with　Z（m）time　bound　whose　input　tapes　are　Iestlicted　to

sqllare　o皿es

athlee－way　two－dimensional（nondeterministic）ん。counter

machine　with」乙（m）space　l）ound　whose　input　tapes　ale

ヱestricted　to　squale　ones

athree－way　two－dimensional　detelministic鳶一counter　machine

with　jじ（m）space　l）ound　whose　input　tapes　are　restlicted　to

square　ones

acooperating　system　of　counter　machines

acoopelating　system　ofた（tw（トway　nondetermi皿istic）

counter　machines

acooperating　system　ofん（tw（》way）detelministic

countel　machines

acooperating　system　ofたone。way（nondetelministic）

counter　machines

acooperating　system　of鳶one－way　deterministic　counter　machines
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SymboI

CS－CM（た）［Time（T（π））】

CS－DCM（鳶）［Time（T（π））】

CS－1CM（ん）［Time（T（π））】

CS－1DCM（た）［Time（T（η））1

CS－CM（鳶）［Space（5（π））1

CS－DCM（鳶）［Space（5（π））］

CS－1CM（た）［Space（5（π））］

CS。1DCM（鳶）［Space（5（π））】

lnterpretation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

acooperating　system　ofた（tw（トway皿ondetelmi皿istic）counteI

machines　with　time　bou皿d　T（η）

acoopelating　system　ofん（tw（》way）detelministic　counteI

machines　with　time　bound　T（η）

acooperating　system　ofんone。way（nondeterministic）counter

machines　with　time　bou皿d　T（π）

acooperating　system　ofたone－way　deterministic　cou皿ter

machines　with　time　bound　T（η）

acoopelating　system　of鳶（tw（トway　nondeterministic）counter

machines　with　space　bound　5（π）

acoopelating　system　ofた（tw（》way）detelministic　counter

machines　with　space　l）ound　5（π）

acooperating　system　ofんone－way（nondetelministic）counter

machines　with　space　l）ound　5（η）

acoopelating　system　ofんone－way　deterministic　counter

mach．ines　with　space　l）ound　5（π）
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CHAPTER　1

Introduction

1皿computer　science　the　theoly　of　a『utomata　a皿d　the　theoly　of　folmal　languages　play　the　im－

portant　roles　for　understanding　and　exploiti皿g　l）asic　concepts　and　mechanisms　in　computing

and　infbrmation　processing，　because　they　p正ovide　the　fundamentaJ　ideas　and　models　underlying

computing　for　computer　science．

　　Since　Alan　Turing　intmduced　his　famous　Turing　machine　in　1936　to　answer　a　fundamental

problems　of　computer　science－“What　kind　of　logic訂work　can　we　e価ctively　perform？，，，that

is，　what　ki皿d　of　prol）lems　can　be　solved　l）y　computels（or　efBective　procedules），　the　Tu：ing

machine　has　become　a　simple　mathematical　model　of　a　computer　or　the　folmalization　of　an

effective　procedure．　Despite　its　simpHcity，　the　Tuling　machine　models　the　computing　capabihty

of　a　genel証pulpose　computeL

　　At　the　same　time，　many　Ieseaエchels　made　selious　effolts　to　i皿vestigate　another　fundamen楓

plobl宇ms　of　computer　science－“How　compHcated　is　it　to　perfbrm　a　given　logical　work？”The

concept　of“computational　complexity”is　a　f6rmalization　of　such“difRculty　of　logical　wolks，，．

The　theoly　of　computational　comわlexity　is　a皿attempt　to　show　that　celtai皿prol）lems　cannot　be

solved　efHciently　by　establishing　lower　bounds　on　theiエi皿herent　computatio皿al　difHculty．　Except

in　a　fbw　special　circumstances，　it　has　been　unable　to　demonstlate　that　I）alticular　problems

ale　computationany　dif資cult．］『br　example，　the　famous　P－velsus。NP　question　stiU　remains　far

beyond　our　p正esent　abilities．　One　way　to　make　some　progress　on　this　is　to　hmit　the　capabiities

of　the　computatio皿al　model，　thereby　hmiting　the　class　of　potential　algolithms．　In　this　way　it

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1一



has　l）een　possible　to　achieve　some　i皿teresting　results．　It　is　hoped　that　these　may　lead　the　way

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

to　lower　bounds　for　more　powelful　computational　models．

　　Avaliety　of　othel　models　of　comp皿tation，　of　which　some　appear　to　much　weaker　than　Turing

machines，　are　intloduced　and　showed　to　be　equivalent　to　Tuling　machines　i皿computing　I）ower．

For　example，　Baker　and　Book［11　proved　that　every　reculsively　enumelable　language（which

is　de∬ned　by　a　Tuling　machine）can　be　recognized　by　a　one－way　two－pushdown　machine　that

operates　i皿such　a　way　that　i皿evely　computation　each　pushdown　makes　at　most　one　reversa1．

Mi皿sky［2】showed　that　a　on←way　detelministic　tw（トcounter　machine　can　simulate　an　arl）itrary

Tuling　machine．　Either　pushdown　machine　or　counter　machine　can　l）e　consideled　as　the　Ie。

stlicted　Tuling　machine，1）ut　the　st皿dy　of　these　models　can　lead　to　a　betteエunderstanding　of

computation　and　l）血g　some　new，　useful　techniques　to　the　theoτy　of　automata　and　the　theory

of　fbrmal　languages．

　　Anothe王ba£ic　simplest　model　is　the五nite－state　automaton，　which　was　oliginaユly　developed

with　neulon　nets　and　switching　circuits　in　mind［3】．　Neveltheless，　the　theory　of五nite－state

automaton　ha8　pleselved　from　its　oligins　a　gleat　divelsity　of　aspects．　From　one　point　of　view，

it　is　a　bla皿ch　of　mathematics　connected　with　the　algel）raic　theory　of　semigroups　and　associative

algeblas【4，5】．　From　another　point　of　view，　it　is　a　branch　of　algorithm　design　connected　with

string　manipulatioll　and　sequence　processing．　In　contrast　toもhe　Tuling　machine　models，　the

五nite－state　automaton　Iequires　no　work　tape　in　its　computation（i．e．，　is　a　nonwliting　model）．

In　the　simulation　of　this　model　fbl　the　processing　of　a　language，　one　need　not　estabhsh　and

maintain　the　often　costly　hst　stluctules　that　ale　usually　employed　to　simulate　the　wolk　tape　of

an　Turing　machine　model（wliting　model）．　The　mnwriting　model　is，　in　a　sense，　mole　efHcient

than　a皿y　wliting　model　that　wiU　do　the　same　job．

　　In　view　of　the　computational　weakness　of　the　model，　from　the　above　motivation，　some　of

models　which　pleserve　the　nonwliting　chancter　have　been　introduced　and　investigated．　In

the　foUowing　we　leview　some　impoltant　models　as　the　nonwliting　extensions　of五nite－state

automata．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2一



　　Piatk6wski［6】五rst　i皿tloduced　the　definition　of　multihead貫nite　automata　in　the　early　60，s，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

and　soon　after　Rosenbelg［7】investigated　the　closure　propeτties　of　the　languages　defined　by

one－way　multihead且nite　auもomata（called　one－way　multihead　languages）under　the　Boolean

（union，　intelsection，　a皿d　complementation）and　I（1eene（concatenation，　closure，　and　Ieversal）

opelations，　the　Ielationship　of　one－way　multihead　lang皿ages　to　the　regulal，　context－flee，　and

context．sensitive　languages，　and　several　decision　problems　associated　with　one－way　multihead

五nite　automata．　Yao　and　Rivest［8｝completely　proved　in　1978　that　for　one－way　multihead貫nite

automata，ん十1heads　are　l）etter　than鳶（which　was　obse正ved　by　Rosenbelg［7］，　but　Floyd［91

pointed　out　that　Rosenbelg，s　infbrmal　pエoof　was　incomplete）．　The　ploof　was　l）y　a　technique

often　called“cutting，，　and“pasting，，　or“fboling，，．　Hlomkovic【101　used　suitably　modified　cut－

ting　and　pasting　to　prove　some　non－closule　properties　of　one－way　multihead　languages　for　the

detelministic　case．　The　similal　problems　fbl　multihead五nite　automata　were　also　consideled　l）y

Ibarra［11，121，1皿011e［13】，　and　Duris［14】et　aユ．　fol　so－caned　simple　multihead　finite　automata，

that　is，　fol　such　automata　that　only　one　head　sees　the　input　symbols，　the　othel　heads　can　detect

only　the　e皿dmalkels．

　　The　impoltance　of　tw（》way　multihead貫nite　automata　results　f【om　the　fact　that　they　de五ne

two　centl訓complexity　classes（D五〇G　and　N五〇G）［15，16】．　Also　some　complexity　plol）lems　such

as　P－ve正sus－NP　and　IBA，　can　l）e　Ieduced　to　simple－looking　problems　al）out　tw（トway　multihead

貫nite　automata［16，17，18】，　even　fbr　the　automata　accepting　only　one－letter　alphal）et　la皿guages

［19】．Tw（トway　multihead丘nite　automata　are　much　more　powe士ful　than　one－way　ones，　and

enough　to　anow　apPhcation　of　two　frequently　u8ed　techniques　fbr　proving　separation　Iesults：

diagonaHzatio皿and　padding【201．　The　fuH　hierarchy　result　l）ased　on　the皿umber　of　heads　fbr

tw（》way　multihead蝕ite　automata　was　ploved　by　Monien［21】．　Ibarra　et　a1．［22】gave　some

chalactelizations　of　tw（トway　multihead五nite　automata　in　telms　of　multihead　reversaユー1）ounded

pushdown　automata　and　Iestricted　checking　stack　automata．　Engelfriet［23】improved　some

results　of　Ibarla　et　aユ．［22】and　showed，　in　palticular，　that　deterministic　twぴway　tw（》－head

蝕ite　automata　ale　equivalent　to　determi皿istic　tw（》way　checking　stack　automata・The　other　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－3－一



i皿teresti皿g　hLvestigatio皿s　about　multihead五nite　automata　can　be　fbund　in［24，25】．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I

　　The　concept　of　augmenti皿g　markers（also　caUed　pebbles　sometimes）to五nite－state　automata

was五lst　intloduced　l）y　Blum　and　Hewitt［26】i皿tw（トdimensional五皿it←state　automata．　Their

work　is　the　first　attempt　at　approach　to　the　problem　of　pattem　recognition　by　seli凪computel，

withi皿the丘amework　of　automata　theoly．　They　have　show皿several　intelesting　results　about　this

model．　For　example，　in　the　two－dimensionaユcase　one－malker盒nite　automata　ale　more　powelful

than五nite－state　automata，　whereas　in　the　one－dimensional　ca£e　both　of　them　accept　the　same

Iegular　languages．　It　was　also　shown　that　a　o皿e－malker五nite　automato皿can　decide　if　a　pattern

is　pathwise－connected．　Howeve1，　whether　one　markel　is　necessaly　fol　a罰nite－state　automaton

doing　so　is　not　yet　known．　Ritchie　and　Splingsteel［27，281　investigated　Iecognition　of　context一

丘ee　languages『by（one－dimensiona1）malker五皿ite　alltomata．　Hsia　and　Yeh【29］investigated

some　fu皿damental　propelties　of　marker五nite　automata　and　studied　theiHelationships　to　other

types　of　automata　a皿d　languages．　One　of　main　Iesults　in［29】is　the　estabhshment　of　an　in丘nite

hierarchy　of　languages　lecognizable　by　detelministic，　halting　markel貧nite　automata．　From　this

result，　one　can　give　the　fun　hieralchy　lesult　based　on　the　number　of　malkels　fbr　detelministic

marker五nite　automata　by　using　the　technique　plesented　in［30】．　As　far　as　we　know，it　is　unk皿own

whether　an　analogous　Iesult　holds　fol　nondetelministic　marke1五皿ite　automata．　Wang，　Inoue

and　Takanami［31】consideled　a　version　of　this　plol）lem　fbl　a　new　class　of　machines　ca皿ed

multihead　marke1五nite　automata，　and　showed　that　an　additional　malkel　can　add　power　fbr

l）oth　the　determi皿istic　and　nondetelmini8tic　velsions　of　the　machi皿e　that　has　at　least　two　input

heads，　even　if　the　alphabet　is　restlicted　to　a　o皿←letter．　The　maze（or　lal）ylinth）search　problem

fbl五nite　automata　was五lst　investigated　by　Budach［321　and　Shah［33】．　Blum　and　Kozen【34］

showed　that　the　sealch　can　be　implemented　by　a（deterministic）tw（トmarker五nite　automaton．

This　Iesult　is“optima1，，，　because　Hoffma皿皿［35］has　p正oved　that　one。malkel蝕ite　automata

cannot　seaエch　al五nite　mazes．　Szepietowsld【36】showed　that　a　5－malker伽ite　automaton　can

search　evely　infinite　or五nite　maze・

　　The　model　that　is　ca皿ed　the　cooperating　system　of価ite－state　automata（CS－FA）and　w皿
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1）estudied　as　an　acceptor　of　languages　in　this　thesis，　was　filst　considered　by　Blum　and　Sakoda

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冒

［371concelning　the　ploblem　about　searching　a　tw（トol　three－dimensionai　obstmcted　space．　The

sealch　algorithms　fol　two－dimensional　space　are　particulally　intelesting　in　view　of　the　difHculty

of　sealchi皿g　more　genelal　graphs．　It　was　shown　in［37】that　no　CS－FA　is　capable　of　searching

every五nite　thlee－dimensional　maze．　RoUik［381　and　Hemme正ling［391　investigated　some　other

graph　sealch　problems　on　this　modeL　Furthermole，　BuU　and　Hemmelhng［40，411　essentiaUy

imploved　these　Iesnlts．　However，　it　is　httle　known　what　ale　the　fundamentaユpropelties　of

CS。FA，s　a81anguage　acceptors．　One　of　main　purposes　of　this　thesis　is　to　answer　this　question．

　　RecenUy，　Buda【42】intloduced　the　notion　of　multiprocessor飛nite　automata　a30ne　of　the

simplest　models　of　parallel　computation，　and　some　intelesting　pτopertie80f　this　model　have

been　investigated　by　Kakugawa　et　aユ．【431．　In　view　of　paraユ1el　computation，　it　is　interesting　to

compare　this　model　with　the　coopelating　system　of蝕it←state　automata　fbl　understanding　the

effects　of　data　routing　on　parallel　computation，　since　the　latel　can　be　consideled　as　another　of

the　simplest　models　of　parallel　computation．

　　In　this　thesis　we　also　intloduce　the　cooperating　system　of　co皿nter　machines（CS－CM）as　a　new

type　of　language　recognizers　and　i皿vestigate　its　basic　properties．　This　model　may　be　considered

as　a　natnlal　extension　of　the　model　CS－FA　to　countel　machines．

　　Given　a　class　of　automata，　the　fbllowing　problems　are　usua皿y　investigated：

（1）ale　thele（五nite　ol　in五nite）hielalchies　in　the　classes　of　languages　de蝕ed　l）y　the　automata？

（2）are　nondeterministic　automata　better　than　detelministic　ones？

（3）what　are　the　closl11e　properties　of　the　languages　de貧ned　by　the　automata？

（4）the　relationships　to　other　types　of　automata　a皿d　languages．

（5）the　decisio皿problems　associated　with　the　automata．

These　problems　will　be　co皿sidered　fbr　both　CS－FA，s　and　CS－CM，s　i皿this　thesis．

　　The　thesis　has　5　chapters　in　addition　to　this　Introductio皿．
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’

　　Chapte12consists　of　a　deta丑ed　study　of　the　coopelating　systems　of五nite－staもe　automata
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蓼

as　stIing　acceptors．　We五rst　give　the　fbImal　de翁nition　of　coopeIating　system　of五nite－state

automata，　and　then　tum　to　an　investigation　on　the　effect　of　the　number　of五nite－state　automata

in　the　system　upon　its　computing　PoweL　We　plove　a　fuU　hieIarchy　result　for　the　one－way　case，

but　only　a　weak　hielarchy　Iesult　fbr　the　two－way　case，1）ased　on　the　numl）er　of五nite．state

automata．　It　is　shown　that　fbr　eachた≧1，cooperating　systems　ofた十10ne－way（determi皿istic

ol　nondeterministic）盒nit←state　automata　are　mole　powerful　than　coopelating　systems　ofたone－

way（deterministic　ol　nondetelministic）五nit←state　automata，　and　fbl　eachた≧3，　cooperating

systems　ofん十2two－way（deteπmi皿istic　or　nondeterministic）五nite．state　automata　ale　more

powelful　than　coopelating　systems　ofんtw（トway（deterministic　omondeterministic）五nite－state

automata（even　fbl　la皿guages　over　a　on←1etteI　alphabet）．　We　next　investigate　the　diferences

betwee皿the　computing　Powers　of　the　cooperating　systems　of　one－way　deterministic五皿ite－state

automata　and　the　coopelati皿g　systems　of　one－way　nondeterministic五nite－state　automata，　a皿d

l）etween　the　computing　powers　of　the　cooperating　systems　of　one－way五皿ite－state　automata　and

the　coopelating　system80f　tw（トway五nite－state　automata・We　show　that　there　is　a　language

accepted　l）y　a　coopelating　system　of　20ne－way　no皿detelministic五nite－state　automata，1）ut

not　by　any　cooperating　system　of　one－way　deterministic罰nite－state　automata，　and　there　is　a

language　accepted　by　a　coopelating　system　of　2　tw（》way　deterministic　fi皿ite－state　automata，

but　not　by　any　coopenti皿g　system　of　one－way　nondeterministidnite－state　automata．　We　also

Plove　some　results　conceming　how　the　Ieversal　number　Iestriction　to　the　coopelating　system　of

two－way　finite－state　automata　afects　its　computing　PoweL　It　is　show皿that　there　is　a　language

accepted　by　a　coopelating　system　of　2　tw（》－way　detelministic．価ite。state　automata，　but　not　by

any　cooperating　system　of　two－way　nondeteτministic五nite－state　automata　with　Ievelsal　bound

πα ，fol　any　O＜α＜1／3．　Fina皿y　we　investigate　the　closule　properties　of　the　classes　of　languages

accepted　l）y　cooperating　systems　of　one－way貧皿ite－state　automata　undel　the　Boolean　and　Kleene

operations．　In　particular，　it　is　show皿that　the　class　of　languages　accepted　by　coopelating　systems

of　20ne－way　nondetelministic五nite－state　automata　is　a　ful　al）stract　fam且y　languages．
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　　In　Chapter　3，　we　estabhsh　a　relationship　of　the　cooperating　systems　of　finite。state　automata

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

to　othe正kinds　of　automata－multihead五nite　automata，　marker負nite　automata，　multiprocessor

automata，　and　multicounter　machines，　as　well　as　Iecal睦ng　their　de貧nitions．　We　mainly　concen－

tlate　oul　attention　on　the　one－way　case．　In　paltic111al，　it　is　shown　that　one－way　deterministic

（nondeterministic）one－countel　machines　and　coopelating　systems　of　20ne－way　detelministic

（nondetelministic）五nite－state　automata　ale　equivalent　in　compllting　Power．　Sevelal　results　co皿。

cerning　the　decision　ploblems　a£sociated　with　the　coopeτating　systems　of価ite－state　automata

are　obtained　as　the　coloUalies　of　this　fact．　It　is　shown　that　for　any鳶≧2，　the　containment　prob－

lem　is　undecidable　fol　cooperating　systems　ofたone－way　deterministic貫nite－state　automata，　and

the　equivalence　and　universe　problems　ale　u皿decidable　f61　cooperating　systems　ofたone－way

nondetelministic貧nite。state　automata．

　　In　Chapter　4，　we　study　some　propelties　of　the　cooperating　systems　of　tw（》dimensional貧nite－

state　a皿tomata　a8　tw（トdimensionaユlanguage　acceptols．　A　coopenting　system　of　three－way　tw（レ

dimensiona1貧nite－state　automata　is　introduced　as　an　extension　of　a　cooperating　system　of　one－

way価t〔トstate　automata．　We丘rst　show　that　cooperating　systems　of　three－way　tw（レdimensional

（deterministic　or　nondeterministic）6nite－state　automata　are　less　powelful　than　cooperating

systems　of　foul－way　two－dimensionaJ（deterministic　or　nondeterministic）丘nite－state　automata，

and　coopelating　systems　of　thlee－way　tw（》dimensional　nondetelministic五皿ite－state　automata

are　mole　powerful　than　cooperating　systems　of　thlee－way　two－dimensional　deterministic症皿ite－

state　automata，　even　if　the　inp皿t　tapes　are　lestricted　to　square　ones．　We　then　show　that

hieralchies　of　the　classes　of　languages　accepted　by　coopelating　systems　of　two－dimensiona1

五皿ite－state　automata　can　be　ol）tained　by　varying　the　nllml）er　of盒nite－state　automata　in『both

the　fbur－way　case　and　the　thlee－way　case．　It　is　shown　that　for　eachた≧1，coopenting　systems

ofん十1thlee－way　tw（トdimensiona1（deterministic　or　nondeterministic）負nite．state　automata

ale　more　powerful　than　coopelating　systems　ofたthree－way　two－dimensiona1（deterministic

or　nondeteministic）盒nite－state　automata，　and　coopelating　systems　of海十2fbur－way　tw（ト

dimensionaユ（deterministic　ol　nondetelininistic）貫nite－state　automata　are　more　powerful　than
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cooperating　systems　ofたfbur－way　tw（トdimensionaユ（detelmiハistic　or　nondeterministic）Hnite－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8

state　automata（even　fbI　languages　oveI　a　on←letter　alphabet）．　We　also　compare　the　cooperating

systems　of　thlee－way　tw（トdimensiona1五nite－state　automata　with　other　types　of　automata－

two。dimensiona1（sensi皿g）（simple）m皿ltihead貫nite　automata，　and　two－dimensionaユmultihead

counter　machi皿es，　when　the　i皿put　tapes　are　lestlicted　to　square　ones．　The　results　are　sharply

co皿trast　with　the　collesponding　Iesults　in　the　one－dimensional　case　obtained　i皿Chaptel　3．　For

example，　it　is　shown（in　Chaptel　3）that　fo：anyん，　r≧2，　the　class　of　languages　accepted　by

coopelating　systems　ofんone－way　deterministic伽ite－state　automata　and　the　class　of　languages

accepted　by　one－way　simple（deterministic　or　nondeterministic）r－heads　finite　automata　are

incomparal）le，　whereas　it　is　shown（in　Chapter　4）that　the　class　of　languages　accepted　by

cooperating　systems　of　thlee－way　tw（トdimensionaユ（detelministic　or　nondeterministic）価ite。

state　automata　is　the　same　as　the　class　of　languages　accepted　l）y　thlee－way　tw（》dimensionaユ

simple（detelministic　oτnondetelministic）multihead五nite　automata．　We五naUy　examine　the

closure　properties　of　the　classes　of　languages　accepted　by　cooperating　systems　of　thre←way　tw（ト

dimensiomユ盒nite－state　automata　with　the　squale　input　tapes，　undel　sevelahw（トdimensional

language　opelations．

　　In　Chaptel　5，　we　introduce　a　new　class　of　devices　ca皿ed　coopelating　systems　of　counter　ma－

chines，　which　may　l）e　considered　as　an　extended　velsion　of　the　coopelating　system　of且nite－state

automata　wheτe　counter　machines　substitue　fol五nite。state　automata，　and　aU　questions　about

coopelating　systems　of五nit←state　a皿tomata　as　lang皿age　acceptors　are　also　investigated　in　this

model．　We五rst　investigate　a　relationship　betwee皿the　accepting　Powers　of　coopeIating　systems

of　counter　machi皿es　and　multicounteI　machines　with　polynomia　time　or　space　bou皿d．　We

then　prove　a　full　hieraτchy　result　f6ガboth　the　one－way　case　and　the　tw（トway　case，1）ased　on

the　number　of　cou皿tel　machines．　It　is　shown　that　fbr　any　c，3，た≧1，　cooperating　systems　of

た十10ne－way（detelministic　or　nondetelministic）countel　machines　with　time（space）bound　cπ5

are　mole　powelful　than　coopelating　systems　ofんone。way（deterministic　or　no皿detelministic）

counter　machines　with　time（space）bound　cη5，　and　cooperating　systems　ofた十ユtw（レway（de。
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telministic　or　nondetelministic）counter　machines　with　space　l）oundπare　mole　powerful　than

cooperating　systems　ofんtwo－way（detelministic　or　nondeterministic）countel　machines　with

space　boundπ（evenわr　languages　oven　one－1etter　alphabet）．　We　also　pIove　some　hierarchy

results　for　the　one－way　case，　based　on　the　time　or　space　a皿owed．　It　is　shown　that　f61　each　3≧1

and　each鳶≧9，　coope正ating　systems　ofんone－way（deterministic　ol　nondetelministic）countel

machines　with　time　l）oundπ45　ale　mole　powerful　than　cooperati皿g　systems　ofんone－way（detel－

ministic　or　nondeterministic）countel　machines　with　time　boundπ3，　and　cooperating　systems

ofたone。way（detelministic　ol　nondeterministic）countel　machines　with　space　boundη3（k－1）5＋3

ale　mole　powerful　than　cooperating　systems　of鳶on←way（deterministic　or　nondeterministic）

counteI　machines　with　space　boundη3．　We　next　investigate　the　difeIences　between　the　comput－

ing　Powers　of　the　cooperating　systems　of　one－way　countel　machiRes　and　the　coopelating　systems

of　tw（トway　counter　machines，　and　between　the　computing　powers　of　the　cooperating　systems

of　on←way　detelministic　counter　machines　a皿d　the　coopelating　systems　of　one。way　nondeter－

ministic　counter　machines，　whele　a皿the　automata　are　polynomiahime　bounded．　It　is　shown

that　there　is　a　language　accepted　by　a　tw（トway　deterministic　one－countel　machine　with　linear

time　bonnd，　but　not　by　any　cooperating　system　of　one－way　nondetelministic　counter　machines

with　polynomiahime　bound，　and　thele　is　a　language　accepted『by　a　one－way　nondeterministic

on←counter　machine　in　Ieal　time，　but　not　by　any　coopelating　system　of　one－way　deterministic

counter　machines　with　polynomial　time　bound．　Fina皿y　we　investigate　the　clos肛e　propelties

of　the　classes　of　languages　accepted　by　coopelating　systems　of　on←way　counter　machi皿es　with

polynomial　time　bound　under　the　Boolean　and　Kleene　operations．

　　In　addition，　we　Hst　some　open　problems　in　the　end　of　every　chapter（from　Chapter　2）for

suggesting　some　directions　fbr　fultheHesearch．
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CHAPTER　2

Cooperating　Systems　of　Finite－state　Automata　as

String　Acceptors

In　this　chapter　we貫rst　de五ne　the　cooperating　system　of五nite。state　automata，　that　can　lec－

ognize　given　classes　of　stlings　or“one－dimensio皿ahapes”．　Aftel　then，　we　tuln　to　a　detailed

investigation　of　its　ploperties　a8　a　string　acceptol．

2．1　Definitions　and　Notation

Acooperating　system　of五nitらstate　automata　can　l）e　considered　as　one　of　the　simplest　models

of　parallel　computation：there　ale　more　than　one五nite－state　automata　and　an　inputもape　whele

these丑nite－state　automata　operate　simultaneously（in　palaUel）and　can　communicate　with　each

othel　on　the　same　ceH　of　the　input　tape．　Mole　plecisely，　a　coopelating　system　ofた五nite－state

automata　consists　ofた飛nite－state　automata　FA1，　FA2，…，　FAた，　and　a　Iead－o皿1y　input　tape

where　these伽ite。state　automata　independently　work　step　by　step．　Each　step　is　assumed　to

requile　exactly　one　time　fbl　its　completion．　Those五nite－state　automata　whose　input　heads

scan　the　same　cell　of　the　input　tape　can　commu皿icate　with　each　other，　that　is，　eveエy価ite－state

automaton　is　aUowed　to　k皿ow　the　interml　states　of　othel五nite－state　automata　on　the　ceU　it　is

scanning　at　the　moment．　The　input　tape　holds　a　stling　of　inp皿t　symbols　dehmited　by　left　and

right　endmalkels．　The　system　stalts　with　each　EA‘on　the　left　endmalkeエin　its　initial　state　and

accepts　the　inp皿t　tape　if　each　FA‘enters　an　accepting　state　and　halts　when　leading　the　right

endmarkeL
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Forma皿y，＿（CS－FA（た））is　denoted　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M＝（FA　1，Eへ2，…　，EAた），

whele　fb正each　1≦ぎ≦ん，　FA‘is　a蝕ite－state　automaton　de蝕ed　l）y　a　9－tuple（Σ，Q‘，X‘，δ‘，go‘，

1弓，4，＄，φ）with

　　　一　Σis　a飛nite　inl）ut　aユphabet（グ，＄～ぎΣ），

　　　一　（～‘iS　a　flnite　Set　of　StateS（φ¢（～‘），

　　　。X‘＝（（11　U｛φ｝）X…　X（9‘＿1　U｛φ｝）X（Q‘＋1　U｛φ｝）×…　X（9ゐU｛φ｝），

　　　　δ‘is　the　transition　function　mapPing（ΣU｛〆，＄｝）xX‘×9‘to　2Q‘x｛－1ρ，＋1｝，

　　　－　905i］n（～‘is　the　initial　State，

　　　－Fl⊆9‘is　the　set　of　acceptin，g　states，

　　　－4，＄are　the　left　a皿d　Iight　endmarkers，　Iespectively．

　　　　　An　input　to　M　is　any　stling　of　the　form幽＄where¢is　a　string　i皿Σ串．　The　function　of　the

endmarkers　4　and＄is　to　Iet　each　automato皿know　whe皿it　is　at　the　beginning　or　at　the　end　of　the

input．　At　the　start　of　the　computation，　every　FA‘（1≦∫≦た）is　set　to　its　initial　state　go‘，　with

its　input　head　positioned　on　the　left　endmalkelグ．　A　si皿gle　movb　of　l弛f　is　described　as　f6110ws：

1et　automata　FA1，　FA2，…，　FAたbe　in　states　g1，　g2，…，　gたa皿d　scanning　sym『bolsαi，α2，…，

α鳶（note　thatα‘may　equaユ401＄）at　the　momentオ・Ifδ‘（α‘，（9｛，…，91＿1，91＋1，…，9ρ，9‘）＝の，

then　FA‘has　no　next　move（i．e．，　FA‘haユts）．　If（p‘，d‘）is　inδ‘（α‘，（gl，…，gl＿1，gl＋1，…，gD，g‘），

then　FA‘may　ente：state　p‘，　move王ight　its　input　head　d‘cells　at　the　next　moment孟十1．　Hele

fbl　eachゴ∈｛1，…　，‘－1，i十1，…　，ん｝

　　　　　　　　　労＝｛宏∈Qゴ蕊認猟ゴale°ntheSameCeUatthem°ment孟；
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The　input〆τ＄is　accepted　by　M　if　there　is　a　sequence　of　moves　that　leads　evely　FA‘to　an　accept－

ing　state　when　scanning　the正ight　endmaIkeI＄．　We　assume　that　no　FA‘ca皿faU　of　either　end

of　the　input．　The　lang皿age　accepted　l）y　M　is　the　set　T（M）＝｛τ∈Σ「〆¢＄is　accepted　by勉｝。

　　　　　The　CS。FA（鳶）潮「is　ca皿ed　deterministic（denoted　by　CS－DFA（ん））if　fbr　each　1≦歪≦た

and　fOI　each（α‘，（gi，…　，gl＿1，gl＋1，…　，9D，9‘）in（ΣU｛4，＄｝）×X‘x（～｛，

1δ‘（α‘，（gi，…，9ξ一、，gl＋、，…，9粂），9の1≦1，

that　is，　thele　exists　only　one　possible　sequence　of　moves　fbr　any　input　to．M．

　　　　　The　CS－FA（鳶）（CS－DFA（鳶））Mis　called　one－way（denoted　by　CS－1FA（鳶）and　CS。1DFA（鳶），

respectively）if　fbr　each　1　≦‘≦んand　fbr　each（p‘，（Zi）inδ‘（α‘，（gi，…　，gl＿1，gl＋1，…　，g灸），g・‘），

4‘≠－1，that　is，　each　FA‘in　M　may　move　its　input　head　only　to　the　right．

　　　　　By∫［CS－FA（ん）］＝｛T（M）1班is　a　CS－FA（ん）｝，　we　denote　the　class　of　languages　accepted

by　CS－EA（た），s，　and　we　win　use　the　mtation∫［・1in　the　same　way　throughout　this　thesis。

　　　　　We　say　that　the　speed　of　a　automato皿，五，　is　1／ηifオmoves　its　inpuもhead　one　ceU　eveIy

πsteps．

2．2 Hierarchies　Based　on　the　Number　ofFinite－state　Automata

In　this　section　we　investigate　how　the　numl）er　of五nite－state　automataof　the　cooperating　system

af応ects　its　accepting　Power．

2．2．1　0ne－way　Case

W61）egin　with　the　fbUowing　lemmas．

　　　　　Le㎜a　2．1．　Let盟＝（ノ11，ノ12，・。・，ノ1鳶）be　a　CS・1FA（ん），ん≧1・Ifτis　any　wold　in

T（M），then　there　exits　a　computation　of　l盈f　onτsuch　thatルf　acceptsτat　most　in　O（回）steps．

　　　　　Proof：　For　each　1≦f≦鳶，　let（～i　denote　the　set　of　states　of．4‘．　Consider　a　sholtest

accepting　computation　of　M　onτ（in　which　no　loop　exists）．　It　is　ol）vio皿s　that　dl11ing　the　com－
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putation，　at　least　one！1‘moves　its　input　head　at　least　o皿e　cen　to　the　Iight　evelyρ111921…1（～肩

steps．　So　M　can　acceptτwithinん1（2111（～21…　lqll¢l　steps，　and　thus　the　lemma　holds．　　ロ

　　　　　1e㎜a　2．2．　FOI　eachた≧1，1et

　　　　　T（た）＝｛0川10m2ユ…10叫20m110卿1…10叫∈｛0，1，2｝＋i∀ゴ（1≦∫≦た）［m‘≧1】｝．

Then

　（ユ）T（ん）∈∫［CS－1DFA（鳶十1）1　and

　（2）T（ん）¢」9［CS－1EA（た）】．

　　　　　Proof：　（1）The　language　T（た）is　accepted　by　the　CS－1DFA（た十1）M＝（．41，ノ12，…　，．4ゐ，

ノ1た＋1）which　acts　as　foUows：Consider　the　case　when　an，　input　word

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　40m110m21…　10m露20mi　10mる1…　10皿毒＄

is　presented　toルf．（Input　words　in　the　form　diffelent　from　the　above　can　eas丑y　be　lejected　l）y

ルf．）

　　（i）For　each　1≦‘≦た，ノ1‘sweeps　the　sul）word　Om‘at　speed　1，　the　sul）word　Oml　at　speed　1／3，

　　　　　and　the　other　palts　at　speed　1／2．

　（●■n）・4厨1sweeps　the　input　tape　at　the　same　speedユ／2．

（i慧）．41，ノi2，…，ノ【鳶＋1　ca皿entel　an　accepting　state　when　scanning　the　right　endmalkel　if　and

　　　　　only　if　fbl　each　1≦i≦鳶，、4‘and、4鳶＋1　scan　the　same　ceU　just　afteL4た＋1　sweeps　the

　　　　　subwold　Oml．（See　Fig．2．1．）

　　　　　Note　that　for　each　1≦‘≦ん，　m‘＝ml　if　and　only　iL4‘and、4鳶＋1　scan　the　same　cell　just

aftel！1た＋1　sweeps　the　su1）wold　O皿1．　Thus畑「accepts　the　input　word¢if　a皿d　only　ifτ∈T（ん）．

　　　　　（2）Suppose　tha、t　there　is　a　CS－1EA（めM＝（ノ生1，ノ12，…　，、4ん）accepting　T（ん）．　For　each，

π≧1，1et

　　　　　　　　y（η）＝｛・鵬11・m・・…1・飢・2・m11・m・1…1・m・1∀ぎ（1≦i≦た）［1動‘≦η］｝．
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・4‘，・4ゐ＋1 ・4‘，・4た＋1 ロ

mput　tape

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2．1．　Comparing　m‘with　ml　by　using五‘and毒十1．

Clearly，　each　wordωin　y（η）is　in　T（た），　soωis　accepted　by．M．　With　eachω∈y（π），　we

associate　one五xed　accepting　compuation，　c（ω），　of潮「on・ω．　Flol　eachユ≦‘≦ん，　letオ‘（ω），9‘（ω）

denote　the　time　a皿d　the　intelnal　8tate，1espectively，　when．4‘read8　the　symbol‘‘2，，　ofω∈V（η）

fol　the貫正st　time　during　the　computation　c（ω），　and　letオmin（ω）＝min｛オ1（ω），オ2（ω），…，孟ゐ（ω）｝．

Furthermore，　ibr　eachω∈γ（π），　let

　　　U（ω）＝〈（9・（ω），オ・（ω）一オ㎡。（ω）），（92（ω），オ2（切一君㎡。（ω）），…，（9た（ω），孟た（ω）一孟㎡。（ω））〉，

and　fbl　each　1≦‘≦鳶，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レレ㌃（π）＝｛ω∈y（π）lf‘（ω）＝オ㎡n（切）｝．

Then，　the　fbllowing　statement　must　hold：

　　　　　Statement．　Fbl　each　1≦‘≦んa皿d　any　two　difelent　woldsω，ω’in毘（π），π（ω）≠

u（ω’）．

「For　othelwise　supPose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　切＝Om110m21…　107η恋20m110m21。・・107π髭，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”’＝Oml　10m…1…10伽毒20ml　10mi　1…10mを，

（m1，m2，…，mゐ）≠（ml，mう，…　，m灸），　and　u（ω）＝％（ω’）．　Then，　it　fbUows　that　the　word

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω”＝Om110卿1・．．10m念20mi　10mム1・．・ユOm≦

must　be　also　accepted　by　M，　because　we　can　constmct　an　accepting　computation　of」セf　onω”

from　c（ω）and　c（ω’），　by　the　assumption　u（ω）＝u（ω’）．　This　contradicts　the　fact　tha、tω”is　not

in　T（た），　since（m1，m2，…　　，m鳶）≠（m1，mる，…　　，m灸）。」

　　　　　Cleally，　fbr　some　1≦ゴ≦た，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lpyン（π）1≧lv（η）1／た＝η鳶／た＝Ω（ηり．

　　　　　玉et　Oン（π）＝｛u（ω）1ω∈レ巧（η）｝．　Since　for　eachω∈y（π），回＝0（η），　by工emma

2．1，it　fbUows　that　fol　each‘∈｛1，…，ゴー1，ゴ十1，…，た｝，君‘（ω）一一オ㎡n（ω）＝0（η）．　Thus

lOン（π）i＝0（π鳶一1）（note　thatち（ω）＝オ㎡n（ω）fbr　eachω∈鴨（π））．　Therefbre，　it　fbnows　that

fbl　lalgeπ，1鴨（η）1＞10｝（π）1，　and　thus　thele　must　exist　two　dif距le皿t　woldsω，ω’∈レ巧（η）

such　that　u（ω）＝u（1ω’）．　This　contradicts　the　al）ove　statement，　and　completes　the　ploof．　　ロ

　　　　　Flom　lemma　2．2，　we　can　get　the　fbUowing　theolem・

　　　　　Theorem　2．1．　FOI　eachた≧1，

（1）∫［CS－1FA（た）］～1∫［CS。1FA（た十1）L　and

（2）∫【CS－1DFA（た）］～1∫［CS－1DFA（た十1）］．

2．2．2　Tw（トway　Case

Can　we　extend　the　Iesult　of　Theolem　2．1　to　the　tw（トway　case？That　is，　whethe1£［CS－EA（た）】

（∫［CS－D肱（た）D　9［CS一肱（た＋1）】（∫［CS・DEA（た＋1）1）允・anyた≧2？（N・t・th・t　it　i・

trivial　to　show∫［CS－FA（1）】（∫［CS－DFA（1）D～1∫［CS－FA（2）1（∫［CS－DFA（2）D．）Unfbrtunately，

we　weエe　not　able　to　solve　this　plol）lem．　However，　we　can　give　aτelatively　weak　result　about
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hielarchies　based　on　the　numl）er　of皿nite－state　automata．　This　result　is　ol）tained　as　a　colollary

of　a　hierarchy　res・ult　on　sensing　two。way　multihead五nite　automata［44】．

　　　　　Atwo－wayた一head貧nite　automaton（HA（鳶））co皿sists　of　a貧nite　control　and　an　input

tape　whele鳶read。only　heads　may　move　independently　in　both　directions．　The　input　is　placed

between　the　left　and　right　endmalkers．　The　automaton　stalts　in　a　distinguished　stalting　state

with　its鳶heads　on　the　left　endmalkel．　It　accepts　the　input　stling　if　it　stops　in　an　accepting

state．　The　automaton　is　caUed　detelministic（denoted　by　DHA（ん））if　its　next　move　function　is

deterministic．（See　Chapter　3　for　the　formaユde猛nition　of　multihead貫nite　automaton．）

　　　　　Asensin　tw（》wayた一head飛nite　automaton（SeHA（ん））is　the　same　device　as　a　HA（ん）

except　that　the　fbrmer　can　detect　coincidence　gf　the　heads，　that　is，　whose　heads　are　allowed

to　sense　the　presence　or　absence　of　other　heads　on　the　same　input　position．　A　deterministic

SeHA（ん）is　denoted　by　SeDHA（ん）．

　　　　　The　fbUowing　fact（丘om　Theorem　3．1　in［44D　is　used．

　　　　　Fact　2．1．　For　an　lヒ≧3，

　（1）f［SeHA（鳶）】享∫［SeHA（ん十1）】，　and

　（2）∫【SeDHA（ん）］～1∫［SeDHA（鳶十ユ）】．

The　above　result，　in　fact，　holds　even　though　the　alphabet　is　restlicted　to　a　o皿e－1etter．

　　　　　Theorem　2。2．　For　eachた≧3，

　（1）£［CS－FA（鳶）】～1∫［CS－FA（鳶十2）L　a，nd

　（2）∫［CS－DFA（鳶）】～三∠てCS－DFA（た十2）】．

　　　　　Proof　3　1t　is　ea8y　to　plove　that　every　CS。FA（ん）（CS－DFA（ん））can　be　simulated　by　a

SeHA（鳶）（SeDHA（ん）），　aRd　that　every　SeHA（鳶）（SeDHA（ん））can　be　simulated　by　a　CS－FA（た十1）

（CS－DFA（た十1））．　Flom　this　obselvation　and　Fact　2．1，0皿e　can　immediately　derive　the　theorem．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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2．3 Determinism　versus　Nondeterminism

In　this　section，　we　investigate　the　diffelence　l）etween　the　accepting　powels　of　CS。1FA（た），s　and

CS－1DFA（た），s．　We　give　an　example　language　which　is　acceptable　by　a　CS－1EA（2），　but　not　by

any　CS。1DFA（ん）．

　　　　　Le㎜a　2．3．　Let　M　be　any　CS－1D瑚，た≧1．　The皿thele　e虹sts　a　CS－1D恥M’such

that

　（1）T（M’）＝T（五f），

　（2）fol　any　input　4¢＄，　duling　the　computation　ofルf’o皿グτ＄，　at　least　one伽ite－state　au－

　　　　tomaton　moves　its　input　heads　o皿e　cell　to　the　right　evely　c　steps（except　the五nite－state

　　　　automatawhose　input　heads　have　Ieached　the　Iight　endmarker＄），　where　c　is　some　canstant

　　　　dependent　only　on　M，　and

（3）given　any　input〆¢＄to　jMr’，　aU　the∬皿ite。state　automata　eventua皿y　halt　on　the　Iight

　　　　endmalkel＄．

　　　　　Proof　3　Let　M＝（ノi1，」42，・・㍉ノ転）be　a　CS－1DFA（た）with．4‘＝（Σ，Q‘，X‘，δ‘，go‘，1㍉4，＄，

φ）for　1≦f≦た．　Let　c＝max1＜‘＜た｛IQd×IX‘1｝．　From五f，　we　construct　a　CS－1DFA（ん）

M’＝（．A生，、4灸，…，ノLD　which　acts　as　follows：Given　an　input〆¢＄，　M’simulates　the　action　of

．M　on〆τ＄by　maldng．41　simulate　each　move　oL4‘and　simultaneously　remem『beling　in　its五nite

co皿t正ol　whether　it　is　the　nearest　o皿e　to　the　left　endmarkerグ（i．e．，　whether　it　lags　behind　the

others），　fbr　al11≦‘≦た．（Note　that　if　there　are　more　tha皿two、41，s　that　ale　the　nearest

ones　toグ，　then　we　Iefbl　to　the五皿ite－state　automaton　with　the　least　index　as　the　one　that　lags

behind　the　othels．）IL411ags　behind　the　others　and　stays　on　the　same　cel　mole　than　l（2‘IxlXJ

steps（this　means　that／L‘entels　a　i皿五nite　loop，　so　that　the　input　can　neveエbe　accepted　by．M），

then．4｛moves　to　the　right　and　makes　a皿the∬nite－state　automata　haユt　without　accepting　the

input．　If　each　of／11，！12，…　，・4鳶eventually　entels　an　accepting　state　when　scanning　the　right

endmalkel＄，　the皿M’accepts　the　input　and　haユts．　IL41，．42，…，撫Ieach　the　right　endmalker
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＄and　some．A‘cannot　enter　an　accepting　state　within　KllIIQ21…1（2たl　steps（this　means　that

Anevel　e皿ters　an　accepting　state），　then　1匠’halts　without　accepting　the　input．

　　　　　It　is　straightforwald　that　M’satis五es　the　desired　propelties　i皿the　lemma．　　　　　　口

re㎜a　2．4． 五et五1＝｛ω11ω21ω1，ω2∈｛0，1｝ゆ＆1ω11＝1ω21｝．　Then

（1）五1∈∫［CS－1FA（2）】and

（2）五1¢U1〈たくo。」9［CS－1DFA（鳶）】．

　　　　　Proof　3　（1）五1　ca皿1）e　accepted　l）y　a　CS－1FA（2）M＝（．41，．42）which　acts　as　fbUows。

Given　an　inputω∈｛0，1｝＋，・41　starts　at　speed　l　to　sweep　the　input，　and　nondetelministicaUy

changes　its　speed　to　1／3｛when　scanning　the　symbol“1”．　Once．41　changes　its　speed，　it　wi皿

sweeps　the　Iemainder　of　the　input　at　the　same　speed．　On　the　other　hand，、42　sweeps　the　input

tape　at　the　same　speed　1／2．　IL41　and．42　reach　the　light　endmarker　at　the　same　time，　then

Maccepts　the　input．　Otherwise，　it　I（額ects　tlle　input．（See　Fig．2．2．）It　wil　be　obvious　that

T（M）＝五1．

・41，ノ12 ・41，ノ42

　

1nput　tape

Fig．2．2．　Pro61e　of　an　accepting　computation　of　M．

　　　　　　　　　　　　　　－18一



　　　　　（2）Suppose　that　thele　is　a　CS。1DFA（ん）1』f＝（オ1，．42，…，．4鳶）accepting　151　fbr　some

ん≧1．Fbl　each≧1，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ（η）＝｛0πω1ω∈｛0，ユ｝電＆1ω1＝：7L｝．

Fbl　each　1≦‘≦たa皿d　eachτ∈y（π），1etオ‘（τ），　g‘＠）denote　the　time　and　the　intelnaユstate，

respectively，　just　afteL4‘sweeps　the　subword¢during　the　computation　of」M　on　the　input勿OP

（p≧1），and　letオ㎡n（の）＝min｛オ1（τ），オ2（コ雪），…，オん（τ）｝．　Furthermole，　fbr　each　3∈γ（η），　let

　　　　U（τ）＝〈（91（¢），オ1（£）一オ㎡。（コr）），（92（τ），君2（τ）一孟㎡。（τ）），…，（9鳶（Z），オ鳶（諾）一オ㎡。（忽））〉．

Then，　the　fbllowing　statement　must　hold：

　　　　　Statement．　For　any　two　di」晩1ent　woldsτ，　V∈γ（η），　u（¢）≠u（の．

「For　otherwise　suppose　that　fbr　some　twoτ，忽∈γ（η），τ≠ッand秘（τ）＝u（〃）．工etω（りdenote

the‘－th　syml）010fωflom　the　left．　Then　fbl　someη≦f≦2η，τ（り≠ッ（り，　since詔，ッ∈y（η）

andτ≠ッ．　Without　loss　of　genelahty，　letτ（り＝1andッ（り＝0．

　　　　　Considel　the｛bUowing　two　wolds，　z＝τ02i口2π一1　and　2’＝ッ02‘－2π一一1．　It　is　easy　to

ascertain　that　z∈五1．　Hence　z　must　be　accepted　by　l翫f．　On　the　other　hand，　z’must　be　aユso

accepted　by　M，　because％（¢）＝％（y）．　This　contradicts　the　fact　that／is　not　in　L1．」

　　　　　For　eachπ≧1，　letσ（η）＝．｛％（z）1τ∈y（π）｝．　By　lemma　2．3，オ‘（τ）－fmin＠）＝0（η）

for　each　ユ　≦　‘≦　たandτ　∈　γ（π），　so　Iひ（π）1＝　0（ηκ帽1）．　On　the　other　ha皿d，1γ（η）i＝：2π．

Therefbre，　it　fbUows　that　fo正lalgeπ，　ly（π）1＞lZ7（η）1，　and　thus　thele　must　exist　two　diffelent

woldsの，y∈V（π）such　that％（¢）＝瓢（ッ）．　This　contladicts　the　above　stateme皿t，　and　thus（2）

holds．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Flom　Lemma　2．4，　we　can　get　the　f6Uowing　theolem・

　　　　　Theorem　2．3．　Fol　eachん≧2，

　（1）∫［CS－1DFA（ん）1～μ〕［CS。1FA（鳶）】，　and

　（2）U1＜鳶くo。」9【CS－1DFA（ん）1撃U1＜たく◎。∫［CS－1FA（た）】．
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2．4 One－way　versus　Two－way

In　this　section，　we　i皿vestigate　the　diffeIence　between　the　accepti皿g　powers　of　CS－1FA（鳶），s　an（畳

CS－FA㈹，s．　We　give　an　example　language　that　is　acceptable　by　a　CS－DFA（2），　but　not　by　any

CS－1FA（た）．

　　　　　Le㎜a　2．5．玉et　Z2＝｛ω網ω∈｛0，1｝奉｝，　whereωR　denotes　the　levelsal　of　wordω．

Then

（1）五2∈∫［CS－DFA（2）】a皿d

（2）L2¢U1＜たく◎。f［CS－lFA（ん）］・

　　　　．Proof：　（1）We　construct　a　CS。DFA（2）M＝（孟1，孟2）accepting　language　L2。　M

executes　the　fbnowing　steps：

　　　　　Step　O．、醐「checks　if　the　inp皿t　wo正d　is　wen｛blmed，　that　is，　if　it　is　of　the　folmη孝ω’with

ω，ω’∈｛0，1｝粟and　Iω1＝1ω’1．　These　actions　can　be　easily　do皿e．

　　　　　Step　1．1etω＝α1α2…α凧andω’＝α銚…αるα1（whe皿the　input　wold　is　well　folmed）．

Now、41　and．42　simultaneously　start　to　move　on　the　symbol“α1，，，　andノ【1　stolesα1　in　its五nite

control．ノ隻1　moves　left　and　Ietums　at　speed　l　when　sca皿ning　the　left　endmalker，　while．42　moves

right　and　Ieturns　at　speed　l　whe皿scanning　the　Iight　endmarkeL　It　is　easy　to　see　that　when

．AI　andノ【2　sim皿ltaneously　reach　the　same　cen　again，　the　symbol　on　the　cell　is“α～”．　Then。41

chec］ks　ifα1　＝　α生．

　　　　　Step　i．‘＝2，…　，m．　SupPose　thatノ五1　has　alleady　velified　thatα1＝αi，…　，α‘＿1＝α1＿1・

Now　iL41　and、42　aエe　scanning　the　same　symbol“α1＿1”（this　happens　f6r　eve皿f，s），　then／Ll

and蓋2　simultaneously　move　left　one　cel1，　andノ隻1　storesαl　in　its貧nite　control；iL41　and．42　are

scan皿ing　the　same　syml）ol“α‘＿1”（this　happens　for　add‘，s），　then．41　a皿d．42　simultaneo孤sly

move　Iight　one　ceU，　a皿d／11　storesα‘in　its五nite　contloL　After　that，ノ互1　and．42　acts　as　in　Step

lto　check　ifα‘＝α1．2レf　accepts　the　inp皿t　if　and　o皿ly　if　fbr　each　1≦‘≦m，α‘＝α1．（See　Fig．

2．3．）
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time

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ1，42　　　　五1，五2　　input　tape

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2．3．　C・mp・・i・gα‘withα1．

　　　　　（2）It　is　not　difHcult　to　prove，1）y　using　the　technique　in　theμoof　of玉emma22（2），　that

fOI　anyた≧ヱ，　Z2¢∫［CS。1EA（ん）］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　The　foUowing　theorem　fbnows　from工emma　2．5．

　　　　　Theorem　2．4．　For　eachん≧2，

　（1）∫［cs－1FA（た）1～1∫［cs－FA（ん）L

　（2）∫［CS－1DFA（鳶）li享∫【CS－DEへ（た）】，

　（3）U1≦たく◎◎∠〕［CS－1FA（た）｝～iU1≦んくo。f【CS－FA（ん）】，

　（4）U1≦鳶くo。∫［CS－1DEA（鳶）】享U1≦たくo。∫［CS－DFA（鳶）1．

2．5　CS－FA，s　with　Reversal　Number　Restriction

It　has『bee皿k皿own　that　the　Ievels温complexity　is　i皿timately　con皿ected　to　pala皿el　time　com－

plexity　and　unifblm　ci【cuit　depth［45，461．　In　this　section，　we　co皿sidel　the　cs－FA（た），s　with

levelsaユnuml）el　Iestriction　and　investigate　how　this王estriction　affects　the　accepti皿g　powel　of

CS－FA（鳶），s．　Oul　result　mainly　follows　from　the　J二Hromkovic，s　work［47］whele　a　language　is
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constructed　to　fbol　tw（》－way　nondeterministic（sensing）multihead五nite　automata　with　reversal

numl）eHestriction，1）y　using　a　geneIa五zed　technique　pIesented『by　Yao・Rivest［8］．

　　　　　1et／be　a　fu皿ction丘om　natu謡numbers　to　the　positive　real　numbeIs：We　denote　by

CS－FA（鳶）－R（∫），s　the　CS－FA（鳶），s　such　that　in　theil　accepting　comp皿tations　each五nite－state

automaton　may　use　at　most∫（π）head　leversaJs　fbr　input　words　of　lengthπ．

　　　　　Le㎜a　2．6．五et

　　　　　　　　五き＝｛ω、cω2c…cω加，c…cω2cω・1r≧1＆ω‘∈｛o，1｝索fbrピ＝1，2，…，・｝

and

　　　　　　　　　　　　　五3ニ｛τ1≠の2≠…　＃τm＃lm≧1＆τ‘∈1るfbr‘ニ1，2，…　，m｝．

The皿

　（1）五3∈∫［CS－DFA（2）1　and

　（2）∬3¢U1＜んく◎◎∫［CS－FA（た）－R（πα）】，　whele　O＜α＜1／3．

　　　　　Proof：　（1）Tb　prove五3∈∫［CS－DFA（2）】，　it　is　enough　to　show　that五も∈∫［CS。DFA（2）1．

We　constmct　a　CS－DFA（2）冴＝（41，オ2）accepting　Ianguage　L6．五f　executes　the　following

steps：

　　　　　Step　o．　M　checks　if　the　input　wold　is　well　fblmed，　that　is，　if　it　is　of　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　切1Cω2C…C初加IC…C切るCωi

withω‘，ω1∈｛0，1｝零fbl　each　1≦i≦デand　lω1cω2c…　cω71＝1ω二c…　cωるcωi　l．　These　actions

can　be　easily　done．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　St・p・・E・tω‘＝αら・・ら・…αら～、　andω1＝・1，・α1，2…α；，～・鉛r　ea・h　1≦ピ≦・（wh・n　th・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

input　wold　is　weU　fbrmed）．　Now　A　andノ【2　simultaneously　start　to　move　on　the　symbol　of

the　left　end　ofωr，“αち1”，　and五1　stolesαち1　in　its五nite　contlo1．　Bothノ隻1　and．42　move　at

speed　1．∠41　moves　left，　tulns　to　the　Iight　when貫rst　scanning　the　symbo1“c，，，　and　t皿lns　to
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the　left　again　when　scanning　the　right　endmalker，　whUe．42　moves　light，　tulns　to　the　left　when

（五rst）scanning　the　symbol“1”（01“c”），　a皿d　tums　to　the　Iight　again　when　scanning　the　left

endma：keL　It　is　easy　to　obselve　that　when、AI　and五2　simultaneously　Ieach　the　same　ceU　again，

the　symbol　on　the　cel　is“4，1”・Soノ止1　can　check　whetherαち1＝α1，1・If　this　is　the　case，　then

．41and．42　simultaneously　move　Iight　o皿e　ceU　to　the　syml）ol“α1，2，，，and　check，　i皿the　same　way，

whetherαち2＝α二，2・Clearly，・41　and・42　ca皿check，　by　repeating　the　al）ove　oprations，　whether

αちゴ＝α1，ゴfol　each　1≦ゴ≦min｛」，，～1｝・Thus五f　can　velify　thatω7＝ω1・（See　Fig・2・4・）

・41，・42 441，．A2 mput　tape

Fig・2・4・C。mp・・1・gαらゴwithα1，ゴ・

　　　　　Step　i．　乞＝2，…　，r．　SupPose　that　IV　has　al【eady　velified　thatω7＝ω二，。・・，ω7＿‘＋2＝

ω1＿‘＋2．Now　iL41　and／L2　ale　scan皿i皿g　the　same　symbol“αr＿‘＋2，～．＿‘＋2，，，　then．41　and　A2

simultaneously　move　left　to　the　syml）ol　of　the　le｛t　end　ofω7＿‘＋1，“α7＿‘＋1，1，，，　and孟1　stoles

“・・一‘＋・，・”in　it・五nite　c・nt・・1；if五・and五2　a・e　scanning　th・・ame　symb・1“・1－‘＋2，1．．、＋、”，th・n
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41and．A2　simultaneously　move　Iight　to　the　symbol　of　the　left　end　ofω1＿‘＋1，“α1＿i＋1，1”，　and

．41stores‘‘α1＿‘＋1，1，，　in　its　finite　controL　After　that，111　and、42　acts　as　in　Step　l　to　check　if

ω7＿‘＋1＝ω二＿｛＋1．It　wi皿1）e　obvious　thatルf　accepts　the　input　if　aRd　only　if　fol　eachユ≦f≦r，

　　　　　　ノ
ωi＝ω‘・

　　　　　（2）It　was　shown　in［47］that五3¢U1＜たく。。∫［seHA（鳶）－R（ηα）1　fbr　any　o＜α＜1／3，

where　SeHA（鳶）－R（πα）denote　a　SeHA（鳶）which　may　use　in　its　accepting　computations　at　most

παhead　reversals　fol　input　words　of　lengthη．　Cleally，（2）fbllows丘om　this　fact，　since∫［CS－，

FA（ん）－R（πα）1⊆∫［SeHA（ん）－R（πα）】．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　The　fbllowing　theorem　is　derived　from　lemma　2．6．

　　　　　Theorem　2．5．　For　eachん≧2，　and　O＜α＜1／3，

　（1）∫【CS－FA（た）－R（πα）］～1∫［CS－FA（た）L

　（2）∫［CS－DFA（鳶）－R（πα）］～μ［CS－DFA（ん）］，

　（3）U1≦たく。。∫【CS－FA（ん）－R（πα）］享U1≦鳶く。。∫［CS。FA（鳶）L

　（4）U1≦たくoo∫［CS－DFA（た）－R（πα）】～互U1≦たく◎。∫［CS。DFA（た）］．

2．6　Closure　Properties

In　this　section，「爵e　investigate　closure　propeτties　of　the　cla」sses　of　languages　accepted　by　CS－

1EA（鳶）’s．

　　　　　Wb五正st　examine　clos皿le　ploperties　f6r　the　deterministic　case．

　　　　　Le㎜a　2．7．　For　eachん≧1，　the　class　of　languages　accepted　by　CS－1DFA（ん），s　is　closed

llnder　union　and　intersection　with　all）itrary　regular　languages．

　　　　　Proof：玉et　M　l）e　any　CS－1DFA（た）and　R　any　Iegulal　Ianguage・By　Lemma　2・3，　there

exists　a　CS－1DFA（鳶）M’satisfying　the　ploperties　described　in玉emma　2・3・Consider　a　CS－

lDFA（鳶）五f”which　acts　as　follows．　M”simulates　the　action　of　M’，　and　makes　some五nite－state

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－24一



automaton　tly　to　accept　R　at　the　same　time．　It　is　easy　to　verify　thatルf”can　be　constructed

t・accept　T（M’）UR・rT（M’）∩R．　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　エe㎜a2。8．　Fol　eachん≧1，let

　　　　　　　　　　　　　　　　五㈹＝｛oml　lo鵬21…10鵬塵20m∈｛o，1，2｝＋i∀ゼ（1≦f≦た）［町≧ユ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆ヨゴ（1≦ゴ≦ん）［mゴニm］｝，

　　　　　　　　オ（・・）＝｛Om110飛21…10m塵20m∈｛0，ユ，2｝＋1ん≧1＆∀f（1≦f≦研m‘≧11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆ヨゴ（1≦ゴ≦研砺＝mD．

　　　　　Then，

　（1）五（鳶）¢∫【CS－1DFA（ん）】and

　（2）オ（oo）¢U1＜鳶〈。。∠1［CS－1DFA（た）】．

　　　　　Proof　3　（1）Suppose　that　there　is　a　CS。1DFA（ん）M＝（ノ11，ノ主2，…　，ノ1た）accepting／1（ん）．

Fbr　eachπ≧1，　let

　　　　　　　　　　　　　　　γ（η）＝｛om：10m21…　10πLL　21∀‘（1≦‘≦た）【1≦m‘≦η］｝。

Fol　each　1≦‘≦た，　letオ‘（∫），　g‘（∫）de皿ote　the　time　and　the　internal　state，　respectively，　whe皿

Afilsheads　the　symbol“2”ofτ∈y（π）duling　tぬe　computation　of翌on　an　all）itraly　word

ωcontai皿ing　the　pre貧xτ，　and　let輸n（τ）＝min｛孟1（忽），オ2（τ），…，オ鳶（τ）｝．　Furthelmole，　fbr　each

τ＝om110鵬21…　10鵬髭2∈y（π），1et

　　　　ψ）＝（（91（τ），君1（τ）一君㎡。（5）），（92（∫），オ2（の一オ㎡。ω），…，（9ゐ（τ），オゐ（∫）一オ㎡。（τ））〉，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2V（2）＝｛1mlヨゴ（1≦≦鳶）［mゴ＝m］｝．

and　fbr　each　1≦‘≦1ヒ，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　礁（η）＝｛z∈γ（η）1君‘（¢）＝輸n（コ9）｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5‘（π）＝｛π（∫）1τ∈レ71（η）｝．
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Then，　the　f6110wing　statement　must　hold：

　　　　　Statement．　For　each　1≦‘≦んand　any　two　wordsτ，y∈呪（π）such　that　IV（τ）≠N（の，

u（τ）≠uω．

「Fbr・the正wise　supPose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝oml　lom21…10m箆2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　　タ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y＝0㎜110m・1…10隅塵2，

の，レ∈1レ隣（π），1V（τ）≠ハr（y），　andu（τ）＝u（y）．1・et　m∈1V（τ）－1V（y）and　m＝mゴ・

　　　　　Consider　the　fbllowing　two　words，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝τ0鵬」＝oml　lom21…10mあ20鵬」，

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝yom」＝omi　10鵬51…10mL20m」．

It　is　easy　to　see　thatβ∈、4（ん）．　Hence　z　must　l）e　accepted　l）y五f．　On　the　othel　hand，ノmust

be　also　accepted　by　2胚，　because％（の＝％（の．　This　con．tradicts　the　fact　that〆is　not　in．4（ん）

（since　mゴ¢1》（y））．」

　　　　　Clearly，　for　some　1≦ゴ≦ん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎

　　　　　　　　　　　　　　　1亀（π）1≧［（り＋（穿）＋…＋（窒）レ剛）・

1・t防（π）＝｛uω1τ∈聯）｝・Since鉛・each．¢∈鴨（π），1ω1＝0（π），　by　1・mma　2・3，　it　f・ll・w・

that飴・each‘∈｛1，…，ゴー1，ゴ＋1，…，ん｝，　f‘（τ）一オ㎡。＠）＝0（η）．　Thus　l防（π）1＝0（πん噌1）．

（Note　thatち（τ）＝オ㎡n（τ）fol　eachτ∈鶏（π）．）Therefore，　there　must　exist　two　different　words

τ，y∈W｝（π）such　that　2V（τ）≠N（のa皿d　u（τ）＝u（の，　if　l5ン（η）i＞10ン（η）l　which　hapPens　forη

1arge　enough．　This　contradicts　the　above　statement，　and　thus（ユ）holds．

　　　　　（2）For　each鳶≧1，let

　　　　　　　ゑ’（ん）＝｛0鵬110m・1…10皿・20m∈｛0，1，2｝＋i∀i（1≦‘≦ん）［m｛≧ユ］＆飢≧1｝．
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Clearly，　the　language／1’（た）is　regular　fbr　eachた≧1・SupPose　that・4（◎o）∈U1＜ゐく◎o∫［CS－

1DFA（た）1．　Then，　thele　is　a　CS。1DFA（鳶）accepting．4（Oo）fbl　someん≧1．　By工emma　2。7，

・4（Oo）∩．A’（た）＝・4（た）∈∫［CS－1DFA（ん）1．　This　contladicts（1）of　the　lemma，　and　thus（2）holds．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

（1）

（2）

under　complementation　fbr　anyた≧ユ．

CS－1DFA（た），s　satisfying　the　plopelties（2）

1DFA（ん）M，　one　may　de五ne　a　new　CS－1DEA（ん）as　the　same　as　M　except　that　the　accepting

and　non。accepting　states　are　switched．

　　　　　For　eachん≧1and　1≦ゴ≦ん，　let

T’（ん，ゴ）＝｛0鵬11…ユ0叫20鵬11…10m～∈｛0，1，2｝＋1∀5（1≦≦た）【m‘，ml≧1】＆m5＝ml｝．

Then，　it　is　easy　to　veli旬that　T’（ん，ゴ）∈∫［CS4DFA（2）1．　On　the　othel　hand，1）y　Lemma　22，

T’（ん，1）∩…∩T’（た，鳶）＝T（鳶）¢∫［cs－1FA（ん）1．　This　means　that∫［cs－1DFA（た）］is　not　closed

undel　intelsection　fbr　eachん＞2．

　　　　　Si皿ce五1∩五2＝五1　U五2，　whe正e　the　overbaτde皿otes　complementation　with　Iespect　to

an　alphabet　including　the　alphabets　of　ZI　and　Z2，　it　fbHows　from　the　al）ove　facts　that∫［CS－

1DFA（ん）］is　not　closed皿nder　union　fbr　eachん≧2．

　　　　　（2）VV61eave　the　ploof　to　the　IeadeL　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　エe㎜a2．9．　For　eachた≧1，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β（ん）＝｛1ゴ0皿」20町Om・1…10m・∈｛0，1，2｝＋11≦ブ≦た

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一27一

Theorem　2．6．

For　each鳶≧2，∫［cs－1DFA（た）1　is　closed　under　complementation，　but　not　undel　unio皿

and　intersection．

U1＜k。。∫【CS－1DFA（鳶）］i8　closed　under　union，　intersection　and　complementation．

Proof　3　（1）By工emma　2．3，　it　is　not　difHcult　to　p正ove　that∫［CS－1DFA（た）】is　closed

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Without　loss　of　genelaHty，　one　can　only　consider　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，（3）desαil）ed　i皿玉emma　2．3．　Then，　For　any　CS一



is　presented　to　1冒「．（Input　wolds　in　the　fbrm

ハf．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　ヲ
　　（i）．41sweeps　the　subwords　13　and　Omj　at　speed　1／2，　and　the　othel　parts　at　speedユ；．42

　　　　　sweeps　the　subwords　l3　and　Omj　at　speed　1／2，　and　the　other　paτts　at　speedユ．

（●●H）A，ノ隻2can　e皿ter　an　accepting　state　when　scanning　the　right　endmarker＄if　aRd　only　if

　　　　　・41and・42　scan　the　same　ceU　just　after　they　sweep　the　sul）word　Om」．（See　Fig．2．5．）

　　　　　Note　that　m参＝mゴif　a，nd　only　if且1　and．42　scan　the　same　cell　just　aftel　they　sweep　the

subwold　O鵬」．　So　2匠acceptsβ（た）．

　　　　　（2）β（oo）can　1）e　accepted　by　a　CS－1DFA（3）M＝（、41，ノ隻2，ノ【3）which　acts　as　follows：

Consider　the　case　when　an　input　word

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆1ゴ0喝20肌110鵬21…　10伽島＄　（with　ゴ≧1，ん≧1），
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆∀‘（1＜ゼくた）［艘≧1】｝，

　　　　　　　　　　　　　　1ヲ（oo）＝｛1301mj　20鵬1ユOm21…　10m塵∈｛0，1，2｝＋iた≧1＆1≦ゴ≦た

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆∀ぽ（1≦‘≦鳶）［m‘≧1】｝．

　　　　　Then，

（ユ）B（た）∈∫［CS－lDFA（2）】，

　（2）β（Oo）∈∫［CS－1DFA（3）］，

　（3）β（鳶）R¢∫【CS－1DFA（鳶）】，　and

　（4）B（oo）R¢U1＜たく。。∫［CS－1DFA（鳶）1．

　　　　　Proof：　（1）B（た）can　be　accepted　by　a　CS－1DFA（2）M＝（．41，．42）which　acts　as　foUows：

Considel　the　case　when　an　input　word

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　ロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆1・フom」20mllom21…　　10m薦＄，　1≦ゴ≦1ヒ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　difelent丘om　the　above　can　easily　l）e　Iejected　by



∠4b五2

om’

　　　　　ゴー11S

∠41，」42
　

1皿put　tape

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig・2・5・C・mp・・i・g　ml　with　mゴ・

is　presented　toルf．（1皿put　wolds　in　the　fbrm　diffelent　from　the　al）ove　can　easny　be　rejected　by

五f．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　ぼ
　　（i）・41sweeps　the　sul）wold　POmj　at　speed　1，the　symbols“2”and　evely“1”on　the　right　hand

　　　　　of“2，，　at　speedユ／2，　a皿d　the　other　palts　at　speed　l．

　（●●n）、42sweeps　the　sul）word　13　at　speed　1／2，　a、nd　afteとthen　changes　its　speed　to　1．　IL42　and

　　　　　・41scan　the　same　cell　just　after　they　Iead　some　syml）ol“1”，　them42　changes　its　speed　to

　　　　　l／2and　sweeps　the　Iemai皿del　of　the　input　tape（in　this　speed）．　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　」’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mj　at　speed　112，　and　the　other　palts　at　speed　1．（・●●m）ノ13sweeps　the　subword　1フ0

（iv）。A1，、42，．A3　can　entel　an　accepting　state　when　scanning　the　right　endmalker＄if　and　only

　　　　　ifオ1　and．A2　scan　the　same　cell　just　after　they　read　some　symbol“1”，　and　after　thenノ皇2

　　　　　and．43　scan　the　ide皿tical　symbo1‘‘1，，　just　afteL42　sweeps　the　sequentiaユ0，s．　Note　that

　　　　　this　hapPens　if　and　only　ifた≧ゴand　m5＝γγLゴ，　that　is，　the　i皿put　is　inβ（Oo）。（See　Fig・

　　　　　2．6．）
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ノi1，ノ乳2，孟3 ∠41，1｛2 ・42，！ξ3 1np皿t　tape

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig・2・6・C・mp・・i・g　ml　with　mゴ（ifん≧ゴ）・

　　　　　（3），（4）In　the　same　way　a8　in　the　ploof　of五emma　2．8，　we　can　plove（3），（4）of　the　Lemma，

bu．t　we　do　not　go　into　detai［s．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　Theorem　2・7・　For　eachん≧2，　neither∫【CS－1DFA（ん）1　nor　U1＜んく。。∫【CS－1DEA（鳶）l　is

closed　under　the　fbnowing　operations：

（1）reversa“R”，

（2）c・ncatenation，

　（3）　］E（leene　closule“傘”，

　（4）nonelasing　homomolphism．

　　　　　Proof　3（1）Nonclos皿re　undeHeversal　fbllows　f：om　Lemma　2．9．

　　　　　（2）ret

　　　　　　　　∬＝｛0門0㎜’ユ…10隣長20伽1∈｛0，1，2｝＋1ん≧1＆∀f（1≦f≦研m‘≧1］｝，

and　T＝｛0冗IIπ≧1｝＊．　It　is　easy　to　see　that∬，T∈f〔CS－1DFA（2）1．　On　the　othel　hand，

T∬＝4（∞），by五emma　2．8，　and　thus　T∬¢U1〈たく。。∫［CS－1DEA（た）】．
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　　　　　（3）工etσ＝∬UT．　It　is　easy　to　see　thatσ∈∫［CS－1DFA（2）L　On　the　other　hand，

α∩T｛0｝＋｛2｝｛0｝＋＝．A（Oo）．］ドblm　this　fact　and　lemmas　2．7，2．8，　it　follows　thatσ串¢

U1＜んく◎o∫［CS－1DFA（た）1．

　　　　　（4）1et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　114＝｛ω12ω21ω1，ω2∈｛0，1｝率＆1ω11＝1ω21｝．

w6　can　easily　show　that　L4∈∫［cs－1DFA（2）1．　on　the　other　hand，　letん1）e　the皿onelasing

homomo叩hism　de五ned　l）yん（0）＝Oandん（1）＝ゐ（2）＝1．　Thenん（14）＝Z1，　where　l乙1　is　the

language　given　in工emma　2・4，　and　it　fbUows　thatん（L4）¢U1＜鳶く。。　f［CS－1DFA（鳶）】，　by　lemma

2．4．　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　W6　next　examine　closule　propelties　fbr　the　nondetelministic　case．

　　　　　Le㎜a　2・10・工et刀5＝｛ω2ψ∈｛0，1｝率｝．　Then，

　（ユ）1｝5∈∫［CS－1FA（2）】，　a皿d

　（2）五5¢U1＜んくo◎∫［CS－1FA（ん）】．

　　　　　Proof：　（1）1｝5　can　be　accepted　by　a　CS－1FA（2）M＝G41，．42）which　acts　as　fbnows：

Consideエthe　case　when　an　input　word　4ω12ω2＄，ω1，ω2∈｛0，1｝率，1ω11＝iω21，　is　plesented　to

五f．（1皿put　wolds　in　the　fblm　diffelent　from　the　above　ca皿easUy　l）e　accepted　ol均ected　l）yルf．）

．AI　moves　at　speed　l　until　it　nondetelmi皿istically　stoles　in　its価ite　contlol　some　symbol（O　oI

1）scanned　l）y　it8　input　head　during　the　sweep　of　the　subword“ω1”，　and　then　moves　at　speed

l／2，wh丑・五2　sweep・the　subw・・d“ω・2”at・peed　1／2　and　the　subw・・d“ω・”at・peed　1・孟・，

．42can　entel　an　accepting　state　on　the　light　endmalkel　if　and　only　if五1　and．42　simultaneously

Ieach　the　same　ceH　and　the　symbol　on　the　cel　is　difeIe皿t　from　the　symbol　stored　in　the五nite

contlol　of／41．（See　Fig．2．7．）It　is　ea£y　to　veli愛7　that　T（M）＝ヱ｝5．

　　　　　（2）The　ploof　is　similar　to　that　of（2）of工emma　2．2，　and　omited　here．　　　　　　　　ロ

　　　　　Theorem　2．8．
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（1）

（2）

・41，．42 ・41，・42

　

1nput　tape

　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2．7．　An　example　for　recognition　ofω∈」乙5　by　M．

Fol　each鳶≧2，∫［CS－1FA（鳶）】is　closed　under　union，1）ut　not　under　intersection　and

complementatio皿．

U1＜たくo◎∠1［CS。ユEA（ん）】is　closed　under　union　and　intersection，

　　T

tatlon．

buもnot皿nder　complemen一

　　　　　Proof：　（1）It　is　stlaightfbrward　that∠1［CS－1FA（ん）】is　closed　under　union．　The　ploof

fbr　nonclosure　under　intelsection　is　the　same　as　in　the　detelministic　case（see　the　ploof　of（1）

of五emma　2．6）．　Nonclosule皿ndel　complementation　fb皿ows　immediately丘om玉emma　2．10．

　　　　　（2）Nonclosl11e皿nder　complementation　fbUows　f士om工emma　2．10，　and　the　ploof忌fbr　other

clos皿le　plopelties　ale　left　to毛he　reader．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Theorem　2．9．　For　eachん≧1，∫［CS4　EA（鳶）1　is　closed　under　revelsal‘‘R，，，　concatenation

and　Kleene　closure‘‘索”．　Thus，　so　does　U1＜たくo。∫【CS－1FA（ん）］．

　　　　　Pmof：　The　ploof　for　closule　under　Ieversa1“R”is　similar　to　the　proof　fbr　the　case

鳶＝1；aCS－1FA（鳶）can　Iun　a　computation“in　Ievelse”．　ret五be　accepted　by　a　CS－IFA（鳶）

2胚＝（、41，ノ12，…　，ノ医た），whele　fbr　each　1≦ぎ≦ん，、4‘＝（Σ，9‘，X‘，δ‘，go‘，瓦，〆，＄，φ）．　Now
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co皿sider　the　CS－1FA（た）M’＝（、41，ノ吟，…，4）which，　on　inputψωR＄，　simulates　M　onψω＄，　by

using　the　fbllowing　algorithm：

　（1）For　each　1≦‘≦ん，ノ隻l　chooses　some　accepting　state　of孟‘，　g‘∫∈n，　and　stoles　it　in　the

　　　　fi皿ite　contlol（denote　the　state　stored　in　the貫nite　control　9‘）．

（2）Repeat

　　　　　　　　　For　each　1≦ぎ≦鳶，、4｛chooses　a　gl∈9‘，α1∈ΣU｛〆，＄｝，41∈｛0，十1｝

　　　　　　　　　andコgl∈X‘such　that（9‘，49∈δ‘（α1，2：1，91），　and　moves　right　41　cens．　If　the

　　　　　　　　　vahes　ofαl　andコ51　guessed　by　some　4　are　not　conect（this　can　be　detected

　　　　　　　　　l）ycompaling　them　with　the　symbol　scanned　l）y．4‘and　the　states　of　the　othe1

　　　　　　　　　五nite－state　automata　on　the　same　cell　sca皿ed『by・4‘at　the　moment，　since

　　　　　　　　　五‘，s　can　communicate　with　each　othel　on　the　same　cen），五l　Iejects　the　input．

　　　　　　　　　Othe・wBe，　set　g‘＝gl．

　．　Until　the　SimUlatiOn　CannOt　COntinUe．

　（3）If　a皿．41，s　ale　scanning　the　right　endmarker　and　g‘＝go‘fbr　each　1≦‘≦た，　M’accepts

　　　　the　input．

It　is　stlaightf6rwald　to　verif立that　M’accepts　LR．　This　sLows　that∫［CS－1Eへ（鳶）is　closed　under

revelsal・・R・・．

　　　　　Tb　show　closuIe　under　concatenation，1et　1匠’and丑f”be　two　CS－1FA（た），s．　We　consider

the　CS－1FA（た）Mwhich　acts　as　foUows：Wh皿e　sweeping　the五1st　palt　of　the　input　woldτ，　M

simulates　the　action　of五f’o皿the五rst　palt，and　each五nitぴstate　automaton　of．M　simultaneously

remenbering　in　the五nite　co皿trol　whethel　it　is　nealest　to　the　Iight　endmalker＄・Let　4（1≦

ぎ≦た）be　one　finit←state　automaton　that　is　nealest　to＄・孟‘nondetelministicany　guesses　the

anival　at　the　right　end　of　the五rst　palt　ofコ3，　and　after　that，　without　moving，　detects　the　allivals

of　othel丑nite－state　automata　at　the　same　ceH．　If」M五nds　out　that　M’accepts　the貧rst　palt　of

zby　simulating　the　action　of　M’i皿this　way，1配f　next　proceeds　to　simulate　the　action　of潮「”on
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the　lattel　part　ofτ，　a皿d　accepts　if　and　only　if　the　lattel　part　is　also　accepted　by　M”．　It　wiU　be

・bvi・us　that　T（M）＝T（M’）T（1匠”）．

　　　　　In　a　simiar　way，　one　can　prove　closule　under　I（leene　closure“柳．　　　’　　　　　　　ロ

　　　　　The　fbUowing　theolem　is　delived　from　Theolem　3．4（in　the　next　chaptel）and　the　fact

that　the　class　of　languages　accepted　by　one。way　nondeterministic（one－）counter　machines　is　a

ful　AFL（、463fアαd　F伽Lfly　o／Lαπg％αgε3）［481．

　　　　　Theorem　2・10．∫【CS－1FA（2）】is　a　full　AFL

　　　　　The　closule　results　ol）tajned　above　ale　summarized　in　Tal）le　2．1，　where∫（FA）｛）＝：f［CS－

1DFA（鳶）】，　f（FA）穿＝∫［CS－1FA（鳶）】，∫（FA）畠＝U1＜たく。。∫［CS－lDFA（ん）］，∫（FA）器＝U1＜たく。。

28［CS－IFA（鳶）］，“vρ，　means　that　the　class　is　closed，“x”means　that　the　class　is　not　closed，　and

“？，，means　that　the　closure　property　is　not　known．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T。bl，2．1．　Cl・・u・e　p・・P・，ties。f　CS－1畷た），・，鳶≧12

∫（FA） ∫（FA）た ∫（FA）。。 f（FA）。。

complementation 〉！

X 》 X
　　●
unlon × 》 》 〉！

■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

lntelsectlon × X ゾ 〉！

　　　　　　　　　●concatenatlon × 》 × 》

Ieversa1 ×
〉！

×
〉！

Kleene　ClOSUIe × 》 × 》

　　　　　　ononenSlng
homomorphism ×

》（た＝2）？（ん≧3）

×
？

2．7 Concluding　Remarks

In　this　chaptel，　the　cooperating　system　of爺nite－state　automata　was　introduced　as　a　new　no皿一

writi皿g　and　paraUel　stri皿g　acceptor，　and　its　l）asic　propelties　were　investigated．　Especiany，　we

obtained　some　hierarchy　results　about　CS－FA（た），s　with　respect　to　the　number　of五nite－state

automata，　nondeterminism－determinism，　two　way－one　way，　and　the　bo皿nded　levelsal　number．

Fig．2．8　is　a　summary　of　the　inclusion　Ielations，　which　hold　fbl　these　CS－FA（ん），s，た≧2．　All

inclu8ions　ale　plopel．1001dng　back　at　the　res皿lts　in　this　chapter　in　more　deta皿，　we　observe　that
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as　the肥so皿lces　of　computation，（1）nondetelminism　cannot　make　up　fbl　an　additiona1猛nit←

state　au．tomaton　for　CS－1FA（た），s（L，emma　2．2），　additionaユfinite－state　automata　ca皿not　make

up　fbr　the　no丑determinism　fbl　CS－1DEA（た），s（五emma　2．4），（3）additional　finite－state　automata

plus　nondetelminism　cannot　make　up　fbr　the　two－way　power　fbr　CS。1EA（た），s（1emma　2．5），　and

（4）additiona1価ite－state　automata　plus　nondeterminism　cannot　make　up　fbl　the　unhmitness

to　the　mml）er　of　reversaユs　for　CS－EA（ん）－R（πα），s　with　O≦α≦1／3（Lemma　2．6）．

　　　　　We　also　proved　the　closuIe　results　on　CS－1FA（鳶），s　under　the　Boolean（union，　intersection，

complementation）and　Kleene（concatenation，　closule，　and　Ieversa1）operations．　In　the皿ext

chapter，　we　w皿estabhsh　a　Ielationship　of　CS－FA（鳶），s　to　the　other　types　of　automata，　and

consider　severaユdecisio皿plol）1ems　a8sociated　with　CS－FA（ん），s．

　　　　　We　co皿clude　this　chapteI　by　l語ting　some　open　problems　related　to　the　ones　investigated

in　tLis　chapte1．

（1）Is∫［CS－FA（ん）1（∫【CS。DFA（た）D～1∠1【CS－FA（ん十1）1（∫［CS－DFA（ん十1）D　for　eachん≧2？

　　　（We　beheve　that　the　pIoof　seems　to　require　new　techniques・）

（2）Does　thele　exist　a　language　Z∈∫【CS－1FA（2）】such　that　1｝¢∫［CS－DFA（た）】for　anyた≧1？

　　　（We　wUI　see　in　the　next　chapteI　that　this　pIoblem　is　closely　related　to　some　open　pIoblem

　　　conc♀lning　deterministic　and　nondetelministic　tap←1）ounded　Tuling　computatio皿s．）

（3）Does　Theorem　2．1　st皿hold　even　if　the　input　alphabet　is　Iestricted　to　a　one－letter？（We

　　　wi皿see　in　the　next　chapter　that　this　is　tme　fbr　CS－1FA（た），s，鳶≦3．）

（4）Is∫［cs。1FA（た）1　closed　undel　nonerasing　homomo叩hism　f6r　eachた≧3？
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CS－DFA（ん十3）

妙

CS－DFA（鳶十1）

与

CS－1DFA（ん十1）

妙

CS。1DFA（ん）　　　ヶ＝

介

CS－DFA（鳶）

与

　　　　　　　　CS－DFA（ん）－R（ηα）

Fig．2．8．　The　relations　for　accepting　power　of　CS－FA（ん），8　accordlng　to　a　variety　of　restric－

ti・n・，　wh・・eた≧2・ndα≦1／3・（A⇒B　i・di・・t・・f晒f［A】・）

CS－FA（た十3）

与

CS－FA（た十1）

妙

CS－1EA（1ヒ十1）

妙

CS－1EA（た）

介

CS。FA（ん）

与

CS－FA（鳶）－R（πα）
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CHAPTER　3

ARelationship　to　Other　Automata

In　this　chapter，　we　prove　some　Iesults　estab五shing　a　relationship　of　the　cooperating　systems

o｛貧nite－state　automata　to　the　other　automata　of　tape　complexity　O（10gη）．　We　wil　consider

the　fbllowing　types　of　automata：（1）multihead∬nite　automata，（2）malker五nite　automata，

（3）multiprocessor　automata，　and（4）multicountel　machines．　In　palticula1，　it　is　show皿that

one－way（one．）counter　machines　and　CS－1FA（2），s　ale　equivalent　in　accepting　power．　Several

results　concerning　the　decision　problems　associated　with　CS－1FA（鳶），s　ale　simple　consequences

of　this　fact．

3．1　De且nitions　and　Notation　　　　　　　　　　層　　　　’

1皿this　section，　we　recaU　the　de貧nitions　of　multihead且nite　automata，　markel貧nite　automata，

m皿ltiprocessor　automata，　and　multicounter　machines．

3．1．1　Multihead　Finite　Automata

Atwo－wayん一head貫niもe　automaton，　HA（た），　is　a皿8－tuple（た，Σ，◎，δ，　go，F，〆，＄）where

　　　一た≧1is　the　n∫uml）er　of　input　heads，

　　　一Σis　a　finite　input　aJphal）et（4，＄¢Σ），

　　　－giS　a盃皿ite　Set　OfStates，

　　　一δis　the　transition　function　mappingρx（ΣU｛4，＄｝）んto　2Qx｛－1・o・＋1｝悲，
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90in　Q　is　the　initiaユState，

F⊆（～is　the　set　of　accepting　states，

4，＄are　the　left　and　Iight　endmarkels，　respectively．

　　　　　AHA（鳶）Mconsists　of　a伽ite　co皿tlo1，　a　read－only　input　tape　with　e皿dmalkers　and鳶

input　head8．　At　the　start　of　the　computation，五f　is　set　to　its　initiaユstate，　with　aU　input　heads

positioned　on　the　left　endmalkel．　A　8ingle　move　ofルf　is　described　as　fbllows：1｝et」胚be　in　state

gand　theたinput　heads　sca皿ning　8ymbolsα1，α2，…，α鳶，　Iespectively．　Ifδ（9，α1，α2，…，αん）・＝の，

the皿Mhas　no　next　move（i．e．，」V　halts）．　If（P，41，d2，…μ鳶）is　inδ（9，α1，α2，…，α鳶），　then　1匠

may　go　to　state　p　and　move　Iight　itsぎ一th　head　d‘cells．　The　input　heads　ale　prevented丘om

going　of　either　en．d　of　the　i皿put．　The　input　is　accepted　by五f　if　thele　is　a　sequence　of　moves

that　Iands　2匠in　an　accepting　sta㌻e・

　　　　　Adetelministic　HA（た）is　a　HA（ん）＝（た，Σ，（1，δ，　go，F，〆，＄）such　that，　fbl　a皿（g，α1，α2，…，

α鳶）in　Q×（ΣU｛4，＄｝）ん，δ（9，α1，α2，…，αた）contains　at　most　one　element・

　　　　　Ao皿e－way　HA（ん）is　a　HA（た）＝（た，Σ，Q，δ，go，F，4，＄）such　that，　fbl　aU（g，α1，α2，…，α鳶）

in（～X（ΣU｛〆，＄｝）鳶，　if（」ρ，（Z1，（Z2，…　，dた）∈δ（9，α1，α2，…　，α鳶），　then（Z1，〔オ2，…　，d鳶∈｛0，十1｝・

　　　　　Asimple　HA（ん）（de皿oted　l）y　SHA（ん））is　a　HA（鳶）whose　only　one　head（caUed　the“1ead－

ing，，　head）is　capal）le　of　distinguishing　the　symbol　in　the　input　aユphabet，　and　whose　othel　heads

（ca皿ed　the“counting”heads）can　only　detect　whether　they　ale　on　the　Ieft　endmarker〆，　the

Iight　endmalkel＄ol　on　a　syml）ol　in　the　input　aユphal）et【11，121．

　　　　　We　w皿use　the　fbnowing　abbIeviations・

●

●

●

●

HA（た）：atwo－wayた一head（nondeterministic）飛nite　automaton，

DHA（た）：atw（トwayた一head　deterministic五nite　alltomaton，

SeHA（ん）：atwo－wayん一head　s6nsing（nondeterministic）価ite　automaton，

SeDHA（鳶） ：atw（トwayた一head　sensing　detelmi皿istic五nite　automaton，
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●SHA（た）：atw（トwayん一head　simple（nondeterministic）貫nite　automaton，

●SDHA（鳶）：atwo－wayた。head　simple　detelministic貧nite　automato皿，

●SeSHA（鳶）：atw（》wayん一head　sensing　simple（nondetelministic）丘nite　automaton，

●SeSDHA（た）：atw（トwayた一head　sensing　simple　detelministic我nite　automaton，

●1HA（鳶）：aon←wayた一head（nondeterministic）五nite　automaton，

●1DHA（た）：aone－way鳶一head　determi皿istic盒nite　automaton，

●ISeHA（ん）：aone－way鳶一head　sensing（nondetelministic）価ite　automaton，

●1SeDHA（ん）：aone－way鳶一head　sensing　detemi皿istic五nite　automaton，

●1SHA（鳶）：aone－wayん一head　simple（nondeterministic）五皿ite　automato皿，

●1SDHA（鳶）：aone－way鳶一head　simple　detelministic五nite　automaton，

●1SeSHA（鳶）：aone－wayん一head　sensing　simple（nondetermi皿istic）五nite　automaton，

●lSeSDHA（鳶）：aone－wayん一head　sensing　simple　deterministic五nite　automaton．

3．1．2　Marker　Finite　Automata

Aん一maτker五nite　automaton（denoted　by　MA（た））is　an　8－tuple（た，Σ，◎，δ，　go，F，〆，＄）where

Σ，9，90，F，〆，＄have　the　same　meanings　a81）efore．耐8　the　mmber　of　markers．δis　the　transition

function　mapping　Q　xκx（ΣU｛〆，＄｝）x｛0，1｝to　2Qxκx｛L・R・N｝×｛o・1｝，　where“0”and‘‘1”

mea皿the　absence　alnd　the　plesence　of　a　marker　on　the　ceH　scanned　by　the　input　head　of

MA（ん），　and　K＝｛0，1，2，…，鳶｝．　The　integel‘∈」てmeans　the　number　of　malkers“carried”

by　MA（鳶）at　the　cunent　moment．　Fulthelmo：e，δsatis貧es　the　fbllowi皿g　conditions：For　each

（9，3，α，τ）∈Gx1ぐx（Σ⊇U｛〆・＄｝）x｛0，1｝・if（P，あ4，　y）∈δ（9・，‘，α，¢）・then‘十τ＝ゴ十y，　that　is，

only　the　fbUowing　combination80f（‘，τ，ゴ，のare　possible：（∫，0，∫，0），（∫，0，f－1，1），（ゼ，1，ゼ十1，0），

and（3，1，ち1），　which　have　the　interpretations　shown　in　Tal）le　3．1．
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Table　3．1．

MA（た）was　caπing‘（≧0）markers，　and　no

（f，o，‘，o）
malker　was　at　the　culrent　position；after

the　transition，　MA（鳶）did　not　put　down

any　markeL
MA（た）was　caning‘（≧1）markels，　and　no

σ，o，ト1，ユ）
marker　wa8　at　the　cunent　position；after

the　transition，　MA（鳶）did　put　down　some

malkel．

MA（ん）was　calling‘（≧0）malkers，　and

（‘，1，‘＋1，0）
there　was　some　malker　at　the　curlent　p（ト

sition；aftel　the　transition，　MA（ん）did　pick
●

1tl1P．

MA（た）wa8　calling‘（≧0）markels，　and

（‘，1，‘，1）
there　was　some　markel　at　the　current　p（ト

sition；but　MA（た）did　not　pick　it　up　after

the　transition．

　　　　　AMA（鳶）五f　is　a五nite。state　automaton　withんdistinguishable　markers，　m1，m2，…，m鳶．

These　maxkels　can　l）e　thought　of　as　labeled　pebbles　that　can　be　placed　on　oHemoved　from

only　the　ceU　the　input　head　is　curlently　scanning．　Fulthelmore，　M　can　place　at　most　one

malke正on　any　ceU　of　the　input　tape．（Note　that　one　can曲ow　that　there　is　no　dif距lence　i皿

computing　powel　l）etween　malkel五nite　automata　that　place　at　most　one　marker　on　any　cell

of　the　input　tape　and　those　that　can　place　up　to　some　constantんmarkels　on　a　ceH．）At　the

start　of　the　computation，1』f　i88et　to　its　initiaユstate　with　the　input　head　positioned　on　the　left

endmalker，　and　aU　malkels　ale“canied，，　by　the五nite　control．　Acceptance　is　de五ned　in　the

obvious　way．（Note　that　the　malkers　hele　are　assumed　to　l）e　physical　and　labeled．　This　does

not　lose　generahty，　since　Blum　and　Hewitt［26】had　shown　that　malkel五皿ite　a皿tomata　with

abstract　and　physicaユmalkels　are　equivale皿t　in　computing　powel，　as　are　those　with　Iabeled　and

unlabeled　markers．）

　　　　　AMA（鳶）＝（ん，Σ，（～，δ，　go，F，41＄）is　ca皿ed　deterministic（denoted　by　DMA（ん））if　lδ（g，ぎ，α，

τ）1≦1for　each（　　のq，ちα，τ）in　Q　x　1ζx（ΣU｛4，＄｝）×｛0，1｝．
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3．1．3　Multiprocessor　Automata

Atw（トway五nite　automaton　with鳶plocessors（denoted　by　PA（鳶））is　a　stlucture　M＝（g，Σ，

g，ん，go，　F，4，＄），　whereΣ，Q，F，〆，＄have　the　same　meanings　a8　befble．　g，　the　tlansition　function，

is　a　mapping　from（2×（ΣU｛〆，＄｝）into　2Gx｛噌1，0・＋1｝．ん，　the　switching　function，　is　a　mapping

from｛1，2，・。・，1ヒ｝×Qたinto｛0，1｝．90∈Qたis　the鳶一tuple　of　the　initial　states．

　　　　　APA（た）consists　ofたprocessors　that　read　information丘om　the　input　tape　simultane－

ously　and　the　switching　function　that　depends　on　the　intemal　states　of　a皿plocessors　on　the

step　of　computation．　If　processors　p1，p2，…，p鳶are　in　states　g1，g2，…，gたand　scanα1，α2，…，αた

on　the　input　tape，　and（91，d【｛）∈9（9‘，α｛）fbr　each　1≦‘≦1ヒ，　then　each　processol　P‘such　that

ん（ち91，q2，°°°，9た）＝1may　entel　state　gl　and　move　Iight　itself　d｛cells　o皿the　inpllt　tape．　If

ん（3，91，92，°°°，9た）＝0，　then　plocessor　p‘must　miss　the　step．　At　the　start　of　the　computation，

all　plocessors　ale　set　to　the　i皿itial　state　and　scanning　the　left　eRdmarkeL　An　input　is　accepted

by　a，　PA（鳶）if　all　processors　fina皿y　entel　a皿accepti皿g　state．（Note　that　the　defiRition　of　ac－

ceptance　here　is　difele皿t丘om　one　in［42】，　where　the　acceptance　is　de負ned　a8　fbUows：an　inp耐

is　accepted　if　processols　p1，P2，…　，P鳶enter　states　g1，92，…　，9鳶8uch　that　for　aH‘＝1，2，…　，た，

ん（3，9P1，92，°’°，91た）＝0．Arelationship　between　two　definitions　of　acceptance　is　discussed　in［43！・）

　　　　　五et　M　l）e　a　PA（鳶）as　defined　above．　If　lg（飾，α‘）1≦　1　foI　any　1≦　ゼ≦　たand　any

（9‘，α‘）∈（2xΣ，　then　M　is　a　two－way　deterministic盒nite　automaton　withんplocessors・If

4‘≠－1，fol　aH（91，4‘）inδ（9｛，α‘），　whele（9‘，α‘）in　g　X（ΣU｛〆，＄｝），　then　M　is　ao皿e。way　finite

automaton　withんplocessors．　The　f6Uowing　abbreviations　will　l）e　used　lateL

●

●

●

●

PA（ん）：atw（トway（皿ondeterministic）蝕ite　a皿tomato皿withんprocessols，

DPA（鳶）：atwo－way　deterministic伽ite　alltomaton　with鳶processors，

1PA（た）：aone．way（nondeterministic）貧nite　automaton　withたprocessols，

1DPA（た）：aone－way　determi皿istic　finite　automaton　withんplocessols．
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3．1．4　Multicounter　Machine8

Atw（》wayん一counter　machine（denoted　l）y　CM（ん））is　de五ned　as　a　tuple　l既f＝（た，Σ，Q，δ，　go，F，

Zo，Z，〆，＄）whereΣ，Q，90，F，〆，＄have　the　same　meanings　as　befbre・んis　the　number　of　counters．

δi・amapPing丘・m　G　x（ΣU｛〆，§｝）×｛Z。，Z｝鳶int・2Q・｛－1・°・＋1｝×｛＋1ρ・－1P．　Z。　and　Z（blank）

ale　the　two　symbols　of　countels．　Fulthermore，　the　symbol　Zo，　which　serves　as　a　l）ottom　of　the

counter，　apPeals　i皿itia皿y　on　the　bottom　of　counter　and　may　nevel　apPear　on　any　other　place．

　　　　　ACM（た）．M　consists　of　a五nite　contlol，　a　Iead－only　input　tape　with　endmarkels　andん

countels．　At　the　stalt　of　the　computation，　M　is　set　to　its　initial　state，　with　the　input　head

positioned　on　the　left　e皿dmarker　and　with　a皿counter　heads　positioned　on　the　bottoms．　A　single

move　of　M　is　desαibed　as　fbllows：工et　M　be　in　state　g，　the　input　head　scanning　syml）olα，　and

んcountel　heads　scanning　syml）olsα1，α2，…，αゐ，　Iespectively．　Ifδ（9，α，（α1，α2，…，αk））＝の，

then五f　has　no　next　move（i．e．，　M　halts）．　If（P，d，41，d2，…，d鳶）is　inδ（9，α，（α1，α2，…　，α鳶）），

then　M　may　go　to　state　p，　move　Iight　its　input　head　4　ceUs，　and　move　up　the‘－th　counter

head　dゼcells．　The　input　head　and　the　counter　heads　ale　prevented　from　going　of　either　end

of　the　input　and　the　bottoms　of　countels，　respectively．　Note　that　an　integerτi　can　be　stored

by　moving『up　the　counter　headτ‘ceUs　from　the　l）ottom．　The　i皿put　is　accepted　by　a　CM（た）if

thele　is　a　sequence　of　moves　that　lands　it　in　an　accepting　state．（Note　that　thele　is　no　diffelence

between　acceptance　by　final　state　and　by価al　state　and　empty　counters　except　i皿the　Ie…皿time

case［49】．）

　　　　　ACM（た）＝（た，ΣIQ，δ，　go，F，　Zo，Z，〆，＄）is　caUed　deterministic（denoted　by　DCM（た））if

lδ（g，α，（α1，α2，…，αた））1≦1fbr　each（g，α，（α1，α2，…，αゐ））in　Q　x（ΣU｛4，§｝）x｛る，Z｝鳶．　A

CM（た）（ol　DCM（ん））is　ca皿ed　one－way（denoted　by　ICM（鳶）or　IDCM（た））iffol　aU（p，d，（d1，d2，…，

d鳶））i皿δ（9，α，（α1，・2，…，・鳶）），wh・・e（9，α，（・、，・2，…，・k））ingX（ΣU｛〆，§｝）×｛Z・，Z｝たμ≠－1．

　　　　　ADCM（た）（・・1DCM（た）），　M2　accept・in　tim・T（π）if・ach　inputωaccept・d　by　M　i・ac－

cepted　within　T（1ωDsteps，　and　we　denote　it　by　DCM（ん）－Time（T（η））（or　IDCM（鳶）－Time（T（η））．

ACM（初（odCM（た）），　M，　accepts　in　time　T（π）if　for　each　inputωaccepted　by　M　thele　is　a
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computation　oL識f　onωwhich　accepts　in　at　most　T（1ω1）steps，　and　we　denote　it　l）y　CM（た）－

Time（T（π））（or　ICM（鳶）－Time（T（π）））．

　　　　ADCM（た）（or　IDCM（ん）），　M，　accepts　in　space　5（π）if　for　each　inp皿tωaccepted　by五f，

each　counter　of　M　requiles　space　not　exceeding　5（1ω1），　and　we　de皿ote　it　l）y　DCM（鳶）－Space（5（η））

（or　IDCM（鳶）。Space（5（η）））．　A　CM（ん）（or　ICM（鳶）），　M，　accepts　in　space　5（π）if　for　each　input

ωaccepted　l）y　M　thele　is　a　computation　of．M　om〃in　which　each　countel　ofルf　requires　space

not　exceeding　5（1ω1），　and　we　denote　it　l）y　CM（鳶）－Space（5（π））（011CM（た）－Space（5（π）））．

3．2 Results

Fol　the　tw（》way　case，　it　is　straightforward　to　see　that　for　eachた≧1，

（1）∫【CS－FA（た）】（∫［CS－DFA（ん）D

　　⊆∫［SeHA（鳶）】（」9［DSeHA（ん）D

　　⊆∫［SHA（鳶＋1）］（∫【DSHA（ん＋1）D，

　　」9【SeHA（ん）】（f［DSeHA（ん）D

　　⊆∫［CS－FA（鳶十ユ）1（∫［CS。DFA（ん＋1）D

（2）∫［CS－FA（た）】（∠1【CS。DFA（鳶）D

　　⊆∫【MA（ん）】（f［DMA（鳶）D，

　　f［MA（ん）】（∫［DMA（た）D

　　⊆∫［CS－FA（ん十1）1（∫【CS－DFA（ん＋1）D

（3）∫［CS－FA（ん）1（∫［CS－DFA（鳶）D

　　⊆∫［CM（鳶）－Space（π）1（∫【DCM㈹一Space（π）D，

　　∫［CM（ん）。Space（π）1（∫［DCM（鳶）。Space（η）D

　　⊆∫［CS－FA（鳶十1）】（∫［CS。DFA（ん＋1）】）；

Moleover，　it　was　show皿in［43】that∫［PA（ん）1＝∫［HA（た）】fo正eachん≧1・From　this　fact

we　get
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（4）∠｝［CS。FA（た）】⊆∫［PA（ん＋1）】，

　　　∫［PA（た）】⊆∫［CS－FA（ん＋1）】．

Thus，

∪1＜鳶く◎◎∫［CS－FA（ん）］

＝U1＜たく。。∫［HA（た）1

＝U1＜たく。。∫［MA（ん）1　　’

＝
U1＜鳶く。。∫［PA（ん）】

＝U1＜たく。。∫【CM（ん）－Space（π）】

＝Space（lo9π），

and

U1＜鳶く。。　f［CS－DFA（た）】

＝U1＜ゐく。。∫［DHA（た）1

＝U1＜鳶く。。∫［DMA（た）1

＝
U1＜k。。∫【DCM（鳶）－Space（π）］

＝DSpace（lo9π），

where　Space（logη）（DSpace（10gη））denotes　the　class　of　languages　accepted　l）y　nondeterministic

（detelministic）Turing　machines　withi皿space　bou皿d　log　n．

　　　　　Next　we　concentrate　o肛attention　on　the　one－way　case．

　　　　　エe㎜a3．1．∫［ユDHA（2）トU1＜たく。。f［CS一酬た）1≠の・

　　　　　Proof：　Let　Z5＝｛ω2ωiω∈｛0，1｝つbe　the　language　de五ned　i皿1emma　2・10・It　is

obvious　that五∈∫［1DHA（2）】．　Thus　the　remma　f6Uows　from　this　fact　and工emma　2・10（2）・ロ

　　　　　Flom　Lemma　3．1，　we　have　at　once　the　fonowing　theolem．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－44一



Theorem　3．1．

（1）For　each鳶≧2，∫［CS－1FA（ん）】（∫［CS－1DEへ（鳶）D

　　　撃∫［ISeHA（た）】（∫［1SeDHA（ん）D，　and

（2）U1＜たく◎。∫［CS－1FA（ん）1（U1〈んくo。∫［CS－1DEへ（ん）D

　　　撃U1＜たく◎。∫［1SeHA（鳶）］（U1＜k◎。∫【1SeDHA（鳶）D．

Theorem　3。2．

（1）For　any鳶，r≧2，∫［CS－1DEへ（た）】is　i皿comparable　with∫［1SHA（r）］（∫［1SDHA（r）D，　and

（2）U1≦たく。。∫［CS－1DFA（鳶）1　is　i皿comparable　with　U1≦k＜。。∫［1SHA（鳶）1（U1≦鳶く。。∫［1SDHA

　　　㈹】）．

　　　　　Proof：　ret　1｝1＝｛t〃11ω21ω1，ω2∈｛0，1｝章＆1ω11＝1ω21｝be　the　la皿guage　defined　i皿

Lemma　2．4．　By工emma　2．4，五1¢U1＜k。。∫［CS。1DFA（ん）】．　It　is　shown，　however，　in【ユ3】that

1｝1∈∫［1SDHA（2）】．　On　the　otheエhand，　Iet五6＝｛απδπ1π≧1｝卓，　the皿one　can　eas丑y　show　that

五6is　i皿f［CS。1DFA（2）】，1）ut　not　in　U1＜たく。。∫［1SHA（ん）1（see　Lemma　4．1　in【13D．　The　lemma

わHows丘om　those　facts．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　エe㎜a3・2・f［1DCM（2）－Time（cπ）トU1＜k〈。。∫［CS－1肱（ん）】≠伽some　positive　con－

stant　c＞1．

　　　　　Proof：　FLol　a　woldωin｛1｝｛0，1｝奉，1etη（ω）be　the　integer　Iepresented　byωas　a　binaly

numbe正．　It　is　shown　in【471　that．乙7＝｛ω20π＠）1切∈｛1｝｛0，1｝章｝is　accepted　by　a　IDCM（2）－

Time（cη），　whele　c＞1is　a　positive　constant．　On　the　other　hand，　using　the　techniq皿e　in　the

ploof　of　Lemma　2．2（2），　we　ca皿prove　that五7　cannot　be　accepted　by　a皿y　CS－1EA（た）fbr　any

ん＞1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　エe㎜a3．3．　For　each鳶≧1and　each　CS－1照十1）（CS－1D匝．（た十1）），　M，　thele　e虹sts

some　positive　constant　c≧1such　that　we　can　construct　a　ICM（鳶）－Time（cπ）（1DCM（鳶）－Time

（Cπ））t・simulate五f．
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　　　　　Proof：For　eachん≧1，Iet　M＝（・41，・42，…　，・4鳶＋1）1）e　a　CS－1FA（ん十1）（CS－1DFA（た十1））．

We　w皿construct　a　lCM（鳶）・Time（cη）（1DCM（ん）－Time（cη））五f’to　simulateゐf，　where　c　is　some

positive　constant　dependent　only　on　1レf．1et　c1，c2，。・・，cゐdenoteんcountels　of　M’．五f’acts　as

fbllows：

　（1）M’keeps　tlack　in　its　finite　control　of　what　states／11，・42，…　，ノ1鳶＋1　are　i皿when　they　read

　　　　　the　ceU　of　input　tape　scallned　l）y　M’．

　（2）　For　each　ceU　of　input　tape：

　　　　　（a）1匠’stoles　in　its　finite　control　the　intemal　state　of　eachノ象‘（1≦f≦ん十1）when、4‘

　　　　　　　　　Ieaves　the　ceU，　a皿d　the　olde1〈オ1，オ2，…　，オた＋1＞in　which／11，ノ12，…　，ノ1k＋11eave　the

　　　　　　　　　cen　sul）sequently（i．e．，ノ生‘1五rstly　leaves　the　ceU，ノ1‘2　secondly　leaves　the　ceH，　and　so

　　　　　　　　　・n）．1

　　　　　（b）Fulthermore，　fbr　each‘（1≦‘≦た），　the　intelval　between　the　times　at　whichノ監‘‘an母

　　　　　　　　　、4亡‘＋11eave　the　ceU　is　stoτed　by　counter　c‘．　That　is，」胚’adds　the　difelence　of　steps

　　　　　　　　　betwee皿・4ε5＋1　a皿d・4ε‘when　they　stay　at　the　ceH　to　the　countel　c‘・

　　　　　In　addition，　by　Lemma　2．1，if　M　accepts　its　inl）11t　tape，　it　can　do　so　in　hneal　time．　Thus，

it　iS　eaSy　tO　Veli魯that　l乾f’Ca皿Simulate　M　in　hnear　time．　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Note　that　the　value　of　c（＞1）i皿Lemma　3．3　is皿ot　impoltant，　because　a皿y　h皿eal　time

multicounter　machine　can　l）e　Ieplaced　by　an　equivalent　one　that　opelates　in　time（ユ十ε）πfbr

any　O＜6＜1【49】．　Furthermore，　we　obselve　that　fbr　every　ICM（ん）－Time（cn）（IDCM（ん）－

Time（cη）），　M，　one　can　efhciently　use　two　on←way　sensing　counting　heads　to　simulate　a　counteI

of　2』f．　This　can　be　done　as　fbUows：when　the　counte王co皿tains　the　integel　m，　the　distance

b・tweentw…u皿tingh・ad・i・
圏，・ndth・・e・idu・一・圏i・舳・dinth・五皿itec・nt・・L

If　the　collntel　increases，　move　the　Ieading　head　light　without　moving　the　lagging　one；if　the

counter　decleases，　mo》e　the　lagging　head　Iight　without　moving　the　leading　one．　So　the　distance

　　lIf孟‘1，五‘2，…，1皇if（1≦‘1＜あく…＜‘r≦ゐ十1）leave　the　cell　simultaneously，　we　refbr　the　order　on　them

as〈‘b‘2，…　，‘r＞・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－46一



between　two　counting　heads　will　correspond　to　the　cont£nts　of　the　counter．　Thus　one　can　ea£iy

co皿stluct　a　ISeSFA（2た十1）（1DSeSFA（2ん十1））ルf’to　simulate　a　ICM（た）－Time（cπ）（1DCM（鳶）－

Time（cπ））ルf　by　using　its　2鳶counting　heads　to　simulateたcounters　of　M　in　this　way．　From

this　obselvation　and丑emmas　3．2，3．3，　the　foUowing　theorem　is　obtained．

　　　　　Theorem　3．3。　For　any　O＜ξ＜1and　eachん≧2，

（1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

（2）　　　　　　　　　　ime（（1＋6）π）】，

（3）

（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ime（（1＋ξ）π）】，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π）】，

　　　∫［CS－1FA（鳶十1）1～1∫［1CM（ん）－Time（（1十ξ）π）】

　　　∫［CS。IDEA．（鳶十1）】～i∫［ユDCM（鳶）－T

　　　∫［CS－lFA（た十1）】～i∫［1SeSHA（2ん十1）】，

　　　∫［CS－1DFA（鳶十1）】～μ［1SeSDHA（2た十1）］，

（5）U1＜為く。。∫［CS。IEA（ん）】～iU1＜髭く。。∫［1CM（鳶）－T

（6）U1＜んく。。∫［CS。1DFA（ん）】～I　U1＜たく。。∫［1DCM（ん）－Time（（1十6）

（7）U1≦たくo。∫【CS－1FA（鳶）】～i　U1≦んく。。∫【1SeSHA（ん）】，

（8）U1＜んく◎◎∫［CS－IDFA（ん）1～IU1＜たく。。∫［1SeSDHA（ん）1．

　　　　　The　results　of（1），（2）of　Theorem　3．3　ale¢optimaP　in　the　sense　of毛emma　3．4．　Moreovel，

the　result　of（2）of　Theoエem　3．3　cannot　be“tightened”by　setting　the“～to　zero（Lemma　3．5）．

It　is　open　whethel　we　can　shalpen　the　Iesults　of（3），（4）in　Theolem　3．3．

　　　　　Le㎜a　3．4．　Fol　eachん≧1，∫【CS－1D照十1）1－U1＜c＜。。∫［1CM（鳶一1）・Time（cπ）】≠¢。

　　　　　Proof：By　using　simple　counting　argume皿ts（see［50】fbr　detans），　we　can　show　that　T（た）

（de五ned　in　lemma　2．2）can皿ot　be　accepted　by　any　ICM（ん一1）－Time（cπ）．　Thus，　the　lemma

fbn・ws丘・m’this　fact　and五emma　2．2（1）．　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Le㎜a　3．5．∫［CS－1D肌（2）トU1＜k。。∫【1DCM（鳶）・Time（π）】≠¢・
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　　　　　Proof　31t　is　shown　i皿［511　that｛OP1励lp≧m≧1｝廓is　not　in　U1＜んく。。∫［1DCM（鳶）－

Time（π）】．　On　the　other　ha皿d，　it　is　easy　to　plove　that｛OPlmIp≧m≧1｝廓can　be　accepted　l）y

some　CS－1DFA（2）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Theorem　3．4．

　（1）∫［CS一ユDFA（2）1＝∫［1DCM（1）1～μ［1SeSDHA（2）1，　and

（2）∫［CS－1EA（2）】＝∫【1CM（1）］＝∫［1SeSHA（2）】．

　　　　　Proof　3（1）It　is　not　di備cult　to　prove　that∫［1DCM（1）】⊆∫［1SeSDHA（2）1．　We，　next，

show　that∫［1DCM（1）】⊆∫【CS一ユDFA（2）】．1et　M　be　a　lDCM（1）with　3　internal　states．　We　w皿

construct　a　CS。1DFA（2）M’＝（、41，．42）to　simulate」㌦f．」Lf’acts　as　fbUows：

　　1．ノ11and／12　keep　track　of　the　state　of　2匠on　the　input　tape　in　their五nite　controls．

　　2．For　each　ceU　of　the　input　tape：

　　　　　（a）If　M　Ieaches　the　ceU　with　the　memory　con五guration（go，co），　whele　go　denotes　the

　　　　　　　　　intelnal　state　and　co≦5denotes　the　contents　of　the　counter，　then

　　　　　　　　　　（i）ifルf　leaves　the　ceU（withi皿232　steps）with　the　contents　of　the　counter　3十c

　　　　　　　　　　　　（1≦c＜3），then、42　moves　at　speed　1／（1十c）on　the　cen　and　AI　moves　at　speed

　　　　　　　　　　　　　lontheceU；

（■●u）if　2レf　leaves　the　ceU（within　232　steps）with　the　contents　of　the　counter　c（0≦

　　　　　　　c≦5），then五1　and．421eave　the　ceU　simultaneously（at　speed　1）and　store　the

　　　　　　　contents　of　the　counter　of　2V　in　their　finite　contlols．

　　　（●●■m）othelwise／11（ノ12）Iejects　the　input　tape（『becauseルf　enters　a　looP，　that　is，　M

　　　　　　　wnhever　leave　the　ceU）．

（b）If　M　leaches　the　cell　with　the　memory　configulation（go，co），　whele　co＞3，（in　this

　　　ca」se，五1　and／12　ale　on　the　different　ceUs）then
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（i）if　M　leaves　the　cel（within　3　step8）with　the　contents　of　the　collntel　co，　then．41

　　　　and五2　move　at　speed　l　on　the　ceU；

（09n）ifルf　Ieaves　the　cen（within　3　steps）with　the　co皿tents　of　the　countel　co十δ

　　　　（1≦δ＜3），then　A2　moves　at　speed　1／（δ十1）on　the　ceU　a皿d　AI　moves　at　speed

　　　　lontheceU；

（○●●m）if　M　leaves　the　ceU（withi皿3steps）with　the　conte皿ts　of　the　counter　co一δ

　　　　（1≦δ〈3），then　AI　moves　at　speed　1／（δ十1）on　the　ceU　and　A2　moves　at　speed

　　　　lontheceU；

（iv）otherwise　there　must　exist　a　sequence　of　memory　con貫guntions（90，co），（91，c1），

　　　　…，（9ゴ，cゴ），ゴ≦3，・fM・n　the　censuch　that　g‘＝9ゴfbr　s・me　i（0≦kゴ）・lf

　　　　ci≦cゴ（it　means　that　M　entels　a　looP），　then・A1（ノ42）1（額ects　the　input　ta・pe；If

　　　　c‘＞cゴ，then、41　stays　on　the　cell　untn、421eaches　the　cell，　and　aftelwordsノ隻1

　　　　（．42）simulates　the　action　of　M　on　the　ceU　with　the　contents　of　the　counter　3　as

　　　　in　the　case　2．（a）．

　　　　　Note　that（A）if　the　contents　of　the　counter　of　M　exceeds　3　when　M　leaves　a　ceU　of　the

input　tape，　then　M’stoles　it　by　using　the　di癌rence　l）etwee皿the　times　at　which五1　and．42

1eave　the　ceU，　and（B）otherwise　IM’・can　simulate　the　actio皿of胚using　the五nite　co皿tlol．　It　is

easy　to　velify　that」彪f’is　al）le　to　simulate　M，（since五f　is　detelministic）．

　　　　　So　we　get∫［1DCM（1）｝＝∫［CS－1DEA（2）】by　Lemma　3．3，　and∫［CS－1DEA（2）】享∫［1SeSDH

A（2）】by　applying　the　ploof　of　Theolem　3．2．　　　　　　　1

　　　　　（2）It　is　shown　in［52】that　evely　ICM（1）is　eq皿ivalent　to　some　ICM（1）－Time（π）（i．e．，

some　lCM（1）whichccepts　in　real－time）．　Let五f　be　a　lCM（1）－Time（η）・We　w丑l　constmct　a

CS－lFA（2）1レf’＝（ノ11，、42）to　simulate五f．　M’acts　as　fonows：

1．君2sweeps　the　inp皿t　tape　at　the　same　speed　1／2．

2．Al　keeps　tIack　of　the　state　of　2匠on　the　input　tape　in　the五IUte　contlol．
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3．For　each　cen　of　the　input　tape：

（a）If　M　does　not　change　the　counter　o皿the　ce11，　thenオ1　moves　at　speed　1／20n　the

　　　ceU．

（b）If　M　increases　the　counter　by　l　on　the　cell，　then　441　moves　at　speed　l　on　the　ceU．

（c）If　M　deαeases　the　countel　by　l　on　the　ceU，　then　FAI　moves　at　speed　1／30n　tke　cen．

　　　　　So　the　co皿tents　of　the　countel　of　2辺「on　each　ceU　of　the　input　tape　coHesponds　to　the

diffblence　between　the　times　at　whicL41　and．A21eave　the　ceU．　It　is　easy　to　verify　that　M’is

able　tO　SimUlate　M．

　　　　　Consequently，（2）fbUows　from　the　above　fact，五emma　3．3　and　L，emma　7．10f【13】（whele

it　was　shown　that∫［1CM（1）】＝∫［1SeSHA（2）D．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Le㎜a　3．6．1et工7＝｛02「η≧2｝．　Then　thele　e虹sts　a　CS－1DFA（3）Ms皿ch　that　M

accepts工7．

　　　　　Proof：ACS－IDFA（3）to　lecognize　the　language　L7　need　o皿ly　check　the　input　is　of　a

血・mb・6・…δ鳶with　b・＝・・and　b‘＝り血・each　l≦ぜ≦鳶，・ince　2為＋1＝2＋21＋…＋2鳶

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2‘

f6r　anyん≧1．

　　　　　Now　consideπthe　CS－1DFA（3）M＝（ノ隻1，ノ12，、43）which　creates　successively　larger“1）locks”

of　length　a　powel　of　20n　the　input　using　the　fbUowing　aユgorithm：

（1）10cate／110n　the　31d　ceU，112　and　A30n　the　4th　ceU，丘om　the　left　endmarkel　of　the　input

　　　tape，　and　then　make・41，．A2，！13　start　to　move（to　the　Iight）simultaneously．

（2）Repeat　the景）110wing：

　　　　　　．AI　moves　at　speed　1／4；ノ隻2　moves　at　speed　1／3；、43　stays　on　the　ceU（which　is　visited

　　　simulta皿eously　l）y．42　and．43）untiL41　reaches　the　ceU，　and　then　moves　at　speed　1／2　unti1

　　　／12and／13　reach　the　same　cell　again．

　　　Until　a皿oL41，ノ【2　a皿d／L31each　the　Iight　endmalkeτof　the　input．
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2ト1十

A1 五2（、43）

2鳶＋2嗣

、41

mput　tape　i

　　　　　　　　2紐2

オ2（ノ43）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．3．1．　Move80f　M．

　（3）If．A2　andノ互3　reach　the　same　cell　simultaneously　and　the　next　cell　is　just　the　light　end－

　　　　　ma・k・・；th・n　M　accept・th・input．　Oth・・wise　M・匂ect・th・input．（See　Fig．3．1．）

　　　　　It　is　easy　to　verify　that　M　accepts　the　la皿9皿age万7．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　It　is　weU　known［53】that　the　languages　accepted　by　lHA（鳶），s　ovel　a　one－letter　alphabet

ale　regular　fbr　anyた≧1．　From　this　fact　and五emma83．1　and　3．6，　we　get　the　fbUowing　theolem．

　　　　　Theorem　3．5．

　（1）For　each　r≧2and鳶≧3，∫［CS－1EA（た）1　and∫［CS。1DFA（鳶）】are　incomparable　with

　　　　　∫【1HA（r）】（＝∫［1PA（r）］）and∠i【1DHA（r）1・

　（2）U1＜んく。。∫［CS－1FA（鳶）】aRd　U1＜k。。∫［CS－1HA（ん）】are　incompalable　with　U1＜たく。。∫［1HA

　　　　　（ん）］（＝U1＜k。。∫［1PA（鳶）】）and　U1＜鳶く。。∫［1DHA（た）1．

　　　　　It　is　also　known【54】that　context一丘ee　Ianguages　over　a　on←1ettel　alphabet　are　regular，

so　ale　the　languages　in　f［1CM（1）】．　From　Theolem　3・4　and　remma　3・6，　we　have　the　fbUowing

coroUaIy．
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　　　　　Corollary　3．1．　Even　ovel　a　on←letteτalphal）et，　CS－1FA（2），s（CS－1DFA（2），s）ale　strictly

less　powelful　than　CS－1FA（3），s（CS－1DFA（3），s）．

　　　　　If　a　I）10blem　is　undecidable　ibl　CS－1FA（2），s（CS－1DEA（2），s），　then　it　is　also　undecidable

fol　CS－1FA（ん），s（CS－1DEA（鳶），s），　fbl　anyた≧2．　From　this　observation　and　the　fact［55，561

that　the　containment　ploblem　i8　u皿decidable　for　lDCM（1），s　and　the　equivalence　and　universe

ploblems　ale　undecidable　f611NCM（1），s，　we　get　the　next　colonary　of　Theorem　3．4．

　　　　　Corollary　3．2．　Fonnyん≧2，　the　containment　ploblem　is　undecidable　fbl　CS－IDFA（た），s，

and　the　equivaユe皿ce　and　universe　problems　are　undecidable　fbr　CS－1FA（た），s．

　　　　　The　following　coroUaly　Ielates　to　an　important　open　prol）1em　of　whether　the　classes　of

languages　accepted　by　deterministic　and　nondeterministic五（π）tap←bou皿ded　Tuling　machines

are　the　same　f6r」乙（η）≧logπ，　and　is　obtained　by　coml）ining　Theolem　3．4　with　the　Iesult　i皿

［13】．This　pelhapes　gives　another　possibility　to　i皿vestigate　the　above　ploblem．

　　　　　Corollary　3．3．　、」［CS。1FA（2）l　is　contained　in　the　class　of　languages　accepted『by　deter－

mi皿istic　log（π）tap←bounded　Turing　machines　if　and　o皿ly　if　the　classes　of　languages　accepted

by　deterministic　and皿ondetelministic　l己（η）tap←bounded　Turing　machines　ale　the　same　f6r

五（π）≧lo9η．

　　　　　Fim皿y，　we　give　some　Iesults　concerning　a　relationship　l）etween　CS－FA（ん），s　and　leversa1－

1）ounded　CM（た），8．

　　　　　1et∫（η）1）e　a　Ie記function　de伽ed　on　naturaユnumbels，　and　ICM伏）－R（∫（η））denote　a

lCM（鳶）which　opentes　in　such　a　way　that　fbr　any　lnputωof　Ie皿gthπ，　ifωis　accepted，　the皿

thele　is　an　accepti皿g　computation　onωin　which　each　counter　head　levelses　its　direction（i．e．，

changes　from　increasi皿g　to　deαeasing　of　a　counter　oπvice　velsa）at　most∫（η）times．

　　　　　For　any　non皿egative　i皿tegers　c，　let　DCM（た）－T（c）denote　a　DCM（た）which　opelates　in

such　a　way　that　in　evely　accepting　computation　the　input　head　reverses　its　dilection　at　most　c

tHnes．

　　　　　Theorem　3．6．
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（1）∫［CS－1DFA（2）】－U1＜ゐく。。f［1CM（鳶）－R（∫（π））】≠0，　whele∫（η）＝

　　　natUlal皿mbelS　tO　POSitiVe　Iea1S．

0（π）be　a血nction丘om

（2）For　any　nonnegative　integer　c，∫［DCM（1）。T（c）】～i∫［CS－DFA（2）】．

Proof：　（1）】｝et

L8＝｛ω1笛∈｛α，δ｝廓＆≠』α（ω）＝≠＆b（切）＆≠6（τ）≧≠』b（τ）fbl　any　Ple猛x¢ofω｝，

where＃α（ω）denotes　the　numbel　ofα，s　in切and　similarly　fbr幸b（ω）．　It　is　easy　to　see　that

五8can　be　accepted　l）y　some　CS－1DFA（2）．　On　the　othel　hand，　it　wa8　shown　i皿［57】that

五8¢U1＜たく。。f［1CM（鳶）－R（∫（π））】．

　　　　　（2）Using　the　tech皿ique　in　the　ploof　of　Theorem　3．4（1），　one　can　easily　plove　that　every

DCM（1）－T（c）can　l）e　simulated　by　some　CS－DEA（2）。R（c）。　Thus（2）fbllows丘om　this　fact　and

Lemma　2．6．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

3．3　Concluding　Remarks

In　this　chapter，　we　have　estal）lished　some　relationships　of　language　acceptabilities　l）etween　CS－

FA（鳶），s　and　otheI　a皿tomata（HA㈹，s，　MA（ん），s，　PA（ん），s　and　CM（た），s）．　We　summalize　the

main　Iesults　fbr　the　one－way　case　in　Fig．3．2．

　　　　　By　the　proof　of　Theolem　3．4　and五emma　3．3，　we　can　see　that　evely　CS－1FA（2）is　equiv一

瓠e皿tin　computing　power　to　some　CS。1FA（2）in　which　one　of　automata　is　deterministic．　In

general，　let　CS－1FA（‘，ゴ）denote　a　CS4EA（‘十ゴ）」M　sllch　that‘automata　of　M　operate　non－

detelministica皿y　and　the　otherゴautomata　operate　deteministically．　Then，　we　have　f［CS。

1FA（2）】・＝∫［CS－1FA（1，1）1．

　　　　　1皿light　of　the　above　result，　a　natural　pro1）lem　alises　as　to　whetheD8［CS－1Eへ（ん）】＝∫［CS－

1FA（3，3）1　fbrん≧3and　some‘，ゴ≧1such　that‘十ゴ＝ん？Furthelmore，　it　is　natural　to　ask
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whethel　the　numbel　ohondetelministidnit〔トstate　automata　is　a　natulal　measure　of　compu－

tational　complexity　fol　CS－1EA（た），s．　Nondetelminism　is　one　of　the　most　elusive　concepts　in

computi皿g，　and　much　Iemains　to　be　leaIned　about　the　basic　notion　ohondete正minism．　We

beHeve　that　it　wm　be　mea皿ingful　to　solve　the　above　prol）lems，　towards　an　analysis　of　the　power

inherent　in皿o皿detelminism．

　　　　　By　Theorem　3．4，　we　know　that　the　equivaユence　problem　is　decidable　for　CS－IDFA（2），s．

It　is　vely　interesting　to　ask　whethel　the　equivalence　ploblem　is　decidable　for　CS－1DFA（た），s，　fbI

each鳶＞　3．

　　　　　Another　interesting　open　plol）lem　is“what　is　the正elationship　between　f【CS。1FA（ん十1）】

and　f［1CM（た）－Time（π）】fblた≧2？”．
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1SeDHA（k十1）

1DCM（k）。Time（cn）

ユSeHA（k十1）

1DHA（正）　　　　　　1HA（r）＝1PA（r）

／二：〉＜：⊃＼、
∠’一’　　　　　　　　　　　　　　　　　自「、ら

ヤ、

　　　

　、　、、

　、　　　、
　　　　　　　

　　、　　　　、、

　　　、　　　　　　　、
　　　、　　　　　　　　、、

　　　　、　　　　　　　　　　　、
　　　　も　　　　　　　　　　　　ヘ

　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　，

」』”

　　1DCM（1）　　　　　　　　1CM（1）

1CM（k）－Time（cn）

　　　　　　　　　　CS－1DFA（k十1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　CS4FA（k十ユ）

1SeSDHA（2k十1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1SeSHA（2k十1）

　　　　1SeDHA（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1SeHA（2）

　　　　　　　＼　　　　　　　／
　　　　　　　　　　CS－1DFA（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CS。1FA（2）

　　　　　　　　　　　　／＼　　　　　／＼

　　　ユSeSDHA（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1SeSHA（2）

　　　　Fig．3．2．　Main　relationships　between　the　cooperating　of　system　of　one．way　6ni七e．state

　　　　automata　and　other　kinds　of　one・way　automata，　whereん，ア≧2，　c＞1，　and　A←→B

　　　　m・・n・∫囚＝∫【B】，A－B　mean・∫【B】望［A1・nd　A…B　mean・∫［A】・nd∫［B1・・e

　　　　incomparable．
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CHAPTER　4

Cooperating　Systems　of　Two－Dimensional

Finite－state　Automata

In　this　chapter，　we　investigate　some　propelties　of　cooperating　systems　of　two－dimension…皿五nite－

state　automata　as　two－dimensional　language　acceptoIs．　We　mainly　propose　a　cooperating　system

oRhreらway　tw（》－dimensional　finite－state　automata，　which　can　be　considered　as　an　extension　of

acooperating　system　of　on←way丘nit←state　automata　to　two　dimensions，　and　give　some　of　its

propelties．

4．1　Definitions　and　Notation

工etΣbe　a　finite　set　of　symbols．　A　tw（トdimensional　tape　overΣis　a　tw（》dimensional　rectangular

aHay　of　elements　ofΣ．

　　The　set　of　all　tw（トdimensional　tapes　overΣis　denoted　byΣ（2）．　Give皿atape切∈Σ（2），　we　let

11（ω）be　the　mmber　of　Iows　ofωand～2（ω）be　the　numl）er　of　columns　ofω．　If　1≦ピ≦『1（ω）

and　1≦ゴ≦」2（切，　we　letω（‘，ブ）denote　the　syml）ol　inωwith　cooldinates（‘，ゴ）．　Furthermore，

we　de五ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　切［（‘，ゴ），（〆，〆）】，

only　when　1≦‘≦‘’≦」1（ω）and　1≦ゴ≦ゴ’≦」2（ω），　a8　the　two－dimensional　tape　z　satisfying

the｛bUowing：

　（1）　11（z）＝‘’－i十1and　J2（z）＝．ブ’一ゴ十1．　　　　　　　．
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（2）f・reach鳶，r，［1≦ん≦Z・（の，1≦ア≦」2（β）L　z（ん，デ）＝ω（鳶＋∫－1，r＋ゴー1）．

Acoopelatin　system　ofんtw（》dimensiona1五nit←state　automata（CS－2－FA（た））is　denoted　l）y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五f＝（FA1，E△2，…，FA鳶），

such　that　fbl　each　1≦f≦た，　FA‘is　a　tw（トdimensionaユ蝕ite－state　automato皿de五ned　l）y　an

8－tuple（Σ，（1‘，X‘，δ‘，90‘，且，≠，φ），　whele

　　　一Σis　a　finite　input　aユphabet（〆，＄¢Σ），

　　　一　（～‘iS　a　fillite　Set　Of　StateS（φ1ぎ（～‘），

　　　－X‘＝（Q、U｛φ｝）k…X（9‘一、U｛φ｝）X（Q‘＋、U｛φ｝）×…X（9鳶U｛φ｝），

　　　一δiis　tぬe　tra皿sition　function　mapPing（ΣU｛孝｝）XX‘XQ‘to

　　　　2Q・x｛（°・－1）・（°・＋1）・（－1ρ）・（＋1・°）・（°，°）｝ジ

　　　ー　90‘in　Q‘is　the　initial　State，

　　　。瓦⊆Q‘iS　the　Set　Of　aCCepting　StateS，

　　　一≠not　inΣis　the　boundaly　symbol．

　An　input　to　M　is　a　two－dimensional　tape　overΣsunollnded　l）y　boundary　symbols幸．　The

action　of五f　is　similal　to　that　of　a　CS－EA（ん），　exceptもhat　every　F．A‘ca皿move　left（＝（0，－1）），

Iight（＝（0，十1）），　up（＝（－1，0））or　down（＝（十1，0））．　That　is，　when　an　i皿put　tapeω∈Σ（2）is

presented　to　M，潮「stalts　its　computatio皿with　evely　FA‘（1≦‘≦為）positioned　onω（1，1）．

Asingle　move　of．M　is　desclibed　as　foUows：Let　automata　FA1，　FA2，…，　FA鳶be　in　states　g1，

92，…，9κand　scanningω¢1，㌢1），ω¢2，肋），…，ω（籟，ツた）（note　thatω（τ‘，y‘）may　equaユ≠）

at　the　m・me皿tオ・Ifδ‘（ω（¢‘，ッ‘），（9i，…，91－、，91＋、，…，9D，9‘）＝の，　then　FA‘h麗n・next　m・ve

（i．e．，　FA‘haユts）．　If（p‘，＠1，d‘2））is　inδ‘（ω（¢‘，ッ‘），（g｛，…，gl＿1，gl＋1，…，gD，　g‘），　then　FA‘may

entel　state　pi，　move　its　input　head　toω（¢‘十4‘1，y‘十d‘2）at　the　next　momentオ十1．　Here　f6r
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eachゴ∈｛1，…　，‘－1，f十1，…　，鳶｝

　　　　　　　　　労一｛宏∈g」畿認FAゴale°nthesa興ecenatthem°mentオ，

The　input〆τ＄is　accepted　by　M　if　thele　is　a　sequence　of　moves　that　leads　aJl　EA｛’s　to　an

accepting　state　when　scanning　one　of　the　bottom　boundary　symbols．　We　assume　that　no　FA‘

can　faユ10ff　the　input　tape　l）eyond　l）oundary　symbols．

　　Acoopelating　system　ofんthlee－way　two－dimensional価ite－state　automata（CS－TR2－Eへ（ん））

is　a　CS－2－FA（鳶）M＝（FA1，FA2，…，FA為）such　that　every　FA‘can　only　move　left，1ight，　or　down，

1）utnot　up．

　　By　CS－2－DFA（ん）（lespectively，　CS－TR2－DFA（鳶）），　we　denote　a　deterministic　version　of　CS－2－

FA（ん）（lespectively，　CS－TR2－FA（ん））．　For　a　two－dimensionaユautomato皿M，1et　M5　denote　a

Mwhose　input　tapes　ale　lestlicted　to　squale　ones．

4．2 Three－Way　versus　Four－Way

In　this　section，　we　investigate　the　dif艶rence　l）etween　the　accepting　Powers　of　cooperating　systems

of　tw（トdimensiona1伽ite－state　automata　and　cooperating　systems　of　three－way　two－dimensionaユ

五皿ite－state　automata，　and　show　that　coopelating　system80f　tw（トdimensiona1五nite－state　a皿一

tomata　are　mole　powerful　tha皿coopenti皿g　systems　of　thlee－way　two－dimensiom1五nite－state

automata．

　　We　wnl　use　the　fact　that　coopeIating　systems　of　thlee－way　tw（トdimensional（deteministic）

finite－state　automata　and　three－way　two・dimensional（deterministic）simple　multihead五nite　au－

tomata　accept　the　same　fam丑y　of　two－dimensioml　languages　when　the　input　tapes　ale　Iestricted

to　squale　ones（Theorem　4．7），　which　will　l）e　proved　in　Section　4．5．

　Theorem　4．1．∫［CS－2－DFA（1）51－U1＜たく。。　f［CS。TR2。肱（鳶）5】≠¢．

P・。・f・五・t乃＝｛τ∈｛0，1｝（2）1（ヨm≧2）［」・（τ）＝」2（τ）＝m＆τ［（1，1），（1，m）】＝τ［（2，1），

（2，m）］1｝．　Cleally，7㌃∈∫［CS－2－DFA（1）3】．　As　shown　in【58】，勾cannot　be　accepted　by　any
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three。way　tw（トdimension組simple　muhihead五nite　automata．　Flom　thi8　fact　and　Theorem　4．7，

the　theorem　fbUows．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　From　Theolem　4．1，　we　can　get　the　fblowing　colonary．

　　Corollary　4．1．　For　eachた≧1，

（1）∫［CS－TR2一猟（鳶）3】享∫［CS－2一獄（鳶）3】，

（2川CS－TR2－D肌（硝享∫［CS・2・P肌㈹3】，

（3）U、≦たく．。∫［CS－TR2一猟（た）3】隼U、≦鳶く．．∫［CS－2－FA（鳶）3L

（4）U、＜んく．。∫［CS－TR2－D蝕（鳶）5】享U、＜鳶く。。∫【CS・2－D距（ん）r・

　Note　that　the　corlesponding　Iesult　ol）viously　holds　fbl　ge皿eral　input　tapes．

4．3 Nondeterminism　versus　Determinism

It　is　weU　known【26】that　a　nondeterministic五nite－state　automaton　is　mole　powelful　than　a

detelministic五nite－state　automata　in　two　dimensio皿s（even　if　the　input　tapes　are　Iestlicted　to

・qua・e・n・・）・That　i・，∫［CS－2－DFA（1）5園CS－2－】込（1）5】・ln　this　secti・n，　w・i皿ve・tigat・th・

diffele皿ce　between　the　accepting　Powels　of　coopelating　systems　of　th亙ee－way　tw（》dimensiona1

（nondeterministic）五nite－state　automata　and　coopelating　systems　of　thlee。way　two。dimensional

deterministic五nite－state　automata　whose　input　tapes　are　restlicted　to　squale　ones．

The・・em　4．2．∫［CS－TR2－FA（1）51－U、＜んく。。∫［CS・TR2－D距㈹3】≠の・

P…f・r・t乃＝｛・，∈｛0，1｝（2）1（ヨm≧2）【～、（の＝～2（τ）＝m｝＆ヨピ（19≦m）［醒（1，り＝

τ（2，∫）＝1】｝．Clearly，7ち∈∫【CS。TR2－FA（ユ）3】．　As　shown　in［58】，乃canmt　be　accepted　by　any

thlee－way　tw（トdimensionaユdeterministic　silnple　multihead伽ite　automata．　From　this　fact　and

Theorem　4．7，　the　theolem　fbllows．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　Flom　Theolem　4．2，　we　can　get　the　f6nowing　colollary．

　　Corollary　4。2．　For　eachん≧1，
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（1）∫［CS－TR2－DFA㈹3】隼∫［CS－TR2一肱（た）5】，　and

（2）U1≦たく・・∫［CS・TR2－DFA㈹3】宰U・≦たく。．∫［CS－TR2－Fみ（た）5】・

4．4　Hierarchies　Based　on　the　Number　ofFinite－State　Automata

This　section　investigates　how　the　number　of　finite－state　automata　af距cts　the　accepting　power

of　the　coopelating　system　of　tw（トdimensiona1五nite－state　automata．

4．4．1Four－Way　C｛追e

We£Ist　give　hierarchies　fbr　the　fouI－way　case．

　　Tlleorem　4．3．　FLor　each鳶≧1，

（1）∫【CS－2一恥㈹5埣∫【CS－2－FA（ん＋2）5L　and

（2）∫［CS－2－D砿（鳶）5】享∫【CS－2－D肌（た＋2）5】，

even　if　the　alphabet　is　restlicted　to　a　one－lette正．

　　Proof：　It　is　easy　to　prove　that　every　CS－2。FA（た）（CS－2－DFA（ん））ca皿be　simulated　l）y　a

tw（トdimensional（detelministic）sensing鳶。head症nite　a耐omaton（de8clibed　in　Section　4．5），　and

evely　tw（トdimensional（detelministic）sensingた。head五nite　automato皿can　be　simulated　by　a

CS－2－FA（た十1）（CS－2－DFA（た十1））．　As　shown　in［44】，　for　sets　of　sq，uale　tapes　ovel　a　one－

letter　alphabet，　two－dime皿sionaユ（detelministic）sensing（ん十1）－head五皿ite　automata　are　mole

powerful　tnan　the　coHespondingん一head　finite　automata．　From　these　facts，　we　immediately　get

the　theolem。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　口

Un血・t皿nat・ly，　it　i・皿nkn・wn　wh・th・・∫［CS－2－XFA（た）5庫［CS－2－FA（鳶＋1）51・・∫［CS－2－

XFA（ん）5μ【CS－2・趾（た＋1）5】b・anyん≧2・

　Note　that　it　is　easy　to　show　that　f【CS。2。FA（1）5】～三」9［CS－2－FA（2）5】and∫［CS－2。FA（1）『宰∠1［CS－

2－FA（2）5】．　In　fact，　it　was　shown　in［591　that　tw（トdimensionaユaltemating　Tuling　machines　with
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sublogarithmic　space　bound　ca皿ot　accept　the　8et　of　square　tapes，　T，　which　have　the　same

llpper　and　lower　halves．　On　the　other　hand，　it　is　easy　to　see　that　T　can　l）e　accepted　by　a

CS－2－DFA（2）（using　a　similar　techniQue　in　the　ploof　of　Lemma　2．5（ユ））．

4．4．2Three－Way　Case

We　next　give　hierarchies血）r　the　thre（トway　case．

　　For　eachデ≧1，1et

　　　　　　　　　　T（・）＝｛・∈｛0，1｝（2）1ヨm≧π［～1（の＝Z2（z）＝m＆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ［（1，1），（1，切】＝τ【（2，1），（2，m）1∈R．（m）＆τ［（3，1），（m，m）】∈｛0｝（2）】｝，

wh・・e私（m）＝｛τ∈｛0，1｝（2）1～、（τ）＝1，～、＠）＝m＆τhas　exa・tly・1’・｝血・ea・h　m≧・．

　　It　is　ol）vious　that　fbr　any　fixed　positive　integer　r，　T（r）can　be　accepted　by　a　CS－TR2－DFA（r）．

We五rst　consider　the　fbnowing　pIoblem：Given　a五xed　positive　integer　r，五nd　a　coopelating

system　of　three－way　tw（トdimensiona（deterministic）五nite。state　automata　that　accepts　T（T）

using　the　minimum　numl）el　of蝕it研state　automata．　Unfoltunately，　we　cannot　generaUy　solve

the　ploblem　in　the　plesent　thesis，1）ut　we　can　give　the　lower　a皿d　uppeゴbounds　fol　this　plol）lem．

　　1et∫（r）denote　the　minimum　number　of　finite－state　automata　Iequiled　fbl　cooperating　sys。

tems　of　three－way　tw（トdimensio皿a1金nite－state　automata　to　accept　T（り，　and　g（T）den．ote　the

minimum　n皿ml）el　of蝕ite－state　automata　Iequiled　fbr　coopenting　system　of　thre←way　tw（ト

dimensional　4ε訟εア而πf3孟fc五nite－state　automata　to　accept　T（r）．　Clearly，9（T）≧∫（ア）fbr　any

ア＞1．

　　Theorem　4．4．　For　eachた≧1，

　（1）9（鳶2十た一1）≦2た一1，

　（2）　g（た2十2た）≦2ん，and

　（3）　g（鳶（鳶十ユ）／2十ユ）≧た十1．

　　Befole　giving　the　proof　of　Theorem　4．4，　we　w皿give　an　example　fbr　showing　how　some　CS－

TR2－DFA（2）accepts　T（3），　which　wiU　be　used　as　a　basis　step　in　the　ploof　of（1）（ol（2））of
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Theorem　4．41）elow．

Example．　T（3）∈∫［CS。TR2－DFA（2）5】．

　Proof：　五et　T’（3）＝｛τ［（1，1），（2，12（¢））】1τ∈T（3）｝（i．e．，　T’（3）is　obtai皿ed　from　the　filst

and　second　Iows　of　every　tape　in　T（3））．　We　actually　show　that　there　exists　a　CS－TR2－DEA（2）

M（2）＝（、41，、42）accepting　T’（3），　si皿ce　one　can　easily　make　M（2）accept　T（3）．工etん｛（オ）denote

the　position　of　input　headんi　oL4‘at　timeオfbl　each‘∈｛1，2｝．

　　Consider　the　case　when　an　input　tapeτwith　2　rows　and　m　columns　such　thatτ［（1，1），（1，m）］，

τ【（2，1），（2，m）】∈R、（m）i・p・e・ent・d　t・M（2）whi・h　act・麗f・U・w・．（Input　tap・・in五h・沁・m

di価rent　flom　the　above　can　easHy　be　rejected　by　M（2）．）What　we　have　to　show　is　that　how

M（2）checks　whether　the　symbol　on　pる（りis　l　fbr　each‘∈｛1，2，3｝，　where　p灸（f）denotes　the

position　just　under　the　position，P1（‘），　of　the‘－th　l　in　the食rst　row（counting丘om　left－to。light）．

（1）、41and．A2　moveん1　andん2　simultaneollsly　to　the　position　p1（1）（at　some　timeオぎ）．　Thus，

　　　ん1（孟8）＝ん2（オ8）＝p1（1）．　Aftel　that，

（2）（a）減1m・vesん1　d・wn・皿e　ceU　at　speed　1（thus，ん1（の＝P灸（1），ん2（ぢ一1）＝P1（1），

　　　　　　　whele貿＝君8十1），　andもhen　checks　whethel　the　symbol　on　p灸（1）is　1．　If　this　is　the

　　　　　　　case，　thenノ隻1　movesん1　to　the　right　at　speed　1丘om　p灸（1）to　the　position　of　the　next

　　　　　　　symbol　1（denoted　by　p2（2））if　it　IeaUy　exists，　and　then　movesん1　to　the　Iight　at

　　　　　　　speed　1／2丘om　p2（2）to　the　position　of　next　symbol　1（denoted　by　p2（3））if　it　reaHy

　　　　　　　exists．　Otherwise　A　halts　forever（on　the　right　l）oundary　symbol　attached　to　the

　　　　　　　second　Iow　ofτ），　that　is，　M（2）1（彗ectsτ．

　　　　（1））、42movesん2　to　the　Iight　from　p1（1）to　p1（2）at　speed　l　and丘om　p1（2）to　p1（3）at

　　　　　　　speed　1／2，　and　movesん2　down　one　ceU　at　speed　1．

（3）The　time　at　whichん21eaches　pる（3）is　denoted　byぢ．　Ifん1　andん2　simulta皿eously　reach

　　　p2（3）at　timeぢ（i．e．，　pう（3）＝p2（3）），　M（2）acceptsτ．　Otherwise」胚（2）rejectsτ．　Note

　　　thatん1　andん2　simultaneously　reach　p2（3）at　timeぢif　and　only　if～1十～2＝11十ちand
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11十2～2＝Zl十2ち，　whele，｛br　each‘∈｛1，2｝，　Z‘denotes　the　distance　from　p1ωto　P1（‘十1），

・nd」i　and　Zるd・皿・t・th・d治tance　f・・m　pう（1）t・P2（2）and丘・m　p2（2）t・P2（3），・e・pectiv・1メ

That　is，　Z1＝zi　and　J2＝ち．

It　wi皿be　ol）vious　that　M（2）accepts　T’（3）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　Proof　of　Theorem　4．4：The　ploo魯of（1）and（2）are　simnar．　We　only　give　the　pIoof　of

（2）here．　To　plove（2）is　equivaユent　to　ploving　that：fbl　eachん≧1，T（ん2十2た）∈∫［CS－TR2一

DFA（2ん）5】．

　　Fol　each　T≧1，1et　T’（デ）＝｛τ［（1，1），（2，～2（z））】lz∈T（r）｝（i．e．，　T’（r）is　obtained丘om　the

五lst　and　second　rows　of　evely　tape　in，　T（r））．

　　For　convenience，　we　prove　by　induction　on鳶that　T’（鳶2十2ん）∈∫［CS－TR2－DFA（2鳶）】。　It　wi皿

be　obvious　that（2）fbllows丘om　this　fact．

　　Ba8i88tep3　ん＝1．　Thele　exi8ts　a　CS。TR2－DFA（2）M（2）＝（、41，．42）accepting　T’（3）wh．ich

satisfies　the　propelty　that　fbl　eachの∈T’（3），　thele　are　th：ee　times君きくぢくぢduling　the

accepting　c・mputation　ofルf（2）・n¢such伽t

［0．】ん・（オぎ）＝ん2（オぎ）＝P1（ユ），

［1．1　ん1（孟if）＝p灸（1），ん2（ご｛f－1）＝p1（1），　and

【2．1　ん1（ぢ）：＝ん2（オ器）＝Pる（3），

wheleん｛（オ）de皿otes　the　positio皿of　input　headん｛oL4‘at　time君，　p1（りdenotes　the　position

of　the乞。th　l　in　the　first　Iow（counti皿g　from」eft－to。正ight），　an，d　p灸（のdenotes　the　position　just

under　p1（∫）．　This　has　been　shown　in　the　above　example．

　　Inductive　Hypothesi83　Suppose　that　for　eachユ≦ゴ≦ん，　thele　exists　a　CS－TR2－DEA（2ゴ）

ルf（2ゴ）＝（ノ主1，ノ12，…　，ノ12ゴ）accepting　T’（ゴ2十2ゴ）which　satisfies　the　plopelty　that　fbr　each

の∈T’（ゴ2十2ゴ），thele　are　2ゴ十1timesオ8＜貿く…　＜ぢゴduring　the　accepting　computation　of

M（2ゴ）on¢such　that
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［o．】

［1．】

［i．】

［2j．1

ん1（オ8）＝ん2（オ8）…　＝ん2ゴ（堵）＝P1（（Zゴ［ID，

ん・㈹＝Pう（dゴ［1D，ん2（貿一1）＝ん3（貿一1）＝…＝ん2ゴ（貿一1）＝P・（4ゴ［1D，

…

ん1（君『）＝ん2（オ『）＝…　＝ん‘（孟9＝Pう（4ゴ国），

ん‘＋1（孟『－1）＝ん｛＋2（オ『－1）＝…　＝ん2ゴ（堵一1）＝p1（4ゴ国），

…

ん・（彦ゴ）＝ん2（暢）＝…＝ん2ゴ暢）＝Pう（dゴ［2ゴD，

where

の国＝
｛　1灘3）／2－，（。＋、）畿葦建1孔

（See　Fig．4．1．）

　　　　　　　　　12＿＿＿jj－1＿＿＿21　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　一噂　　一　　　　　　　　　　　一
　　　　　　●國一一一L＿＿一●剛一一胃よ鱒■＿■」噛■■一●　　　　　　●　●　●　　　　　　●一一一」　　●　●　・　　し一一＿●一一■」　　●　o　●　　一●　　　　　　●　●●　　　　　　●一■＿＿一一＿＿●闇一一＿」＿■＿■●

　　　　　　【1】　　　　　【2］　　　　　　　　【31　　　　　　　　　　　　1ン】　　　　　　　　　　　［ゴ十1】　　　　　　　　　［ゴ十2】　　　　　　　　【2ゴー2】　　　　【2ゴー1】　　【2ゴ1

　　　　　　　Fig．4．1．‘♂and‘1，　denoteゴ（ゴ十2）1，s　in　the　first　row　of　3，　and‘国，　denotes　the　position

　　　　　　　P：（4」［q）血reach　1≦‘≦2ゴ．

　Indudive　Step3　We　show　that　there　exists　a　CS－TR2－DFA（2（駐1））M（2（厨ユ））＝伝1，沌2，…，

・42た＋2）accepting　T’（ん2十4た十3）which　satisfies　the　plope士ty　that」［br　eachτ∈T’（鳶2十4た十3），

thele　are　2ん十3times　fδ＜貿く…＜ぢた＋2　during　the　accepting　computation　ofルf（2（た十1））

onτsuch　that

　　　【0．】　　　ん1（孟8）＝ん2（オ8）…　＝ん2た＋2（孟8）＝P1（（Z鳶＋111D，

　　　［1．；　ん1（孟f）＝Pる（4鳶＋1［11），ん2（貿一1）＝ん3（ぢ一1）＝…＝ん2ん＋2（貿一1）＝P・（4鳶＋・［1D，

　　　　　　　　　　…
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　　　　［i．】　ん、（孟『）＝ん2（孟7）＝…＝ゐ‘（孟∫）＝P灸（d嗣［q），

　　　　　　　　　　　ん‘＋・（君ギー1　8）＝ゐ‘＋2（オr－1）＝…＝ん2た＋2（堵一1）＝P・（4鳶＋・国），

　　　　　　　　　　　…

　　　　［2k＋2・】ん・（ぢた＋2）＝ん2（オぎた＋2）＝…＝ん2た＋2（ぢ厨2）＝Pる（dた＋・［2た＋2D・

　　Consider　the　case　when　an　input　tape¢with　210ws　and　m　columns　such　thatτ【（1，1），（1，m）】，

τ【（2，1），（2，m）】∈R（鳶・＋4ゐ＋3）（m）i・p・e・ent・d　t・M（2（た＋1））whi・h　a・ts　a・f・U・w・・（Input　tap・・

in　the　fblm　difelent丘om　the　al）ove　can　easny　l）e　I（癖ected　byルf（2（た十1））．）

1．．M（2（鳶十1））五rst　veri貧es　in　a　similar　way　asルf（2ん）that　the　symbol　o皿P灸（りis　l　fol　each

　　ぎ∈｛1，2，…　，dん＋1　Pヒ十11｝．That　is，　by　using　the　collesponding　2んautomata．41，．42，…，

　　・42鳶，．M（2（た＋1））simulates　the　action　of」髭f（2ん）fαc血ecking　whether　the　symbol　just　under

　　the‘－th　l　in　the五lst　low　is　l　when　an　input　tape㌢with　2　rows　and　m　columns　such　that

　　y［（1，1），（1，m）】，ッ［（2，1），（2，m）】∈R（鳶2＋2k）（m）is　prese皿ted　to　2』f（2ん），　wh且e　FA2鳶＋1　and

　　FA2た＋2　are　idle，　and　move　in　the　same　way　as　FA2たdose．　If　this　vermcation　is　successful，

　　then　goto　2．　Othelwise　2匠（2（た十1））1（jectsτ．

2．（a）Inductive　hypothesis’imphes　thatん1，ん2，…，んん＋1　simultaneously　reach　pう（4鳶＋1

　　　　　　［た十1D　at　some　timeオ距＋1，　andんた＋2，んた＋3，…，ん2κ＋2　reach　p1（d鳶＋1［た十1D　at　time

　　　　　　漿＋1－1・Then！室た＋1　movesんk＋1　to　the　Iight丘om垢（dk＋1【ん十1D　to　the　position

　　　　　　（denoted　by　p2（d鳶＋1［鳶十11十1））of　the　next　symbol　l　at　speed　1／（πκ十η鳶聯1十…十π十1），

　　　　　　flom　p2（d鳶＋1【た十1】十1）to　the　position（de皿oted　l）y　p2（dん＋1［た十1】十2））of　the　next

　　　　　　symbol　l　at　speed　1／（ηた引1十η鳶一2十…十η十1），…，from　p2（4鳶＋1［鳶十1］十ん）to　the

　　　　　　position（denoted　by　p2（dゐ＋1［た十1】・十ん十1））of　the皿ext　symbol　l　at　speed　1，　and

　　　　　　from　p2（媒＋1［ん十1】十た十ユ）to　the　position（denoted　by　p2（dん＋1防十1】十ん十2）＝

　　　　　　P2（d厨1［ん十2D）of　the　next　symbolユat　speed　1／2　if　theエe　leany　exist　at　leastん十2

　　　　　　　1，s　to　the　right　hand　of　pる（d鳶＋1［鳶十1D，　whereπ＝2（m十2）．　Moreover，　makeん1，

　　　　　　ん2，…，ん鳶＋11each　p2（4た＋1【ん十2D　at　the　same　time　if　it　Iea皿y　exists・］Fbr　otherwise，

　　　　　　　M（2（た＋ユ））Iejects¢．　FAk＋1　may　do　this　by　means　of／11，・42，…，・4た・
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　　　Note　that撫＋1　can　moveんk＋1　at　speed　1／（ガ十ガ層1十…十η十1）for　anyゴ≦鳶1）y

　　　means　of。A1，．A2，…，撫．　For　example，　suppose　thatん1　andん鳶＋1　ale　positioned　on

　　　the　same　ceU，τ（2，ゴ），　and・4髭＋1　moves　Iight　one　ceU　together　withノ【1　just　whenん1

　　　meetsん鳶＋1　again　afterオ1　movedん10ne　cycle　of　the　second　Iow（2（m十2）cells）at

　　　speed　1．　This　makesんた＋1　move　at　speed　1／（π十1）（onτ（2，ゴ））．　Similarly，　by　means

　　　oL41　andノ医2　which　are　on　the　same　cell　scanned　by毒＋1，ノ【た＋1　can　move（togetheI

　　　witM、　and　42）at　speed　1／（（π＋1）η＋1）＝1／（π2＋π＋1）and　s・・n．

（b）In　a　sim且ar　way　as／1た＋1　dose，、4k＋2　moves　Iightんた＋2　from　p1（dk＋1［鳶十1D　to

　　　P、（4ん＋、［厨1］＋1）at・peed　1／（♂＋π詞＋…＋π＋ユ），血・m　p、縁＋、［厨1】＋1）

　　　t・P、侮＋、［厨11＋2）at・peed　l／（η詞＋π髭一2＋…＋π＋1），…，f・・mp、（4k＋、［鳶＋

　　　1］十鳶）to　p1（4鳶＋1［ん十11十1ヒ十1）at　speed　1，　and　from　p1（娠＋1防十ユ1十た十ユ）to

　　　p1（4斥＋1［ん十1】十鳶十2）＝p1（娠＋1［ん十2D　at　speed　1／2，　by　means　of．4ん＋3，．4た＋4，…，

　　　．42た＋2．Moleovel，　makeんん＋2，ん鳶＋3，…，ん2た＋21each　p1（娠＋1［ん十2D　simulta皿eously．

　　　Then　FAた＋2　movesんた＋2　down　one　cell　at　speed　1．

3．The　time　at　whichんk＋2　reaches　pl（dた＋1［ん十2D　is　denoted　by頻＋2．冴（2（た十1））continues

　　the　computation　onτifん1，ん2，…，んk＋2　reach　p2（4た＋1［ん十2D　at　time頻＋2（i・e・，　P灸（4た＋1［鳶十

　　2D＝P2（dた十1［ん十2D），　that　is，　ifん1（孟露＋2）＝ん2（オ露＋2）＝…＝ん鳶＋2（オ露＋2）＝P灸（dた＋1［ん＋2】），

　　andんた＋3（漿＋2－1）＝んた＋4（頻＋2－1）＝…　＝ん2鳶＋2（漿＋2－1）＝P1（（叛＋1【ん十2D・Otherwise

　　2匠（2）Iejectsτ．

　　Note　thatん1，ん2，…，んた＋21each　p2（4ゐ＋1［ん十2D　at　timeオ露＋2　if　and　only　if

（a）」d、＋1陣】＋」4、＋、【た＋1】＋・＋…＋」4、＋1陣】＋ゐ＋・

　　　＝Zを、＋1圃＋」を、＋11た＋・】＋・＋…＋1を、＋1圃＋た＋1，and

（b）」d、＋1圃・πん＋

　　　（z4、＋1【刷＋14、＋1陣］＋・）・πた一1＋…＋

　　　（」4、＋1圃＋～4、＋1【た＋1】＋・＋…＋」4、＋1圃＋た一・）・π＋

　　　14、＋、圃＋」d、＋1【鳶＋・】＋・＋…＋’4、＋1圃＋た＋214、＋1圃＋鳶＋・
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　　　　＝z2、＋1圃・πん＋

　　　　（Zを、＋1圃＋Z左、＋1【た＋、］＋、）・πた鱒1＋…＋

　　　　（～左、＋1【ゐ＋・】＋Z2、＋1【ん＋・】＋・＋…＋」を、＋1圃＋た一1）・η＋

　　　　12、＋1圃＋～乱、＋1【鳶＋、】＋・＋…＋」2、＋1圃＋k＋2」を、＋、圃＋鳶＋・，

wh・・e　1‘d・皿・t・・th・d捻tance丘・m　p・（りt・P・（‘＋1），～2、＋、圃d・n・t・・th・di・ta皿ce丘・m

Pう（4鳶＋・［ん＋IDt・thep2（4鳶＋1［た＋11＋1），　and　zを、＋、圃＋‘d・n・t・・th・di・tance丘・m

p2（4ん＋1［た十11十りto　the　p2（（Zκ＋1［ん十1】十‘十1）．　That　is，

1蝋圃＝～左、＋、【た＋・】，Z4、＋1圃＋・＝～2、＋、【鳶＋、】＋、・…～4、＋、圃＋鳶＋・＝12、＋1圃＋ゐ＋、・

This　means　that　the　symbol　on　p蚤（りis　l　fbr　each‘∈｛d鳶＋1［鳶十11十1，d髭＋1［ん十1｝十2，

…
，d鳶＋1【た＋21｝．

4．1毫f（2（ん十1））五nally　veli五es　in　a　similar　way　as　M（2ん）dose　that　the　symbol　on　p灸（りis　l

　　fol　eachゼ∈｛娠＋1［た十2】十1，4為＋1［ん十2】十2，…　，dゐ＋1［2た十2】｝．　That　is，　by　using・41，ノ12，

　　…，、4た，．4鳶＋3，ノ窒k＋4，…，．42鳶＋2co王1esponding　to　the　2んautomata　of　M（2た），ルf（2（ん十1））

　　simulates　the　action　of　IM（2た）fb：checldng　whether　the　symbol　under　theゴーth　l　in　the

　　五rst　Iow　is　l　fbr　eachゴ∈｛d為圃十1，dゐ圃十2，…　，4た［2鳶1｝when　an　input　tape　y　with　2

　　rows　a皿d　m　columns　such　that㌢【（1，1），（ユ，m）Lッ【（2，1），（2，m）】∈R（ん2＋2た）（m）is　presented

　　to　M（2ん），　whne．4鳶＋1　and．Aん＋2　are　idle，　and　move　in　the　same　way　as、4鳶dose．　If　this　is

　　the　case，．ルf（2（た十1））accepts¢．　Otherwise　M（2（ん十1））1（遜ects¢．

　　It　is　easy　to　see　that　l）y　inductive　hypothesis　the　action　of　M（2（ん十1））　desclibed　al）ove

satisfies　the　Iequiled　propelty．　This　completes　t1Le　ploof　of（2）．

　　We　now　plove（3）．　Suppose　that　there　is　a　CS－TR2－DEA（ん）31匠（た）＝（オ1，五2，…，毒）

accepting　T（碓＋ユ）／2十1）．1etん‘denote　the　i皿put　head　of］FA‘fol　eachピ∈｛1，2，…　，1ヒ｝．

F・・ea・h　m≧た（た十1）／2＋1，1・t．γ（m）＝｛¢∈T（た（た＋1）／2＋1）1～1ω＝Z・（¢）＝m｝，　and

for　each　permutationσ：｛1，2，。・・，1ヒ｝→｛1，2，…　，た｝，　let　y7σ（m）1）e　the　set　of　a皿input　tapes

の∈y（m）such　that　duli皿g　the　accepting　computation　of　M（ん）onτ，　input　headsんσ（1），んσ（2），
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…
，ん。（ゐ）1・av・th・飛・st・・w・f¢in　thi…d…1Th・n　th・・e　mu・t・xi・t・・m・p・・mutati・nア・u・h

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　臥（m）1≧ly（m）1／た！＝Ω（m為（鳶＋1）12＋1）．

　　For　each¢∈レ77（m）and　each　1≦‘≦鳶，　let　9γ（‘）（醒），P7（‘）（¢）andオτ（‘）（¢）denote　the　inteInal

state　of　FAγ（り，　the　position　ofん7（‘）and　the　time，　respectively，　whenんγ（‘）leaves　th．e　filst　row

during　the　accepting　computation　of　l盈f（ん）onτ．　Furthermole，　let

　　　　　　　　　オ（τ）＝（オ7（2）（τ）一孟ア（1）（詔），オγ（3）（τ）一君7（2）（τ），…，ち（た一1）（τ）一孟7（ゐ一2）（τ））・

and

　　　　　　　　　　　　　　　　U（ココ）＝〈（97（1）（τ），P7（1）（τ）），…　，（97㈹（τ），P7（鳶）（τ）），オ（τ）〉・

Cl・a・ly，鉛・e・ch　2≦∫≦鳶，オ。（B）ω一オ．（‘－1）（τ）＝0（mん一‘），　becau・eわ・・th・・wi・e且。（‘），…，

、47（ゐ）would　loop　fblever　on　the　first　row，　and　thusルf（鳶）would　nevel　acceptτ．　So

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l｛％（τ）1τ∈pγ7（m）｝1＝0（俄た（た＋1）12）．

The正efore，　it　f610ws　that　fol　large　m，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11鵬（m）1＞1｛u（τ）1¢∈レレ㌔（m）｝I

and　there　exist　two　diffblent　input　tapes∫，y∈レ7レ（m）such　that％（τ）＝u（の．1etガbe　the

tape　ol）tained　fromτby　Ieplacing　the　second　row　ofτwith　the　second　Iow　of　y．　It　fbllows　that

zis　aユso　accepted　byルf（鳶）．　This　is　a　contladiction，1）ecause　z　is　not　in　T（ん（た十1）／2十1）．　This

completes　the　proof　of（3）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　Lemma　4．1．　For　eachた≧1，

　（1）ifτis　a　tape　with　m　rows　and　m　columns　accepted　l）y　a　CS－TR2－DEA（た）M，　the皿M

acceptsτin　at　most　O（　た十1m）steps，　a皿d

　　！lfん‘P幅…，ゐざ，（1≦‘1〈‘2＜…＜‘・≦ん）1・・ve　the　6rst　r・w・imult・n・。・・ly，　we　ref・・th…der・n　th・m

asく‘1，‘2，・・㍉毒》・
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（2）if　r　is　a　tape　with　m　rows　and　m　columns　accepted　by　a　CS－TR2－FA（た）五f，　the皿there

　　　exists　a　computation　of　M　onτsuch　that　ILf　accepts　in　at　most　O（　k十1m）steps．

　　Proof　3　（1）Consider　the　accepting　computation　of　M　onτ．　It　is　obvious　that　each　finite．

state　automaton　oL翫f　can　stay　each　row　ofτat　most　O（mり．（Fol　otherwise、改f　would　enter　a

loop　and　never　acceptコg）．　Thus　the　accepti皿g　time　is　at　most　O（　た十1m）．

　　（2）Consider　a　shortest　accepting　computation　of．M　onτ（in　which　no　loop　exists）．　We　can

ol）selve　that　fbr　every　cm鳶steps，　whele　c　is　some　constant　depending　only　on　M，　there　is　at

least　one且nitらstate　automaton　of．M　moves　down丘om　the　prese皿t　row．（For　otherwise　M

would　enter　a　loop）．　Thus，　the　accepting　computation　consists　of　at　most　O（　た十1m）steps．　ロ

Th…em　4．5．　F・・eachた≧1，∫（鳶2十た）≧ん＋1．

　　Proof：The　ploof　is　very　similal　to　that　of　Theolem　4．4（3）．　Suppose，　to　the　co皿traly，　that

there　is　a　CS－TR2－FA（ん）3　M（鳶）＝（、41，442，…，、4た）accepting　T（た2十ん）．1etゐ‘de皿ote　the

input　head　ofノ舞for　eachぎ∈｛1，2，…　，1ヒ｝．

　　Fol　each　m≧ん2十鳶，　let　y（m）＝｛コ7∈T（ん2十た）ll1（τ）＝12（τ）＝ml｝．　With　each　3∈γ（m），

We　associate　a　shortest　accepting　computation，　c（τ），　of五f（ん）on忽（in　which　no　loop　exists）．

Furthermole，　let　Wr（m），オ（τ）and　u（¢）（fol　eachτ∈臥（m））have　the　same　meanings　as　in　the

proof　of　Theolem　4．4（3）．

　　By　Lemma　4．1（2），　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち（‘）（τ）一ち（i－、）（τ）＝0（m鳶＋1），

f6r　each　2＜i＜た．

S・1｛u（勿）1τ∈毘（m）｝卜0（mた’＋k－1）．Th・・e血・e，　it　f・11・w・that血・la・g・m，

1レレニr（m）1＞1｛U（コ5）13∈四r（m）｝1

and　thele　exist　two　difLerent　i皿put　tapes¢，ッ∈レ77（m）such　that　t乙（¢）・＝％（ッ）．工et　z　be　the　tape

obtained丘om¢1）y　Ieplacing　the　second　row　ofτwith　the　second　row　ofッ．　Clearly，　from　c（¢）
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and　c（y），　we　can　const璽uct　a皿accepting　comp皿tation　of　M（鳶）o皿β．　This　is　a　contradiction，

because　z　is　not　in　T（鳶2十鳶）。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Coml）ining　Theoエem　4．4　with　Theolem　4．5，　we　can　get　the　fbllowi皿g　theorem．

Theorem　4．6．　Fol　each鳶≧1，

（1）∫［CS・TR2－FA（ん）5】享∫［CS－TR2－FA（ん＋1）5L　and

（2）∫〔CS－TR2－DFA（ん）5】享∫［CS－TR2－D肌（鳶＋1）5］・

Proof：We　only　prove（1），　since（2）can　be　ploved　in　the　same　waヱFor　eachた≧1，　let

N（ん）＝max｛r　l∫（r）＝鳶｝．　Since∫（ん2十鳶）≧鳶十1（by　Theorem　4．5），　we　haveハτ（鳶）≦ん2十た一1．

　ret潮「be　a　CS－TR2－EA（ん）5　accepting　T（万（た））．　From　M，we　can　easily　construct　a　CS－TR2－

EA（ん十1）51レf’which　accepts　T（π（た）十1）．　Thus，　T（ガ（鳶）十1）∈∫［CS。TR2－FA（た十1）51．　F士om

thi、　fact　and　th，　d。価ti。n。f繭，　it　f・U・w・that　T（2v㈹＋1）∈∫【CS－TR2一肌（鳶＋1）5］一∫［CS－

TR2。XFA（鳶）5｝．　This　completes　the　proof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　Ren瞼rk．　　　It　is　easy　to　see　that　∫（1）　＝　9（1）　＝＝　1，　∫（2）　＝　9（2）　＝：　ノ（3）　＝　9（3）　＝　2，

g（4）＝g（5）＝3；but　it　is　unknown　whether　or　notノ（r）＜g（r）fblπ≧4．

4．5 Comparisons　with　Other　Types　of　Acceptors

In　Chapter　3，　we　have　shown　some　relationships　l）etwee皿cooperating　systems　of　one。way五nite－

state　a皿tomata　and　other　automata，　such　as（simple）multihead五nite　automata　and（time－or

space－bounded）one－way　multicou皿ter　machines．　Since　a　coopelating　system　of　thlee－way　two－

dimensiona1貫nite－state　automata　can　be　considered　as　an　extension　of　a　cooperating　system　of

one。way五nit←state　automata　to　two　dimensions，　some　lesults　obtai皿ed　i皿the　one－dimension～U

case，　such　as（1）U1≦鳶く。。∫［CS－IDEA（ん）】a皿d　U1≦んく。。f［1SHA（鳶）】（U1≦たく。。∫［1SDHA（た）D　ale

incomparable，　and（2）U1＜為く。。∫【CS－1FA（ん）】（U1＜たく。。∫【CS－1DFA（ん）D享U1〈たく。。∫［1SeSHA（ん）】

（U1＜たく。。∫［1SeSDHA（ん）D，　cleally　hold　fbr　the　tw（》dimensional　case（if　the　inp皿t　tapes　are　al－
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bitraly）．　A　different　situation，　however，　occurs　when　we　lestrict　the　input　tapes　to　squale

ones．

　　We　w皿be　concerned　only　with　the　tLree－way　case，　since　fbr　the　fbul－way　case，　the　similar

results　a8　fbl　the　one－dimensional　two－way　case　can　l）e　ea£ily　obtained．

　　Atw（》dimensional（simple）た一head五nite　automaton」M　is　a五nite　automaton　withん正ead一

only　input　heads　operating　on　a　two－dimensional　input　tape　su110unded　l）y　boundary　symbols

≠．The　action　of　M　is　very　similal　to　that　of　one－dimensio皿al　tw（トway（simple）ん一head五nite

automaton　except　that　the　i皿put　head　of五f　can　move　up，　down，　right　or　left．

　Atwo－dimensional　sensing（simple）ん一head蝕ite　automaton，　is　the　same　device　as　a　two一

dimensionaユ（simple）ん一head五nite　automaton　except　that　the　fbrmer　can　detect　coincidence

of　the　inp皿t　heads．

　　Atw（トdimensional鳶一countel　machine　M　ha8　a　Iead－only　tw（》－dimensional　input　tape　with

boundary　syml）ols幸andんcollntels．（Of　coulse，　M　has　a貧nite　control，　an　input　head，　and

んcounter　heads．）The　action　of　M　is　vely　similal　to　that　of　the　o皿e－dimensiomユtw（》－way

ん一counter　machine　except　that　the　input　head　of　M　can　move　up，　down，　Iight　or　left．

　　Atw（トdimensionaユん一counter　machine五f　whose　input　tapes　are　lestricted　to　sqllale　ones　is

said　to　be　Z（m）tim←bounded　if　fbr　each　inputωtape　with飢rows　and　m　columns　that　is

accepted　by　M，　thele　is　an　accepting　computatio皿of　M　onωwhich　consists　of　at　most　Z（m）

steps；五f　is　said　to　be五（m）space－1）ounded　if　for　each　input　tapeωwith　m　rows　and　m　columns

that　is　accepted　by潮「，　thele　is　an　accepting　computation　of　M　onωi皿which　each　counter　of

ノレr正equires　space　not　exceeding　1⊃（m）．

　　As　usuaユ，　we　de丘皿e　the　determi皿istic　and　thle←way　versions　of　tw（》－dimensiona1（sensing）

（simple）multihead　finite　automata　and　two－dimensiona　multicounter　machines．

　　The　f6110wing　abbreviations　wi皿『be　used　IateL

●TR2－HA（厨：athle←way　two二dimensionaユん一head（nondeterministic）負nite　automaton，

●TR2。DHA（鳶）：athlee－way　tw（》。dimensional鳶一head　detelministic猛皿ite　automaton，
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●TR2－SeHA（た）：athlee－way　two－dimensio皿alん一head　sensing（nondeterministic）fi皿ite　au。

　　tomaton，

●TR2－SeDHA（鳶）：athlee－way　tw（トdimensiona1ん一head　se皿sing　determi皿istic盒nite　automa－

　　ton，

●TR2－SHA（鳶）：athree－way　tw（トdimensio皿aユん一head　simple（nondetelministic）finite　au－

　　tomaton，

●TR2－SDHA（た）：athlee－way　two－dimensiona1ん一head　simple　deterministic五nite　automa．

　　tOI1，

●TR2－SeSHA（ん）：athlee－way　tw（トdime皿sionalん。head　sensing　simple（nondeterministic）

　　五nite　automaton，

●TR2－SeSDHA（鳶）：athlee－way　tw（》dimensiona1ん一head　sensing　simple　deterministic五nite

　　automaton，

●TR2－CM（た）5。Time（Z（m））：athree－way　two－dimensiona1（皿ondetelministic）鳶．counteエ

　　machine　with五（飢）time　l）ound　whose　input　tapes　ale　Iestlicted　to　square　ones，

●TR2－DCM（た）5－Time（Z（m））：athlee。way　two。dimensional　deterministic鳶一counter　ma－

　　chine　with，　Z（鵬）time　l）ound　whose　input　tapes　ale　Iestlicted　to　sqllale　ones，

●TR2－CM（ん）5－Space（五（m））：athree－way　two－dimensionaユ（nondetelministic）ん一counter

　　machine　with　Z（m）space　bound　whose　input　tapes　ale　restlicted　to　square　ones，

●TR2－DCM（た）5－Space（Z（m））：athlee－way　two。dimensional　detelministicん一cou皿ter　maβ

　　chine　with　jじ（m）space　bound　whose　input　tapes　are　Iestlicted　to　square　ones．

Le㎜a　4．2．　FOI　anyた≧1，

（1）∫［TR2－SeSHA（た）5】⊆∫［CS－TR2－FA（2ん）5L　and
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（2）∫［TR2－s・sDHA（鳶）51⊆∫［csヨTR2・D肱⑳51・

Proof：1et五f　be　a　TR2－SeSHA㈹3（TR2－SeSDHA㈹3）．　We　w皿constIuct　a　CS－TR2－

FA（2ん）3（CS－TR2－DFA（2た）3）M’to　simulate　M．　M’acts　as　fbUows：

　　1．M’simulates　the　moves　of　the　reading　head　of．M　and　aU　the　left　oHight　moves　of　counting

　　　　heads　ofルf　by　usi皿g　its（ん十1）五nite　automata．

　　2．五f’simulates　a皿the　down　moves　of　counting　heads　of．M　by　ma】dng　the　right　moves　of

　　　　input　heads　of　it80ther（ん一1）五nite　automata．

　　3．Duling　the　simulatio皿，　if　M　moves　its　reading　head　down，　then　M’must　make　an　the

　　　　input　heads　of五nite　automata　of　M’m6ve　dow皿so　that　an　the　automata　ofルf’can　keep

　　　　theil　input　heads　on　the　same　Iow　and　can　communicate　with　each　other　in　thahow．

　It　is　easy　to　see　that　M’can　simulate　M．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　Lemma　4．3．　FOnnyん≧1，

　（1）∫【CS－TR2－FA（ん）3】⊆∫［TR2－SeSHA（た2＋ん）5】，

　（2）∫［CS－TR2－DFA（ん）5】⊆∫［TR2－SeSDHA（ん2＋た）3】，

（3）∫［cs－TR2－FA（鳶）51⊆∫［TR2－cM（2鳶一1）3－Time（m鳶＋1）1，

（4）∫［CS－TR2－DFA（た）5］⊆∫［TR2－DCM（2た一1）5－Time（mた＋1）】．

　Proof：　（1），（2）：Let　M＝（、41，、42，…　，、4鳶）be　a　CS－TR2－FA（ん）3（CS－TR2－DFA（鳶）3）．　W6

win　construct　a　TR2－SeSHA（ん2十ん）3（TR2－SeSDHA（ん2十た）5）M’to　simulate　M．1｝et　T　denote

the　Ieading　head　of　M’，　andん1，ん2，・・。，ん鳶2＋為＿1　denote　theた2十ん一1counting　heads　of　M’．

五f’acts　as　fbUows：

　　1．In　its　finite　contro1ルf’keeps　tnck　of　what　states．41，ノ12，…　，ノ1たare　in　when　leaving　the

　　　　Iow　of　i皿put　tape　scanned　l）y　M’．
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　　2．Fol　each　Iow　of　the　input　tape：

　　　　　（a）M’8imulates　the　left　oHight　moves　of　input　heads　of減1，孟2，…，．4k　by　using　r　a皿d

　　　　　　　　　ん1，ん2，…，んた．

　　　　　（b）M’stores　in　its　finite　contlol　the　internaユstate　of　each／1｛when／1‘1eaves　the　row，

　　　　　　　　　and　the　order＜（∫1，dl2，…　，（叛＞in　which、41，．42，…　，、4たIeave　the　Iow　subsequently

　　　　　　　　　（i．e．，ん1貧lstly　leaves　the　Iow，ん2　secondly　leaves　the　Iow，　and　so　on）．2　Moreovel，

　　　　　　　　　1』f’keeps　the　horizontal　position　whele・4｛leave8　the　Iow，　by　usingん1，ん2，…　，娠．

　　　　　（c）FuIthermore，　fbr　each　l≦∫≦ん一1，　the　intelval　l）etween　the　times　at　which．44‘and

　　　　　　　　　ん、＋11・・v・th…wis　st・・ed　by　ac・unt・・with　O（　鳶十1m）・pace　b・und，　whi・h・an　b・

　　　　　　　　　Iea飯zed　by　usi皿g　otherた十1counting　heads　ofハf’，　where　m　is　the　number　of　Iows

　　　　　　　　　（or　columns）of　the　input　tape．　This　Iequiresん2－1cou皿ti皿g　heads（んゐ＋1，んん＋2，…，

　　　　　　　　　んμ＋た一1）int・t訓・

　　Note　that．M　works　in　O（　　た十1m）time（by五emma　4．1），　that　is，　if　an　input　tape　with　m　lows

（or　cohmns）is　accepted　l）y　1レf，　then　it　can　be　accepted　l）y　l餓f　within　O（m，た＋1）steps．　Thus，　it

iS　ea8y　tO　Veli乏y　that潮「’Can　SimUlate　ILf．

　　（3），（4）：We　leave　it　to　the　Ieader．（See　the　colresponding　proof　fbr　the　o皿e．dimensionaユ

・ne－wayα憾e．）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’ロ

　　It　was　shown　in［58】that

　（1）U1＜たく。。∫［TR2－SHA（ん）51

　　　　＝U1＜たく。。∫［TR2－SeSHA（た）5］

　　　　＝U1＜たく。。∫［TR2－CM（ん）5－Space（m）】and，

　（2）U1＜たく◎。∫［TR2－SDHA（ん）5】

　　　　＝U1＜たく。。∫【TR2－SeSDHA（鳶）5】

　　　　＝U1＜たく。。∫［TR2－DCM（た）3－Space（m）】．

　　21f．ん1，」4‘2，…，蓋‘9（1≦‘1〈‘2＜…〈‘r≦ん）1eave　the　row　8imultaneously，　we　refer　the　order　on　them　as

（8且，82，．°°，37》．
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Combining　this　result　with工emmas　4．2　and　4．3，

　Theorem　4．7．

we　have　the　fbUowing　theorem．

（1）U1＜たくo◎f［CS－TR2－FA（た）5］

　　　＝U1＜鳶く◎o∫［TR2－SHA（ん）3】

　　　＝U1＜たく。。∫【TR2－SeSHA（鳶）3】

　　　＝U1〈鳶く。。∫【TR2－CM（た）5－Space（m）】and，

（2）U1＜たく。。∫【CS－TR2－DFA（ん）5】

　　　＝U1＜鳶く。。∫【TR2。SDHA（ん）3］

　　　＝U1＜糞く◎o」9［TR2－SeSDHA（ん）3】

　　　＝U1＜たく。。∫［TR2－DCM（鳶）5。Space（m）】．

　　Along－standing　unsolved　problem　concelning　tw（》dimensional五nite－state　automata【261　is

whether　omot　a　tw（トdimensional五nite－state　automata　can　accept　the　set　of　connected　pattems，

wh・・e　a　patt・m・n　a　tap・3∈｛0，1｝（2）＋猷h・・et・仙ceU・・fτwhi・h　have　symb・11’・，　tw・

ceUs　of　a　pattem　are　adjacent　if　they　share　a　common　edge（not　just　a　common　vertex），　and

apattem　is　connected　if　and　only　if　any　two　ceUs　of　it　are　joined　l）y　a　string　of　adjacent　ceUs

on　it．　It　is　easily　seen　that　there　is　a　CS－2－DFA（2）（in　fact，　a　tw（トdimensionaユdetelministic

五nite。state　automaton　with　one　ma正ker［26D　which　can　accept　the　set　of　con皿ected　pattems．

On　the　other　hand，　we　have

　　Corqllary　4．3．　Fol　any鳶≧1，　CS。TR2－FA（ん），s　cahnot　accept　the　set　of　connected　patterns．

　　Proof：　It　is　show皿in［60】that　the　set　of　connected　patteIns　is　not　in　U1＜鳶く。。∫［TR2－

SeSHA（た）】．　Fmm　this　result　and　Theolem　4．7，　the　colollary　foUows．　　　　　　　　　　　　ロ

4．6 Closure　Properties

This　section　investigates　closule　properties　of　the　classes　of　languages　accepted　by　CS－TR2－

FA3（鳶），s　undel　severl皿two－dimensional　language　operations．
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We五Ist　examine　closuIe　pIope正ties　under　Boolean　opelations．　It　was　shown　in［611伽t

U1＜k。。∫［TR2。CM（海）3。Space（m）I　is　closed　u皿der　unio皿and　intersection，1）ut　not　u皿del　com－

plementation；U1＜たく。。∫［TR2－DCM（ん）5－Space（m）】is　closed　under　union，　intersection，　and

complementation．　From　this　fact　a皿d　Theorem　4．7，　we　get　the　foHowing　theolem．

　　Theorem　4．8（1）U1＜たく。。∫【CS－TR2－FA㈹31　is　closed　under　union　and　i皿telsectio皿，　but　not

undel　complementation，　and（2）U1＜たく。。　f［CS－TR2－DFA（た）5】is　closed　under　union，　intersec．

tion，　and　complementation．

　　Lemma　4．5　Fol　eachん≧1and　each　1≦‘≦鳶，　let　O（ん，‘）be　the　set　of　aU　squale　tapes

τ∈｛0，1｝（2）・u・hthat

（i）のhas　at　least　h・ws　and　c・lumns，

（●●n）there　are　eXaCtly鳶1，S　in　the　filSt　rOw，

（●●●111）there　is　exactly　one　l　in　in　the　second　row，　and　the　symbol（in　the　second　Iow）just　below

　　　　the‘－th　1（counting　from　left－to－right）in　the五正st　Iow　is　1，

（iv）aU　other　rows　conta1皿only　O．

Fbr　each鳶≧1，let　O（鳶）＝0（ん，1）Uσ（鳶，2）U…Uσ（痘，ん）．　Then，　fbl　eack鳶≧1，　each　1≦‘≦ん，

（1）0（鳶，り∈」8【CS－TR2－DEA（1）51，

（2）0（2た2）¢∠1［CS－TR2。DFA（た）5】．

　Proof　3　The　proof　of（1）is　obvio皿s，　and（2）fbllows　from工emma　4．3　a皿d　lemma　6．2（2）i皿

【621，whele　it　wa8　shown　that　O（2ん2）¢∫［TR2－DCM（2（鳶一1））3。Space（mん＋1）1．　　　　　　ロ

　Lemma　4．6　Fol　eachた≧1and　each　1≦i≦鳶，　let　T（た，りbe　the　set　of　aU　square　tapes

τ∈｛0，1｝（2）・u・hthat

（i）τhas　at　leastん10ws　and　columns，
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（ii）there　are　exactly鳶ユ，s　in　the飛rst　and　second　Iows，　and　the　syml）ol（in　the　second　row）

　　　　just　below　the‘－th　1（counting　from　left　to　right）in　the　filst　Iow　isユ，

（m）aU　othel　Iows　contain　only　O．

FDr　eachん≧1，1et　T（鳶）＝T（ん，1）∩T（た，2）∩…　∩T（ん，ん）．（Note　that　T（た）is　identicaユwith

the　set　T（た）described　i皿Section　4．3．）Then，｛br　eackん≧1，　each　1≦‘≦ん，

　（1）T（た，り∈∫［CS－TR2。DFA（1）5】，

　（2）T（た2十ん）¢∫【CS－TR2－EA（ん）51．

　　Proof：The　proof　is　obvious，　a皿d（2）fbUows　from　Theorem　4．5．　　　　　　　　　　　　ロ

　　Now　we　can　get　the　fbUowing　theolem．

　　T蝕eorem　4．9　Fbl　eachん≧1，（1）∫［CS－TR2－DFA（鳶）5】is　not　closed　under　union　and　in－

tersection，　and（2）∫［CS－TR2。FA（ん）5’】is　closed　under　union，1）ut皿ot　closed　undel　intersection

and　complementation．

　　Proof：　（1）fbUows　flom　Lemma84．5　and　4．6．　It　also　fbUows　from五emma　4．6　that∫【CS－

TR2－FA（ん）5】is　not　closed　undenntelsection，　while　closule　undel　union　fbl∫【CS－TR2－FA（ん）51

is　obviOUS．

　　五et　Tl　l）e　the　set　desclibed　i皿Theolem　4．1．　Consider　the　complement，1㌃，of婿．　Clearly，婿

is　in∫【CS－TR2－FA（1）『．　O皿the　othel　hand，1㌃is　not　in　U1＜k。。∫［CS－TR2－FA（ん）5】（8ee　tLe

proof　of　Theolem　4．1）．　This　completes　the　proof・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　We　next　investigate　closure　properties　undeHotation，　row　Ie毅ection，　Iow　and　column　cycHc

closules，　and　projection．

　　Definition．　If

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α11　　　°°°　　　α1π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ＝　　　…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αm1　’°’αmπ，
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th・mtati・nτR・fτi・given　by

　　　　αm1　°”　　α11

2＝　　　：　　°．　　　：
　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　●

　　　　αmπ　　゜°°　α1π，

the　row　IeflectionτR児ofτis　given　l）y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αm1　　°°°　αmπ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ＝＝　　　．　　　°．　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α11　　’°°　α1π，

aIow　cychc　shift　ofτis　any　tw（》－dimensional　tape　of　the　fbrm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α鳶十1，1　　°°°　αた十1，π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α7π1　　°°°　αmπ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α11　　　°°°　　α1η

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αた1　　　°’°　　α糞π，

fbr　some　1≦ん≦鵬，　and　a　colum皿cyclic　shift　ofτis　any　tw（トdimensional　tape　of　the｛brm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1，髭十1　　°”　　α1π　　α11　　°’°　　α1た

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ　＝　　　　　　・　　　　　　°・　　　　　．　　　　　　。　　　　°・　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αm，た十1　　°°°　αmπ　　αm1　　°’°　αm鳶，

for　some　l＜鳶くη．

　　Definition．　Let　T　l）e　a　set　of　tw（トdimensional　tapes．　Then

　　　・TR＝｛躍Riの∈T｝（・・tati・n・f　T），

　　　●TRR＝｛¢RRIτ∈T｝（row　reflection　of　T），

　　　●TRo＝｛ッly　is　a　Iow　cycHc　shift　of　someτ∈T｝（low　cyclic　closure　of　T，

　　　・T°°＝倒yis　a　c・lumn　cycHc　shift・f　s・meτ∈T｝（c・1皿mn　cychc　cl・・ure・f　T）．

　De侃nition．五etΣ1，Σ21）e　finite　sets　of　syml）01s．　A　plojection　is　a　mapPingア：Σ12）→Σ12）

which　is　obtained　by　exte皿di皿g　a　mapping　7：Σ1→Σ2　as　fb皿ows：ア（τ）＝〆if　and　only　if

　（i）　1た（τ）＝Z鳶（τ’）fbr　each　lヒ＝：1，2，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－78一



（■■n）7（τ（‘，ゴ））＝コ障’（‘，ゴ）fb・eacM≦ゼ≦～1（のand　eacM≦ゴ≦～2（τ）．

IfT∈Σ（2），　w・1・tア（T）＝｛デ（τ）1τ∈T｝．

　Theorem　4．10（1）Fol　eachん≧1，　neither∫【cs。TR2－FA（ん）51　noτ∫【cs－TR2－DFA（鳶）5】is

closed　undeHotation．（2）Neither　U1〈たく。。∫［CS－TR2－FA（ん）31　nol　U1＜たく。。　f［CS－TR2－DFA（た）5】

is　closed　under　rotation．

Pm・f・五・t乃＝｛τ∈｛0，1｝（2）1ヨm≧2［11（τ）＝」2（τ）＆τ［（1，ユ），（m，1）】＝¢［（1，2），（瓶，2）1】｝．

Cleally，7b　is　in∫【CS。TR2－DFA（鳶）5】．　On　the　other　ha、nd，7望＝乃，which　is　described　in　The。

orem　4．1，is　not　in　U1＜たく。。∫【CS。TR2。FA（鳶）3］（see　the　proof　of　Theolem　4．1）．　This　completes

the　p：oof．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

1・t乃b・th・・et・仙・qua・e　tapesτ∈｛0，1｝（2）such　that

（i）∫h圏m（≧2）・・ws　and　c・1umn8，

（●ou）the：e　is　exactly　one　l　in　the　filst　low，

（●●●m）there　is　aゴ，1≦ゴ≦m，　such　thatτ（1，ゴ）＝¢（m，ゴ）＝1．

r・囑b・th・・et・仙・qua・e　tapesτ∈｛0，1｝（2）・u・h　that

（i）τha8　m（≧2）r・ws　and　c・hmns，

（●ou）thele　is　exactly　one　l　in　tlle　la8t　row，

（●o●m）thele　is　aゴ，1≦ゴ≦m，　such　thatτ（1，1）＝z（m，1）＝1．

1・囑b・th・・et・拙・qua・e　tap・・τ∈｛0，1｝（2）・u・h　that

（i）τha8　m（≧2）Iows　and　columns，

（●●n）thele　is　exactly　one　l　in　the冠rst　Iow，

（iii）　thele　is　aゴ，1≦ゴ≦m，　such　that　τ（1，ゴ）＝τ（2，ゴ）：＝1．

r・叫b・th・・et・仙・qu・・e　tapesτ∈｛0，1，2｝（2）・u・h　that
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（i）コδhas　m（≧2）・・ws　and　c・lum皿s，

　（●■u）there　is　exactly　one　l　in　the　first　row，

（o●●m）th・・e　i・aゴ，1≦ゴ≦m，・u・h　th・t¢（1，ゴ）＝の（m，ゴ）＝2，　and沁・eacn≦ぎ≦祝，‘≠ゴ，

　　　　τ（1，り≠2a皿dτ（m，‘）＝0．

　　It　was　shown　in【61】that　1』，婿，7も，雪∈∠’【CS－TR2－DFA（1）5】，　and甥R＝穿o＝万（箸），曙o

¢U1＜k。。∫【TR2。DcM（鳶）5－space（m）】，　whele万is　the　projection　obtained　by　extending　the

mappingん：｛0，1，2｝→｛0，1｝withん（0）＝0，ん（1）＝landん（2）・＝1．　Flom　this　fact　and

Theorem　4．7，　we　get　the｛bllowing　theorem．

　　Theorem　4．11（1）Fol　each鳶≧1，∫［CS。TR2－DFA（鳶）3】is　not　closed　undel　Iow　re丑ection，

Iow　and　column　cychc　closule，　or　projection．（2）U1〈k。。∫［CS－TR2－DFA（ん）3】is　not　closed

undeHow　Ie皿ection，　Iow　and　column　cychc　closules，　or　plojection，　eithel．

　　Theorem　4．12　For　eachん≧1，∫【CS－TR2－FA㈹5］is　closed　undeHow　Ie丑ection，　but　not

closed　undel　colu．mn　cychc　closure．

　　Proof：　Closule　under　row　reflection　can　l）e　obtained　l）y　extending　the　conesponding　results

（i．e．，　closule　undeHeversa1）of　the　one－dimensional　on←way　case　to　the　tw（トdimensional　case，

whose　proof　is　left　fbl　the　Ieadel．

　　We　now　prove　nonclos皿Ie　under　colum皿cyc五c　closure．　For　eackπ≧1，　let　T’（π）be　the　set

・観・qua・e　tapesτ∈｛0，1｝（2）・皿・h　th・t

（i）¢h認m（≧3）・・ws　and　c・lumns，

（i）there　are　exactly（π十1）1，s　in　the　filst正ow，

（●●・1皿）τ（1，1）＝1，

（iv）the　second　Iow　is　equal　to　the　filst，

（v）an　othel　rows　contain　only　O，s．
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Clearly，　fbl　eachた≧1，　T’（2v（ん）十1）is　in∫［CS－TR2。FA（鳶）5】，　wheleハr（ん）is　defined　in　the

P…f・fTh…em　4．6．　On　th・・th・・hand，　T’（2v（ん）＋1）°°＝T（N（ん）＋1）μ【CS－TR2－FA（た）3】

（see　the　ploof　of　Theorem　4．6）．　This　completes　the　ploof．　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

The・・em　4．13　U、〈たく。。∫【CS－TR2－NFA（硝is　cl・sed　und・H・w・e∬ecti・n，・・w　and・・lumn

CyCliC　C10SUreS．

　　Proof：　This　directly　follows丘om　Theolem　4．7　and　the　lesult（Theorem　6．6　in［59D　that

U1＜鳶く。。f［TR2。CM（ん）3－Space（切］i8　closed　underπow　reflection，　row　and　column　cychc　cl（ト

sures．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　The　closure　Iesults　obtained　al）ove　ale　summalized　i皿Table　4．1，　where∫（FA3）2＝∫【CS－

TR2－DFA（ん）3】，∫（FA5）£1＝∫［CS。TR2－FA（ん）31，∫（FA3）£＝U1＜鳶く。。　f［CS－TR2－DFA（た）3］，

∫（FA5）諾＝U1＜k。。∫［CS。TR2－FA（鳶）51，“vρ，　means　that　the　class　is　closed，“x，，　means　that

the　class　is　not　closed，　and“？”means　that　the　closule　property　is　not　know皿．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・b1・4．1．　C1・・u叩・P・・ti㏄・f　CS－TR2一畷ん）3・・

complementation

・／（鳶＝1）

？（た≧2） X
・／

X
　　●
unlon X 》 》 4
intelsectio皿 X X 》 〉！

rotation X X X X
rOW　Ieflection × 》 X

〉！

Iow　cychc
closure ×

x（ん＝1）？（た≧2）

X 》

column　cyclic

closure X X ×
〉ノ

projection X
？

X
〉！

9

4．7　Concluding　Remarks

We　have　investigated　some　pIopeIties　of　coopeIati皿g　systems　of　tw（》dimensional価te－state

automata　whose　input　tapes　ale　restricted　to　sq廿are　ones，　and　exhibited　some　featules　that

sharply　contIast　them丘om　on（トdimensional　la皿guages．　We　conclude　this　chapter　by　givi皿g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－81一



sevelal　open　ploblems．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　（1）∫［CS－2－FA（鳶）51宰∫【CS－2－FA（ん十1）51　foI　eachた≧2？

（2）∫【CS・2・D撚（た）5埣∫【CS－2－D肱（ん＋1）5】血・ea・h鳶≧2？

　（3）Is∫［cs－TR2－DFA（ん）51　closed　undel　complementation　fbr　eachん≧2？（It　was　shown　in

　　　　　［62】that∫［CS－TR2－DEA（た）1　is　closed　undel　complementation．）

（4）1・∫【CS－↑R2一猟㈹5】・1・・ed　und・H・w・y・hc　c1・・u・e角・ea・hた≧2？（lt　w麗・h・wn　in

　　　　　［63】that∫［CS－TR2－FA（1）】is　not　closed皿ndeHow　cychc　clos皿Ie．）We　beheve　that　the

　　　　　answel　is　negative，　but　we　have　no　proof　at　plesent．

　（5）Is」9［CS－TR2－FA（鳶）5】closed　u皿del　projectio皿fbl　eachん≧1？
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CHAPTER　5

Cooperating　Systems　of　Counter　Machines

In　the　previous　chaptels　we　studied　in　detail　cooperating　systems　of五nite－state　automata　as

language　acceptols．　It　is　suggested　that　this　simple　model　fol　paraUel　computations　seems

to　give　us　a　newer　hierarchy　of　languages　tha皿othel　types　of　automata，　and　to　l）e　useful　in

connection　with　computational　complexity　classes．　All　questions　about　coopelating　systems　of

丘nite．state　automata　may　also　be　asked　f6r　coopelati皿g　systems　of　other　type　of　automata．　In

this　chaptel，　we　intloduce　such　a　new　type　of　device，　caned　the“cooperatin琴system　of　counter

machines，，（CS－CM），　and　investigate　some　of　its　propeIties．　We　mainly　concentrate　on　the

one－way　case・

5．1 Definitions　and　Notation

Informany，　a　coopelating　system　ofたcounter　machines　consists　ofた（one－）counter　machines

CM1，　CM2，…，　CM鳶，　a皿d　a　read－only　input　tape　whele　these　countel　machines　independe皿tly

work　step　by　step．　Each　step　is　assumed　to　Iequire　exactly　one　time　fbl　its　completio皿．　Those

counter　machi皿es　whose　input　heads　scan　the　same　ceU　of　the　input　tape　can　communicate　with

each　other，　that　is，　every　counter　machine　is　allowed　to　know　the　intemal　states　and　the　signs

（positive　or　zelo）of　counters　of　other　counter　machines　on　the　cell　it　is　scanning　at　the　moment．

The　input　tape　holds　a　stling　of　input　symbols　dehmited　by　left　and　right　endmarkers．　The

system　stalts　with　each　CM‘on　the　left　endmarker　in　its　initial　state　with　the　cou皿tel　empty，

and　accepts　the　input　tape　if　each　CM‘enters　an　accepting　state　and　halts　with　the　counteI
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empty　when　Ieading　the　Iight　endmarker．（Note　that　we　let　CS－CM，s　accept　by五皿al　states

and　empty　countel8　in　this　thesis．　We　conjecture　that　acceptance　by五皿al　states　and　empty

counters　is　equivalent　to　acceptance　by血nal　states　alone　except　in　the　Iealtime　f6r　CS－CM，s．）

　　　　　Formally，＿（CS－CM（ん））is　denoted　by

M＝（CM1，CM2，…，CM鳶）．

Fbl　each　1≦f≦ん，　CM‘is　a　counteギmachine　de五ned　by　a　9。tuple（Σ，9‘，X‘，δ‘，905，Fl，グ，＄，φ），

wheleΣ，ρ‘，90」，1弓，〆，＄，φ11ave　the　same　meanings　a8　in　the　de翁nition　of　coopelating　system

of五nite－state　automata，　and

一 X‘＝（Q1×｛0，1｝U｛φ｝）x…　x（g‘＿1×｛0，1｝U｛φ｝）x（Q‘＋1　x｛0，1｝U｛φ｝）×…　x（Q鳶x

　｛0，1｝U｛φ｝），

一
δ‘is　the　tlansition　function　mapping（ΣU｛4，＄｝）xX‘x（1‘x｛0，1｝to　2Qix｛L・H・R｝x｛－1・o’＋1｝．

　　　　　An　input　to．M　is　any　8tring　of　the　folm　4¢＄wheleτis　a　string　inΣ｝串．　A　single　move　of

Mis　desclibed　as　fb皿ows：ret　machines　CM1，　CM2，…，　CMたbe　in　states　g1，　g2，…，　gκwitll

counter，s　signs　c1，　c2，…，　c鳶，　and　scanning　symbolsα1，α2，…，α鳶（note　thatα‘may　equa140r

＄）at　time君，　Iespectivel弘Ifδ‘（α‘，（9i，…，91＿1，91＋1，…，9D，9‘，c‘）＝の，　then　CM‘has　no耳ext

move（i．e．，　CM‘halts）．　If（p‘，d‘，％‘）is　inδ‘（α‘，（gi，…，gl＿1，gl＋1，…，gD，g‘，c‘），　then　CM‘may

entel　state　p‘，　move　its　input　head　i皿the　direction　d‘（where　4‘＝、L，∬，　oL配indicates　the　head

is　to　move　one　cell　to　the　left，　Iemai皿stationaly，　ol　move　one　ceU　to　the　right，　Iespectively）

and　declease　the　countel　by　l　if％‘＝－1，　i皿clea8e　the　countel　by　l　if　u‘＝十10r　not　change

the　c・unte・if　uドOat　the　next　time　f＋1・He・e　f・・eachゴ∈｛1，・・㍉‘　1，f＋1ジ・㍉ん｝，

　　　　　　gl｛（9ゴ，cゴφ）∈卿1｝謙illlCMゴa「e°nthesamece1’attimeち

The　inpllt　4¢＄is　accepted　by、配f　if　thele　is　a　sequence　of　moves　that　leads　every　CM‘to　an

accepting　state　with　tlLe　countel　empty　when　scanning　the　Iight　e皿dmalker＄．　We　assume　that

no　CM‘can　fa皿off　either　end　of　the　input．
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　　　　　If血・n・（α‘，（gi，…，9‘－1，gl＋、，…，9D，9‘，C‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘）in　th・d・画n・fδ‘d…δ‘（・‘，（91，…，91－1，

gl＋1，…，gん），g‘，c‘）co皿tain　an　element　of　the　form（p‘，五，u葦），　then　M　is　sajd　to　lbe　one－way．

　　　　　Ifδ‘（α‘，（9i，…，91－、，91＋1，…，9D，9‘，c‘）never　c・ntains　m・re　than・ne　el・ment，　then　M

is　deterministic．

　　　　　1et五（π）be　a　function　fromノ¢to人ズ，　whereノゾis　the　set　of　natulal　numbels．　M　is　said

to　be　Z（η）－time　bounded　if　fbr　each　inputωaccepted　by五f，　there　is　a　computation　of五f　on

ωwhich　accepts　in　at　most五（1ωD　steps．　M　is　said　to　be工（π）－space　bounded　if　fbl　each　input

ωaccepted　by　M，　there　is　a　computation　of　M　onωin　which　each　countel　requires　space　not

exceeding　1｝（1ω1）．

　　　　　We　denote　a　on←way　CS－CM（ん），　deterministic　CS－CM（ん）and　one－way　deterministic

CS－CM（ん）1）y　CS。1CM（た），　CS－DCM（た）and　CS－1DCM（た），　respectively，　and　fbr　each　M∈｛CS－

CM（た），　CS－DCM（ん），　CS－1CM（た），　CS－1DCM（鳶）｝，if　M　is五（η）－time（sl）ace）1）ounded，　we　denote

it　by　M［Time（五（π））1（M［space（刀（π））D．　Moreover，　let

・∫［M［Tim・（P・ly）11＝U、≦。，、＜。。∫［M［Tim・（・π5）】］，

●∫［M［Space（poly）】1＝U1≦c，3＜。。　f［M［Space（cη5）］】．

5．2 Relationship　between　Cooperating　Systems　of
Machines　and　Multicounter　Machines

Counter

It　is　weU－known　that　without　time　ol　space　hmitations，　IDCM（2），s　have　the　same　accepting

powel　as　Turing　machines［21．　Cleally，　CS－1DCM（2），s　can　simulate　IDCM（2），s．　Thus，　CS－

1DCM（2），s（without　time　or　space　Hmitations）ale　equivalent　to　Tuling　machines　in　accepting

power．　In　this　chaptel，　we　show　some　relationships　between　cooperating　systems　of　counter

machines　and　multicounter　machines　regalding　the　polynomial　time（space）complexity．

　　　　　The　folowing　theorem　is　stlaightfbrwald．

　　　　　Theorem　5．1．　Fol　eachん≧1，CS－CM（鳶），s（respectively，　CS－DCM㈹，s，　CS－1CM（ん），s，
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CS－1DCM（ん），s）can　simulate　CM（ん），s（re8pectively，　DCM（ん），s，1CM（ん），s，　IDCM（ん），s）under

the　same　time（space）1）Qund．

　　　　　Flom　now　on，　fbr　each　integelん≧1，　by　Z（ん）we　denote　the　language　that　is　de五ned　as

fbUows：

　　　●L（1）＝｛OB　2081‘≧1｝，

　　　●1｝（た十1）＝｛081ω1031‘≧1＆ω∈1｝（ん）｝．

恥・th・・m・・e，1・t∬（ん）rα率L（ん）α寧・

　　　　　Lemma　5．1．　For　eachた≧1，

（1）∬（ん十1）¢∫【1CM（た）－Space（η）】，

（2）L’（2た一1）∈∫【CS－1DCM（た）［Time（2η）】1，

（3）∬（2ん一1）∈∫［CS－1DCM（ん）【Spa・r（2π）1】・

　　　　　Proof：　（1）fonows　from工emma　2．10f【48】．　Tb　prove（2）and（3），　we　constluct　a　CS。

1DCM（た）【Time（2皿）】M＝（ノ【1，．A2，…，、4鳶）which　acts　as　fbUows：Consider　the　case　when　an

input　word

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆αPOm：10m21…　10m2ム゜120m…ト11…　10m…10mlαq＄

is　plesented　to　M．（Input　word8　in　the　folm　difelent丘om　the　al）ove　can　ea£ny　be　rejected　by

五f．）

（i）F・・ea・h　1≦言≦た一1，五‘・weep・th・・ubw・・d　Om・ト・at・peed　1，　the　subw・・d　Om紘一・at

　　　　　speed　1／3，　and　the　othel　palts　at　speed　1／2．　Moleover，　when　it　Ieads　tlle　subwold　om‘，ノ転

　　　　　increases　its　counter　by　l　for　each　move；and　when　iheads　the　su『bwold　Oml，．A‘decreases

　　　　　its　countel　by　l　fol　each　move（unless　its　counter　is　empty）．

（ii）Whne　sweeping　t耳e　input　tapρat　the　same　speed　1／2，遼たincreases　its　counter　by　l　in

　　　　　every　move　when　Ieading　the　subwold　Om麦，and　decreases　its　countel　by　l　in　evely　move

　　　　　when　Ieadi皿g　the　subwold　OmL（unless　its　countel　is　empty）．
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（o・・m）Each　of．A1，．42，…，、4鳶can　enter　an　acceptlng　state　when　scanning　the　Iight　endmalkeI

　　　　if　and　only　if　fbl　each　1≦‘≦た一1，．4‘and．A鳶scan　the　same　cell　just　afteL4たsweeps

　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ
　　　　the　subword　Om2髭一i　and　for　each　l≦ゴ≦鳶，　the　contents　of　counter　of　Aゴ1）ecomes　empty

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　jllst　afteL4ゴsweeps　the　subwold　Omj．

　　　　　Note　that　for　eachユ≦‘≦ん一1，　m2鳶＿‘＝m飯＿‘if　and　only　if．4‘and．4たscan　the　same

ceU　just　after・4鳶sweeps　the　subword　Om…トi　a皿d　that　for　1≦ゴ≦た，　mゴ＝m5　if　and　only　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ
the　contents　of　counter．oL4ゴbecomes　empty　just　aftel！1ゴsweeps　the　subword　Om」・Thus　M

accepts　the　input　word¢with　time　bound　21τl　if　and　only　ifτ∈∬（％一ユ）．　Furthelmole，　it　is

obvious　that　M　accepts　1｝’（％－1）with　space　boundπ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　In　addition，　we　have　the　usuaユspeed－up　Iesults　conceming　multicountel　machines［49】as

fbUOWS．

　　　　　工e㎜a5．2．　For　eachた≧1and　any　c，5＞1，

　（1）∫［cM（ん）。Time（cπ）1（∫【DcM（鳶）－Time（cπ）D

　　　　＝f［cM（鳶）－Time（h皿eal）】（∫【DcM（ん）－Time（hnear）D，

　（2）∫［1CM（ん）－Time（cη）1（∫［1DCM（た）－Time（cπ）D

　　　　＝∫［1CM（た）－Time（1ineal）】（f【1DCM（た）－Time（1inear）D，

　（3）∫［CM（た）－Time（η3）】（．8［DCM（た）－Time（π5）D

　　　　＝」9［CM（た）－Time（cπ3）】（∫【DCM（た）－Time（cη5）D，

　（4）∫［lcM（ん）。Time（π5）1（∫［1DcM（た）－Time（π5）1）

　　　　＝∫［1CM（た）－Time（cη3）】（∫［1DCM（鳶）。Time（cπ5）D，

where」9［CM（た）－Time（1inea1）】＝U1＜c＜。。∫【CM（た）－Time（cπ）】1，and∫［DCM（鳶）－Time（1inear）］，∫【l

CM（ん）－Time（五neal）1，∫［IDCM（た）－Time（hneal）】have　similal　meanings．

　　　　　Flom　Theolem　5．1　and　L，emma85．1，5．2，　we　get　the　following　coloUaly．

　　　　　Corollary　5．1．　Fbr　eachん≧2，
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（1）

（2）

（3）

（4）

one－Way　mUltiCOUnter　maChine8　With　time（SpaCe）b

denote　the　minimum　numb

chines　with　time（space）bound　O（が）to　accept　L’（た）．　Fulthermole，　let

　　　　π、（ん）＝max｛mlゐ（而）＝ん｝，

　　　　万1（ん）＝max｛ml∫1（m）＝た｝，

　　　　ρ・㈹＝max｛ml9・（m）＝た｝，

　　　　1）1（た）＝max｛mlgl（m）＝た｝．

∫【1CM（た）－Time（1ineal）】享∫【CS4　CM（鳶）【Time（2η）1L

∫【1DCM（ん）－Time（linear）】～1∫［CS－1DCM（た）【Time（2η）】L

∫【1CM（ん）－Space（π）】～i∫［CS－1CM（た）【Space（π）1L

∫【1DCM（ん）－Space（π）】～i∫［CS－1DCM（た）【Space（η）】】．

For　each　3，た≧1，1et∫1（た）（κ（た））denote　the　minimum　number　of　countels　requiled　foπ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ound　O（η3）to　accept五’（ん），　and　g5（ん）（91（ん））

　　　　　　　　　　　　　　　　　el　of　counters　Ie醗uiled　fol　one－way　detelministic　muhicounter　ma一

　　　　　工e㎜a5．3．　For　eachん，3≧11

　（1）　1）5（た）≦ハr5（た）≦た3，　and

（2）1）1（た）≦Nl（た）≦た3．

　　　　　Proof　3　1t　fonows　from　the　definitions　that　D、（た）≦N5（た）and　Dl（ん）≦Nl（ん）fbr　each

た，8≧1．Below　we　only　estabhsh　by　a　contradiction　that　N二（た）≦ん8　fbr　eachた，5≧1，　si皿ce

N5（た）≦N二（た）．

　　　　　Suppose　that　there　exists　someユCM（ん）－Space（η5）．M　accepting∬（船十ユ）．　For　each

m≧1，let

　　　　　　　　　y（m）＝｛α303110豊21…109為・＋1203髭・＋1108為・1…10‘1α311≦‘1，｛2，…，‘た、＋・≦m＆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（フ十31十32十…　　十3」ヒ5十1）＝（ん5＋1）m｝．
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　　　　　Clearly，γ（m）⊆∬（た3＋1）and　IV（m）1＝m冷5＋1・With　eachω∈γ（m），　we　associate　one

五xed　accepting　computation，　c（ω），　ofルf　onωwhich　accepts　in　space　iω15．　Since　the　numbel　of

distinct　memory　coπガ9％丁面oπ30f．M　just　aftel　Ieading　the　symbol　2　duling　c（τ2のR）fol　words

τ2τR∈γ（m）cannot　exceed　O（mた5），1　it　foUows　that　fbr　largeπL，　thele　exist　two　different

wolds¢2τR，ツ2シR∈V（m）such　that　the　memoly　con負guration　of　M　just　after　Ieading　2

duling　c（τ2τR）is　the　same　as　that　of　M　afteHeading　the　symbol　2　during　c（シ2y丑）．　Clearly，

from　c（¢2τR）and　c（y2ッR），　we　can　construct　an　accepting　computation（in　space　lτ2yRl5）of　IM

onτ2ツR．　This　is　a　contradiction，　becauseτ2㌢R　is　not　in∬（た3十1）．　Thus　the　lemma　foUows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

（1）

（2）

（3）

（4）

Le㎜a　5．4．　For　eachん≧1and　any　3＞1，

五’（D3（た）十た一1）∈∫［CS－1DCM（た）［Time（η5）】1，

∬（．π、（た）十鳶一1）∈∫【cs－1cM（ん）【Time（η3）1】，

五’（Dl（ん）十ん一1）∈f【CS－1DCM（た）［Space（π5）］】．

五’（Nl（た）十た一1）∈∫［CS－1CM（ん）［Space（η5）］】，

　　　　　Proof：　It　is　obvious　that　the　results　are　tme　fbrた＝1．　Now　supPoseん≧2．　We

only　give　the　ploof　of（1），　since　the　proof30f（2），（3）and（4）are　just　the　same．1et　M　l）e

aユDCM㈹。Time（η3）that　accepts∬（P、㈹）．　We　construct　a　CS－1DCM（局M’flom五fjf’

acts　as　fbUows：Considel　the　case　when　an　input　word

　　　　　　　　　　〆・・…1…1・・D・（・）1・m11…10m・－12・m髭一q…10mi　1・も・㈹1…1・・1α・＄

　　　　　　　　　　　　　　　’．（lnput　wo正ds　in　the　fbrm　differe皿t　from　the　above　can　easHy　be　Iejected　byis　presented　to　2V

五f’．）

（a）When　Ieading　the　part　ofαPOπ11…10πD・（為）1，1匠’simulates　the　action　of　M　when　it　Ieads

　　　　　the　inputαPO町1…　10πD・（糞）2．

　　1Amemory　con行guration　of　M　is　an（ん十1）。tuple（g，cl，…，cの，　where　g　is　the　current　internal　state　of　M

and　c‘is　the　contents　of　the‘－th　counter　of　M　fbr　1≦i≦た，
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　（b）1皿the　same　way　as　i皿the　I）loof　of工emma　5．1，　M’checks　without　using　any　counter

　　　　whether　lm‘＝m：fbr　a皿1≦‘≦た一1・If　thi8　is　the　case，　then　goto（c），　otherwise　1匠

　　　　1〔麺ects　the　input。

（・）M’・・ntinu・・t・・imulat・th・a・ti・n・f　M　wh・n・eading　th・pa・t・f　Oも・（・）1…10・iα・．

　（d）Each　machine　of　M’entels　an　accepting　state（with　counter　empty）if　a皿d　only　if五f

　　　　fina皿y　entelS　an　aCCepting　8tate．

　　　　　It　w皿be　obvious　that　M’accepts　L’（2V、（た）十ん一1）within　n5　steps．　　　　　　　　　　ロ

　　　　　From　Theolem　5．1　and　L，emma　5．4，　we　get　the　fbllowing　coloUaly．

　　　　　Corollary　5．2．　Fbr　each　8＞1and　eachん≧2，

（1）∫【1CM（た）－Time（η5）】享∫【CS－1CM（た）【Time（η3）IL

（2）∫【1DCM（た）－Time（π5）】宰∫【CS－1DCM（た）［Time（n5）】】，

（3）∫【1CM（ん）－Space（π5）】～i∫［CS－1CM（た）【Space（パ）】L

（4）f【IDCM（ん）－Space（π3）埣∫【CS。1DCM（ん）［Space（η」）1】．

　　　　　The・rem　5．2．　Fol　each　c，3≧1and　eachん≧2，

（1）∫【CS－1CM（ん）【Time（cη）】】⊆∫【1CM（2た一1）－Time（Eneal）1，

（2）f【CS。1CM（た）［Time（cη5＋1）】】⊆∫【1CM（2ん一1）－Time（η5＋1）1，　　　　　　　　　　囑

　（3）∫【CS－1CM（た）【Space（η‘）1】⊆∫【1CM（2た一1）－Space（η（ゐ葡1）・＋1）｝，

（4）∫［cs－cM（た）【space（η3）1】⊆∫［cM（2ん）－space（ηつ1．

The　conesponding　result　also　holds　i皿the　deterministic　case．

　　　　　Proof：工et五f＝（0ハf1，0五f2，…，0照）be　an　albitIary　CS－1CM（た）．　We　constIuct　a

lCM（2た一1）．M’from　l薩f．　M’acts　as　foUows：
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（1）　M’stores　in　its五皿ite　contlol　aユl　the盒nite　controls　of　C7レ∬1，0M2，…　，07匠鳶．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冒

（2）F・reach　ceU・f　the　input　tape：

　　　　　（a）M’stores　i皿its　finite　contlol　the　internal　state　of　each　OM‘（1≦ピ≦た）when　OM‘

　　　　　　　　　leaves　the　ceU　and　the　older〈41，d2，…　，（Z鳶＞in　which　Oルf1，0M2，…　，0ルfたleave　the

　　　　　　　　　ceU　sul）sequently（i．e．，σ2鴫1五lstly　leaves　the　ce11，0M（12　seco皿dly　leaves　the　cell，　and

　　　　　　　　　so　on），2　and　the　contents　of　the　counter　of　OM‘is　stored　by　its‘－th　counter．

　　　　　（b）Fulthermore，　for　eachゴ（1≦‘≦た一1），　the　intervaユbetween　the　times　at　which　OMd‘

　　　　　　　　　and　OM4‘＋11eave　the　ceU　is　stored　by　the（た十り一th　counter　of　M’．　This　ca皿be　done

　　　　　　　　　as　fbUows：M’adds　to　the（ん十り一th　counter　the　di脱lence　between　the　numbels　of

　　　　　　　　　the　steps　fbl　whichα匠4‘＋1　and　O轟‘stay　at　the　ceU．

　　　　　Ifルf　operates　with　time　bound∫（η），　then　it　is　easy　to　verify　that　M’can　simulate　1レf　in

at　mostた・∫（η）time．　From　this　fact　and　remma　5．2，（1）and（2）fbUow．

　　　　　D肛ing　the　accepting　computation　of　M，　if　the　contents　of　its　each　cou皿ter　does　not

exceedη5，　then　it　is　easily　seen　that　for　each　ceU　of　the　input　tape，　the　interval　between　the

times　at　whi・h鱗、　and　OMd、＋11・ave　the　cel　i・0（η（鳶一1）5＋1）．　F・・m　thi・・bse・vati・n　it血ll・w・

that　one　ca皿makeルf’simulate　l張f　with　space　l）oundη（ゐ噌1）5＋1．　Thus，（3）holds．

　　　　　Tlle　proof　of（4）is　ol）vious，　and　omitted　here．　Note　that　fbr　the　detelministic　case，　we

can　give　the　proof　of　coHesponding　Iesult　in　the　same　way．　This　completes　the　proof　of　the

theOlem．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　The　Iesult　of　Theolem　5．2（1）is“optima1，，　in．　the　foUowing　sense．　That　is，　for　each

鳶≧2，f［CS－1DCM（た）［Time（2η）］】r6［1CM（2た一2）－Time（linear）】≠の．　In　fact，　fbr　each鳶≧2，

L’（2た一1）∈∫［CS－1DCM（め【Time（2η）】】一∫［1CM（％－2）。Space（η）｝（1）y　remma　5」）・

　　　　　It　was　shown　i皿【49】that　multicountel　machi皿es　with　Hnear　space　bound　and　3－counteI

machines　with　polynomial　time　bound　are　as　powelful　as　multicounter　machines　with　polynomiaユ

　　21fσMi1，σM‘2，…，OM‘．（1≦‘1＜‘2＜…〈‘r≦た）1eave　the　cell　simultaneously，　we　refer　the　order　on

them　a8〈31，32，°°°，3r》・
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time　or　space　l）ound　in　an　the　cases（detelministic　and　nondetelministic，　one－way　and　two－way）．

From　this　fact　and　Theolems　5．1，5．2，　we　have　the　fonowing　corollary．

　　　　Corollary　5．3．

（1）∫【CS－1CM（3）【Time（poly）】】（∫［CS－1DCM（3）【Time（poly）】D

　　　　＝U1＜k。。∫【CS－1CM（た）【Space（π）】］（U1＜鳶く。。∫【CS－1DCM（ん）【Space（η）】D

　　　　＝U1＜k。。　f【CS－1CM（た）【Time（poly）】】（U1＜鳶く。。∫［CS－IDCM（た）【Time（poly）】D

　　　　＝U1≦たく。。∫［CS－1CM（ん）【Space（poly）】1（U1≦たく。。∫【CS－1DCM（ん）ISpace（poly）1D，　and

（2）∫【CS－CM（3）【Time（poly）】】（∫【CS－DCM（3）【Time（poly）】D

　　　　＝U・≦ゐく・・∫【CS－CM（ん）【Space（n）］】（U・≦産く・・f【CS－DCM（ん）［Space（η）】D

　　　　＝U1≦k。。∫【cs－cM（ん）【Time（poly）】】（U1≦k。。　f【cs－DcM（ん）【Time（poly）ID

　　　　＝U1＜k。。∫【CS－CM（た）【Space（poly）】】（U1＜鳶く。。∫【CS－DCM（ん）【Space（poly）】】）．

5．3 Hierarchies　Based　on　The　Number　of　Counter　Machines

In　this　section，　we　investigate　how　the　numbel　of　countel　machines　affects　the　accepting　Power

of　the　cooperating　system　of　countel　machine8　with　I）olynomiahime（space）bound．

5．3．1　0ne－way　Ca8e

Theorem　5．3．　Fol　each　c，8，た≧1，

　（1）∫【CS－1CM（ん）［Time（cη5）】】（∫【CS－1DCM（ん）【Time（cπ5）】D

　　　　撃∫【CS－1CM（た十1）【Time（cπ5）】1（∫【CS－1DCM（ん十1）【Time（cη5）1D，　and

　（2）∫［CS－1CM（ん）［Space（cη5）｝1（∫【CS－1DCM（た）［Space（cη5）】D

　　　　剥CS－1CM（た十1）【Space（・ηり1】（∫［CS－1pCM（ん＋1）【Space（・π5）】D

　　　　Proof：For　each　c，5，ん≧1，1et　pc，5（た）（pll、（た））denote　the　minimum　number　of　cou皿te正

machines　requiled　fol　cooperating　systems　of　one－way　multicounter　machi皿es　with　time（space）
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bound　cη5　to　accept∬（た），　and　gc，5（π）（gξ、（鳶））denρte　the　minimum　number　of　counter　machines

required　fbr　cooperating　systems　of　one－way　deterministic　multicounter　machines　with　time

（space）bound　cπ5　to　accept∬（た）．　Furthelmole，　let

　　　　αV。，、（た）＝m朕｛mレ。，、（m）＝た｝，

　　　　oπ∠，、（ん）＝m砥｛mlPを，、（m）＝鳶｝，

　　　　OD。，、（ん）＝m砥｛mig。，、（m）＝ん｝，

　　　　ODε，、（ん）＝max｛ml9乙，、（m）＝た｝・

　　　　　By　Theolem　5．2　and　Lemma　5．3，　f6r　each　c，3，鳶≧1，

　　　　αVc，3（た）≦（2た一1）5，

　　　　σDc，5（ん）≦（2た一1）3，

　　　　ON乙、（ん）≦（2た一1）（（た一1）3十1），

　　　　ODε，、（1ヒ）≦（21ピー1）（（た一1）5十ユ）・

　　　　　Then，　we　ca皿easUy　prove　that

　（1）五’（o冗c，5（た）十1）∈∫［cS－1cM（ん十1）【Time（cπ5）】1，

（2）五’（σDc，5（た）十1）∈∫［CS－1DCM（た十1）［Time（cη3）1】，

（3）五’（OW乙、（た）＋1）∈∫［CS－1CM（た＋1）［Space（・η5）】】，

（4）五’（σD二，、（た）＋1）∈∫［CS－1DCM（鳶＋1）［Space（・η‘）】1・

Fbl　example，1et　1匠be　a　CS－1CM（ん）［Time（cπ5）l　accepting∬（0冗c，5（た））．　We　consider　a　CS－

lCM（た十1）［Time（cπ3）】IM’which　acts　as　iblows：Suppose　that　an　input　wold

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αPO・MO・’αP’，
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wh・・eω∈｛08110821…1080”…（念）2・‘と”・1・ω1…1・弓1・‘l　lW（1≦ゴ≦・W。，、（ん））剛≧1Dand

P，P’≧0，9，9’≧1．（Input　wolds　i皿the　fbrm　dif驚lent丘om　the　above　can　l）e　easily　Iejected　by

M’．）M’simulates　the　action　oL翫f　onωby　using　itsたcounter　machines，　and　checks　by　using

tlle　Iemaining　counter　machine　whethel　g＝g’．　Each　machine　of　M’entels　an　accepting　state

（with　counter　empty）only　if　it　fi皿ds　out　that（1）Macceptsω（i．e．，ω∈Z（0ハ「c，。（ん）））and（2）

g＝g’．Noting　that　for　eachω∈双αVc、3（ん））and　eachω’＝αPO91ω109α〆∈∬（0跳，5（ん）十1），

1ω13十p十p’十2（g十1）≦1ω’i3．，It　wi皿be　obvious　that　M’accepts∬（αV≧，5（ん）十1）in　time　n5。

　　　　　Thus，　the　theolem　follows　from　the　above　de伽itions　and　facts。　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Remark．　The　Ieadel　might　have　noted　that　the　same　technique　is　used　in　Ckaptel　4

（Theorem　4．6）a皿d　Chapter　5（Theolem　5．3）for　ploving　sepantion　Iesults．　Its　idea　is　Iather

stlaightforwald：Given　any　cooperating　8ystem．A（た），　whele　hs　the　numbel　of　processols　in

tlle　system，　we　tly　to血nd　a　sequence　of　languages　Z（1），工（2），…such　that　there　is　a工（∫（ん）），

五（∫（た））∈∫【4（た十1）】一∫【、4（ん）】，where∫（ん）depends　only　onん，　and　is　bounded．　Note　that　it

su侃ces　to　plove　only　the　existence　of∫（た）fbl　oul　pu叩ose．　This　is，　in　ge皿elal，　much　sim戸leI

than　to　detelmine　the　value　of∫（た）．　In　palticulal，　it　is　effective｛bl　the　one－way（or　thIee－way）

case．　Cleally，　this　technique　can訓so　be　apphed　to　other　types　of　automata．

5．3．2　Two－way　Case

In【21】，Mo皿ien　sh．owed，　by　using　a　tlansfblmational　method，　that　f6r　languages　ovel　a　one－letteI

alphabet，　two－way（ん十1）－head　fi皿ite　automata　are　more　powelful　than　two－wayん一head血nite

automata　for　eachん≧1．　In【441，　Wang，　Inoue　and　Takanami　showed，　by　calefuUy　extending

the　ideas　of　Monien【21】，　that　for　languages　ovel　a　one－letter　alphabet，　two。way　sensing（ん十1）－

head五nite　automata　are　mole　powerful　than　two－way　sensingκ一head五nite　automata　for　each

た≧3．In　this　subsection，　we　give　a皿anaiogous　Iesult　for　the　cooperating　system　of（two－way）

multicou皿ter　machines　with　8pace　boundη，　by　using　a　similar　method．

　　　　　1et∫Σ［CS－CM（た）【Space（π）刀（∫Σ［CS－DCM（た）［Space（η）ID　denote　the　class　of　languages

over　the　aユphabetΣaccepted　by　CS－CM（ん）［Space（π）】，s（CS－DCM（ん）［Space（π）ps），　for　each
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た≧1．Let　SPACEΣ（∫（η））（DSPACEΣ（∫（π）））de耳ote　the　class　of　languages　ovel　the　alphal）et

Σaccepted　by　nondetelministic（deterministic）Turing　machines　with　space　bound∫（η）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　In　the　following　we　only　considel　languages　1⊆｛02「η≧1｝．1et∫［CS。CM（た）［Space（η）】】

（∫［CS－DCM（た）［Space（η）】D　be　the　clas50f　al　languages五such　that

　　　　　　　　　　　ゐ∈∫｛o｝［CS－CM（ん）［Space（π）］］（Z∈∫｛o｝［CS－DCM（た）［Space（η）1D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
and五⊆｛02「π≧1｝．　ret　SPACE（logπ）（DSPACE（logπ））1）e　the　class　of　aU　languages　1｝such

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z∈SPACE｛o｝（logπ）（Z∈DSPACE｛o｝（logπ））

and　Z⊆｛02「η≧1｝．

　　　　　For　each」乙⊆｛02「η≧1｝andゴ≧1，　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃（Z）＝｛02”「π≧1＆02廊∈Z｝．

　　　　　In　a皿the　ploofS　i皿this　sul）section　there　is　no　di価re皿ce　at　all　l）etween　the　deteτministic

and　the　nondetelministic　cases．　Therefore　we　wi皿always　consider　only　the　detelministic　case．

　　　　　Le㎜a　5．5。　For　eachん≧1，

　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（1）∫［CS－CM（た）［Space（π）】1～ISPACE（logπ），　and

　　　　ハプ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　（2）∫［CS－DCM（た）［Space（π）】】享DSPACE（logη）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　Proof：　It　was　shown　in［211（Lemma　1）that　f61　a皿た≧1，∫［HA（た）】享sPAcE（logπ）

　　　　のげ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のク　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ

and　f［DHA（た）1～IDSPACE（logη），　where∠i［HA（た）］（∫［DHA（鳶）D　is　the　class　of　aユl　languages

刀such　that　L⊆｛02「π≧1｝and　Z∈∫［HA（鳶）］（五∈∫［DHA（た）D．　On　the　other　hand，　one

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

can　easily　show　that　fbr　eachた≧1，∫［CS－CM（ん）［Space（π）】】⊆∫［HA（2た＋1）】and　f［CS一

　　　　　　　　　　　　　　　　　りDcM（鳶）［space（π）】1⊆∫【DHA（2ん＋1）］・From　those　facts，　the　lemma　fbuows・　　　　　　　ロ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ

　　　　　エe㎜a5．6．　For　each　Z∈SPACE（logη）（DSPACE（logη）），　there　eぬsts　an　integerゴ≧1

such　that乃・（L）∈∫［cs－cM（2）［space（η）1】（∫［cs－DcM（2）【space（η）】D．
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　　　　　Proof：　The　ploof　is　vely　simnal　to　that　of　Lemma　2　in【21】．　ret五be　any　language

　　　　　　in　DSPACE（logπ），　andルf　be　a　detelministic　Tuling　machine　accepting　15　within　space　bound

log　n．　Let　M’be　the　fbHowi皿g　modi五catio皿of．M：

　　　　　（1）M’wlites　bi（η）on　its　wolking　tape，　wheleηis　the　length　of　inl）ut　tape　and　bi：the

set　of　natulal　numbers，亙→｛0，1｝申，　be　the　bijective　mapping　de五ned　by：bi（η）＝り⇔1｛ρis

the　binaπy　notation　ofπ．

　　　　　（2）Duling　the　rest　of　the　computation　M’nevel　use8　its　input　tape　again．　M’simulates

Mand　duling　this　simulation　it8　wolldng　tape　is　divided　into　3　tlacks．　On　the　61sUlack五f’

stores　bi（η），　o皿the　second　tlack　the　position　of　the　input　head　of　2匠in　binaly　notation　and　on

the　thild　tlack　the　inscliption　of　the　wolhape　ofルr．

　　　　　Fulthermore　we　can　define五f’in　such　a　way　that　it　llas　only　two　worktape　sylnbols．

Thele　exists　80meゴ≧1shch　that　M’uses　f61　evely　computation　at　mostゴ・log2　n　ceUs　on　its

wOlktape．

　　　　　We　now　de翁ne　a　deteImini8tic　CS－DCM（2）五f”accepting男（Z）．ゐf”貫Ist　te8ts　whetheI

the　input　tape　is　of　the　fblm　O2」’鴨 ，η≧1，　using　its　two　counters．　If　this　is　the　case，止en　M”

simulates　the　action　of　1匠’on　the　input　tape　O2鴎．　The　wolking　tape　of　M’is　divided　l）y　tlle　head

position　into　two　palts　a8　desclibed　in　Fig．5．1，　and　M”stoles　this　during　the　simulation　on　its

input　tal）e　by　llsing　the　input　heads　of　its　two　cou皿ter　machilles（OMI　and　OM2）a£desclibed

in　Fig．5．2（with　the　countels　empty）・

　　　　　　　　　　　　↑（wOlking　head）

Fig。5．1．　The　working　tape　of　M’．

　　　　　In　older　to　simu．late　one　step　of　M”，σM1（σM2）ha8　to　divide　or　multiply　the　number

un＠R）（u皿（の）1）y　two，　and　has　to　add十10エー1　to　the　numbel　un＠R）（un（u））（where“un”is
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　　　　　　鱈π（ッR） 　　　　　鵬（u）

4［：＝＝＝＝［＝＝工：：：＝：コ＄
　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　↑（OM1）　↑（αV2）　　23’”

　　　　　　　　　Fig．5．2．　The　input　tape　of　M”，　where　un：｛0，1｝’→《／is　the　inverse　mapPing　of　bi．

the　inverse　mapping　of“bi，，）．　Moreover，0財1　and　O脇have　to　communicate　with　each　other．

All　of　this　can　be　easily　done　with　the　help　of　their　empty　countels．

　　　　　In　ordel　to　initiahze　this　simulation，．M”sets　the　positio皿of　the　input　head　of　O五fl　to

un（bi（2π）R）…（肥）＝2”and　th・n　m・v・・th・input　h・ad・f　OM・t・th・・ight・ndma・k・・

　　　　　　　　　　　　　　　ル
＄．This　can　be　done　using　two　counters．

　　　　　It　i・cl・a・that　M〃accept・an　i・put　tap・02」’廊if　and・nly　if　M’accept・02”．　　ロ

Lemma　5．7．　For　each　Z⊆｛02鵬1η≧1｝and　fbrゴ，た≧1：

　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

乃（五）∈∫【CS－CM（た）［Space（η）n（∫【CS－DCM（ん）［Space（η）】D

　　　　　　ね　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ

⇒五∈∫［CS－CM（ゴた十1）［Space（π）】】¢［CS－DCM（ゴ鳶十1）［Space（π）】D．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ね
　　　　　Proof：　It　was　shown　in［441（工emma　3．3）that鱈（刀）∈∫［seHA（ん）1（∫【seDHA（た）D

　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

⇒L∈∫［SeHA（ゴん）1（∫［SeDHA（ゴん）D，　whele∫【SeHA（た）］（∫［SeDHA（た）】）is　tlle　class　of　a丑

languages五suφthat」5⊆｛02「π≧1｝and五∈∫［seHA（ん）】（L∈∫【seDRA（た）】）．　on　the　otheI

hand，　one　ca皿eas丑y　show　that　fbl　eachん≧1，

　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　∫［cs－cM（鳶）【space（π）］1¢［cs－DcM（た）［space（π）】D⊆∫［seHA（2鳶）】（∫【seDHA（2た）D，

and

　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　∫［seHA（た）1（∫［seDHA（た）D⊆∫［cs－cM（た＋1）［space（π）11（∫［cs。DcM（鳶＋1）［space（η）1D・

Rom　those　facts，　the　lemma飴110ws．　　　　　　　　．　　　　　　　　ロ

Lemma　5．8．　For　each　Z⊆｛02”1π≧1｝and　fbrゴ＞3た，た≧1：

　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

1｝＋1（工）∈∫［CS－CM（た）［Space（π）】1（f［CS。DCM（ん）［Space（η）］D

　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

⇒乃（1）∈∫［cs－cM（た十1）［space（π）】1¢［cs－DcM（た十1）【space（π）］1）・

　　　　　Proof：五et　2胚＝（OM1，0M2，…，OMた）1）e　a　CS－DCM（鳶）【Space（η）】accepting　7ン＋1（Z）・
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We　wnl　constIuct　a　CS・DCM（ん十1）【Space（η）p匠’＝（OM｛，0賜，…，0畷＋1）accepting（弓・（L）．

　　　　　It　can　b・t・・t・d・a・ny（u・ing　2・・unt・・s）wh・th・・th・input　i・・f　tlleわ・m　O2」°廊拓・s・m・

π≧1．If　thi、　i、　the　c認・，　th・n　M’h認t・t・・t　wh・th・・0・（」＋1）”i・accept・d　by　M．　In・・d・・t・d・

so　2辺「’encodes　the　input　head　position，　hり，　of　each　O2レf》，　and　the　counter　contents，　cッ，　of　each

OMり，　where　fbl　each　1≦”≦ん，0≦んり，cり≦2（ゴ＋1）π十1，　by　the　input　head　position，褐，　of

OM6，　the　counter　contents，　cも，　of　OMる，　a皿d　two　additional　numbersσ2ッ，σ2ゐ＋η，　in　such　a　fblm

that　aways

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O≦ゐも，cも≦2，°”＋1，0≦σ2。，σ2ゐ＋。＜2％，

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん。＝hも＋σ2ゼ2フ゜η，c。＝cも＋σ2k＋ゼ2」’π．

　　　　　Note　thatんり＝2（ゴ十1）n十1ifゐも＝2ゴ゜π十1andσ2り＝2π一1，　and　that乃ッ＝hu　iff　eitheI

（h｛ρ＝んもandσ2り：＝σ2魅）ol（九も一ん急：＝土23°πandσ2．一σ2嚇＝干1）holds．

　　　　　M’uses　the　counter　of　OMる＋1　to　stole　the　2んnllmbersσ2，…，σ2紡σ2κ＋1，…　，σ3ゐi皿the

fbrm

　　　　　　　　　　　　　　　・髭＋、＝σ、＋σ2・2”＋σ、・22π＋…＋σ、ゐ・2（3ゐ一1）”＋2（」－1）π

whele　c災＋1　denotes　the　counter　conte皿ts　ofα』f毒＋1　andσ2‘＿1＝1fol　1≦ぎ≦鳶．　This　is　possible

si皿ceゴ＞3た．

　　　　　First　M’has　to　encode　the　initial　head　positions　and　initial　counter　contents　of　M．　That

meanS　it　haS　tO　Set　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・灸＋、←2°°”＋22’”＋…＋2（2鳶一2）η＋26－1）”．

This　can　be　done　easny（using　two　counter　machines）．

　　　　　Dllring　the　simulation　of　one　step　of　M，　OM｛，　OM6，…，　OMんcan　communicate　with

each　othel　by　means　of　OMん＋1（sihcρthe　input　head　of　O財ん＋1　is　free　in　the　coml）utation），　and

evely　O財5（1≦”≦ん）always　stores　in　its五nite　memory　which　of　theσ2”，s，　encoded　l）y　c実＋1，

are　equal　to　2n－1and　the　information　whetherσ2，＝σ2u　olσ2り＝σ2墾±lholds　for　each
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”，％∈｛1，2，…，鳶｝，and”≠％．　Fulthermole，　in　older　to　simulate　the　action　of　OMり，　OM5　has
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「

to　distinguish　two　cases：

（1）んも≠0，んも≠23’n十1（i．e．，　the　input　head　of　O罵does　not　scan　either　of　the　endmarkers）

　　　　and　O＜cも＜2フ゜π十1．（Note　that　OM5　can　check　with　the　help　ofαレf毒＋1　whethel　or　not

　　　　its　counter　contents　is　equaユto　23’π十1．　In　this　caβe，　the　input　head　of　OM”does　not　scan

　　　　eithel　of　the　endmalkels，　and　c．＞0．　OMるsimply　changes　its　input　head　position　and　its

　　　　cou皿ter　contents　in　the　same　way　asσM妙would　do．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

　（2）　んも　＝：Oorんも　＝2ゴ’π十101　cも　：＝Ool　cも　＝　2ゴ゜π十1．　Ifんも　：＝0（or　cも　＝0）　and　OMり

　　　　would　move　the　input　head　to　the　left（or　would　declease　the　counter），　then　OM6　has

　　　　to　setんも　←2，’π一1andσ2ッ←σ2．－1（or　cも　←23’π一1　andσ2鳶＋．　←σ2ん＋り一1）．　If

　　　　んも＝23’箆十1（or　cも＝2，°π十1）and　O財「”would　move　the　input　head　to　the　right（or

　　　　would　inclea£e　the　cou皿ter），　then　OM6　has　to　setんも←2andσ2．←σ2．十1（or　cも←2

　　　　andσ2厨．←σ2た＋ッ十1）．　Otherwise，σM6　simply　changes　its　input　head　position　and　its

　　　　counter　conte皿ts　in　the　same　way　as　OMりwould　do．

　　　　　In　the　simulation，　pelfblming　the　opelation　onσ2り（orσ2た＋ッ）is　the　difRculty　in　this

I）loof，　and　the　other　operations　may　be　easily　done（with　the　help　ofαf走＋1）．　In　the　fbUowing

we　wm　show　how　2胚’can　I）erfolm　the　opelation　onσ2．，s（orσ2鳶＋ッ，s）．

　　　　　M’can　perfolm　the　opelation±10nσ2ッ（olσ2鳶＋”）and　test　whether　the　newσ2り（oI

σ2鳶＋”）is　equal　to　2π一1，　using　the　algolithms　described　in　l　and　2　in　the　proof　of　lemma　4

in［21］．　Below，　we　lefbr　to　these　algorithms　as　Algolithm　l　and　Algolithm　2．　For　the　sake　of

completeness，　we　Iecal　them　hele；pointing　out　the　necessary　changes．

　　　　　We　wm　denote　the　counter　contents　of　O照＋1　byλas　foUows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴー1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝Σσ。・2（・鱒1）π＋2（ゴ噛1）”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝1

withσ2‘＿1＝1fbr　1≦‘≦鳶，、andσ3ゐ＋1＝σ3た＋2＝…　＝ら・＿1＝0．

　　　　　Furthermore　we　ca皿assume　that　cもく22’π．（Note　that　M’can　test　whether　cもく2ゴ’πby

moving　the　input　head　two　ceHs　to　the　Iight．）If　cも≧2ゴ゜ηthen　we　set　cも＝2ゴ゜π一land　store
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the　diference　in　the価te　contIol　of　O罵．　We　decompose　cもin　the　fblm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cも＝ψり1＋ψり2・2π

with　O≦ψ”1＜2π，0≦ψ”2＜2（ゴー1）π．

　　　　　、41gor漁m　1：Now　suppose　thatゐも＝2，°n十1and　O瓦would　move　the　input　head　to　the

Iight．（The　casesんも＝0，　cも＝Oand　cも＝2」’π十1will　lead　to　analogous　considentions．）Note

that　the　input　head　of　O財‘does　not　stole　anything　and　thelefbre　it　is　free　fbr　intermediate

　　　　　　　　　computatlons．

　　　　　02鴫and　O2匠孟＋1　change　cも＝ψッ1＋ψ”2・2n，0≦ψり1＜2π，0≦ψり2＜2（ゴー1）π，　and

λ＝Σ渇σパ2（・－1）”＋2（ゴ葡1）π，σ2‘－1＝1允・1≦‘≦ん，σ、層、＝σ3ゐ＋2＝…＝σゴー1＝0，int・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cも＝ψ．2＋2（」－1）π，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝＝Rπ（ψり1）＋σ1・2％＋…　＋σ∫＿1・2（ゴロ1）n，

where　fbr　anyτ＜2η，　Rn（お）i8　defined　in　the　fbUowing　way：

　　　　　Letψπ（z）∈｛0，1｝廓，1ψπ（¢）卜＝η，1）e　the　binaly　notation　of¢le皿gthened　by　an　apPI（ン

priate　numbel　of　leading　zelos．　Then　1ち（忠）＜2πis　that　numbel　whose　binary　notation　of

lengthη（again　allowing　leading　zelos）is　the　Ievelsal　ofψη＠）．　Note　that　Rn（丑η（¢））＝¢fbI

訂1¢＜2n．

　　　　　0距f‘and　OMん＋1　can　do　the　above　by　executing　the　fbllowing：

cも←cも＋2，’π，

レ剛’e1λ＜23’nDo1

βeg‘η1

・も一圏，andα＋2圏，

　　　λ←α十2λ，

Eη，d1

λ←λ一2，’π．
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　　　　　It　is　clear　that　OM5　and　OMん＋1　can　pelfo『m　this　computation，　since　their　input　heads

are丘ee　now．　The　loop（βεgfπ1，…，」翫d1）is　carried　out　exactlyηtimes　and　this　leads　to　the

countel　contents　cもandλthat　we　wanted．　Note　that　2フ゜πis　given　by　the　position　of　the　right

・ndm・・k・・，　and　du・ing　the　c・mputati・n，　if・も，λ≧2…＋1，　we　can，　in　fa・t，・t・・e［遜司，

［　　　λ23°π十1］in　th・五nitec・nt・・1・・fσ罵and・Mん＋・，and　th・・e・idues　4－（2ゴ・π＋・）［遜司，

λ一（23°π十1）［2，子＋1］in　thec・unt・・s・f・恥畷＋・，・e・pective1弘

　　　　　ノilgoア覚んπL　2：σM5　and　O2畷＋1　change　cもandλinto

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cも＝σゴ＿1＋ψ”2・2π，

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝Rπ（ψ妙1）＋σ1・2π＋…　＋σゴー2・2（ゴー2）π＋2（ゴ輌1）π．

　　　　　Let　B覚m（τ）denote　the　m－th　least　significant　l）it　of　the　binaly　notation　of露with　length

≧m（a皿owing　leading　zeros）．α胚ん＋1　filst　changesλinto

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝1～盃（ψッ1）＋σ1・2π＋…　＋σゴ＿2・2（ゴー2）π＋2（ゴ層1）π，

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畑一｛1ち（ψッ1）　　　ifβ玩1（ψ”11ち（ψ”1）＋1　0therwise．）＝’，

That　is，　only　the　lowest　l）it　ofλis　changed　in　such　a　way　thatλbecomes　an　odd　numbeL（It

is　stoled　in　the　finite　co皿tlol　whether　1～π（ψッ1）is　odd　or　even．）

　　　　　Aftelwalds　O罵and　OM孟＋1　execute　the　fbnowing：

レ1宅乃らゴ1e2　　cも　く　23’π　　1）02

Beg‘η2

　　　玩2λ≧2コ゜π

　　　抗eη1

　　　　　　λ←－2λ一22°π，

　　　　　　cも←1＋2（る，

　　　e15e1
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　　　　　　λ←2λ，

　　　　　　cも←2cも，

　　　Eη4伍

Eη42

　　　　　1n　ordel　to　see　what　i8　done　by　the　above　executio皿，　we　considel　the　decomposition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝λ’＋α・23°”囎1，λ’＜23’”印1．

Thenα＝lif　and　o皿ly　if　2λ≧23°π．　Note　that　Bfち．η（λ）＝α．　As　in／ilgor㍑んml　l　it　ca皿be　seen

that　the　loop（βεgfπ2，…　，」9η（ち）is　canied　out　exactlyηtimes　and　the　numberσゴ＿1　is　caHied

ovel　fromλto　cもbit　by　bit．　Thelefble，　cもandλare　changed　by　this　execution　into

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cも＝σ」＿1＋ψッ2・2π＋2，°n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝R髭（ψり1）2π＋σ1・22π＋…　＋σゴ＿2・2（ゴー1）π．

　　　　　Then，　we　obtain　the　counter　content8　that　we　wanted　by：

　（a）subtracting　2」°n　from　cも，

　（b）　adding　2」°πtoλ，

　（c）dividingλby　2　a810ng　a8　the　remainder　is　O，

　（d）changing　Rお（ψ”1）into　Rn（ψ”1）．

　　　　　IRstead　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴー1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　cl＝ψ。1＋ψ。2・2”，λ＝Σσμ・2（μ一1）”＋2（ゴ糟1）π，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝1

we　Wlite

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Cも；λ）＝（ψ”1；σ1，…　，σ5＿1）．

The　apphcation　of．A～goTfオゐm31，2induces　the　transition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ψッ1；σ1，…　，σゴ＿1）→（σゴ＿1；1～π（ψり1），σ1，…　，σゴ＿2）・
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Therefore，　byゴー・2”appHcations，　we　get
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　（ψり1；σ1，…　，σ7－1）→（σゴー1；＆（ψ”1），σ1，…　，σゴ＿2）→…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→（σ2”；Rη（σ2”＋1），…　，1ち（σゴ＿1），1～π（ψ妙1），σ1，…　，σ2．－1）．

　　　　　Now／ilgoア甑m　l　is　appHed　again．　Since　during　the　computatio皿σ2りis　callied　ovel　from

cもtoλbit　l）y　l）it，　OM‘andα匠毒＋1　ale　able　to　add十1　and　to　test　whethel　the　newσ2．　is　equal

to　2π一1（this　is　true　if　and　only　if　aU　bits　which　ale　calried　over　are　equaユto　one）．　Afterwards

we　apply・41goア鉱んm　2　and　get

　　　　　　　　　　（σ2。＿1；R。（σ2。＋1），Rπ（σ2ッ＋1），…　，1～π（σゴー1），瓦（ψり1），σ1，…　，σ2”＿2）．

　　　　　Since　Rπ（R。（τ））＝τfor　all　z＜2π，　fulther　apPlications　of／ilgoアfオんηL31，21ead　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ψ”1；σ1，…　，σ2”＿1，σ2．＋1，σ2”＋1，…　，9ゴ＿1）・

　　　　　This　shows　that　by　the　app五cations　oL41goγf緬飢81，2，潮「’can　perfbrm　the　operation士1

0nσ2．（olσ2ゐ＋”）and　test　whetheτthe　newσ2．（olσ2鳶＋”）is　eqη．al　to　2η一1．

　　　　　Next　we　show　how　M’can　decide　whether　the　newσ2．＝σ2u　fbr　each忽∈｛1，2，…　，ん｝

an面≠u（whenた≧2），　by　the　appHcation　oMlgoT価㎜3below．　We　win　use　O罵，0罵

and　O財沌＋1．（Note　that　the　input　heads　of（フM6　and（フMん＋1　are丘ee．）As　i皿the　above，　we

decompose　cむand　c凱in　the　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cも＝ψ．1＋ψ．2・2π

with　o≦ψッ1＜2π，　o≦ψり2＜2（ゴー1）π，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cも＝ψ魑1＋ψu2・2π

with　O≦ψu1＜2π，0≦ψ魅2＜2（3－1）π・The　counter　contents　of　OMん＋1　is　denoted　byλas

follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ＝Σσ。・2（・『1）π＋2（ゴー1）π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝1

withσ2‘＿1＝1fbr　1≦‘≦ん，　andσ3κ＋1＝σ3鳶＋2＝…　＝σチー1＝0・
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　　　　　孟’gor航m　3：We飛Ist　apPlyバ1gor軌飢51，2to（cも；λ）＝（ψ。1；σ1，…，砺＿1）by（ゴー2”）

times　to　get

　　　　　　　　　　（ψッ1；σ1，…　，σゴ＿1）

　　　　　　　　　　⇒（σ2り；1ら（σ2”＋1），…　，Rn（σ」＿1），丑n（ψり1），σ1，・・㍉σ2り一。1）・

　　　　　After　that，　we　apPly・41gorゴ‘ゐm31，2to（c急；λ）＝（ψ聾1；丑π（σ2》＋1），…　，1ち（ら・＿1），Rπ（ψd），

σエ，…　，σ2り＿1）by　2（”一のtimes　to　get

　　　　　　　　　　（ψ魅1；1ち（σ2．＋1），…　，1㍉（σゴ＿1），Rn（ψ”1），σ1，…　，σ2ッ＿1）

　　　　　　　　　　⇒（σ2鱈；1～n（σ2u＋1），…　，瓦（σ2”＿1），1ち（ψ鶴1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rπ（σ2妙＋1），…　，1～η（σゴ＿1），Rn（ψd），σ1，…　，σ2u－1），

Where　We　SUpPOSe，　WithOUt　lOSS　Of　genemhty，　that　1≦U＜”≦ゴ．

　　　　　N・wO罵，0罵and　O照＋・c・mpa・eσ2・withσ2・丘・m別君1（σ・・）t・B‘君「号1（σ2・）by

executing　the　fbUowing　computation．　Note　that　in　the　fbnowing　computation，　Bf君2（λ）（ol　its

Ievelse）is　used　a8　an　identifiel　fbl　distinguishing　the　bits　ofσ2り（σ2魅）fromλwhen　the　bits　of

σ2り（σ2u）are　calIied　oveI　toλby　using　a　Iotation　technique・

α←IBぎ君2（λ），

β＝7←0，

陀ゐ‘Je3　λ＜23°n　αηdl　β＝7　1）03

Beg‘π3

　　　β←B玩1（cも），

　　　ツ←別f1（c急），

　　　坊　β＝7

　　　君んeη2

　　　　　・も一圏，

　　　　　・も一［善］，

　　　　　1ア3　4λ＜23’論

　　　　　君んeη3
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　　　　　　　　λ←δ十2λ，

　　　　　　　　λ←β＋2λ，

　　　　　e13e3

　　　　　　　　琉2λ〈23°π

　　　　　　　　オんeπ4

　　　　　　　　　　T←0，

　　　　　　　　e13e4

　　　　　　　　　　T←1，

　　　　　　　　Eπd岨，

　　　　　　　　λ←α十2λ，

　　　　　　　　λ←β＋2λ，

　　　　　Eπdザき

　　　Eη吻ら

Eπd3，

where　d　denotes　the　Ievelse　ofα，　that　is，　ifα＝1thenδ1＝Oelse｛愛＝1．

　　　　　Note　that　in　the　al）ove（陥‘1ε3…　Po3）only　one　of　control　conditions（λ＜2フ゜n）and

（β＝ッ）is　changed．　It　is　clear　that　after（レ7んf1ε3…　1）03）is　caHied　out，　ifβ≠ッ，　then　this

meansσ2．≠σ2u（so　M’w皿restole　the　used　counter　machines，　Iespectively，　as　jsut　before

（ワη』f1ε3…　Do3）is　do皿e，　by　the　appHcation　of　procedule　Rep1αce　below），　and　otherwise（i．e．，

ifβ＝7），　the　IooP（βε9ぎπ3…Eπ（奄）is　canied　out　exactly「号1　times，　and　this　leads　to

　　　　　　　　　　λ＝瓦（σ2。＋、）・22「号1＋…＋σ2。一、・2（ゴー2）・・22「号1＋2（ゴー1）・・22「号1．

　　　　　N・t・thatσ2。一、＝1and　2（3－1）・・22囲＝（T＋・）2ゴ・・．叫0罵and　O照＋、　th・n

・xecut・th・f・U・wing　and・・mpa・eσ2・withσ2・f・・m別オ「号1＋・（σ2・）t・別君・（σ2・）if　necessa琳

瑞　β≠7

オんeη5

　　　RepZαce（λ，κ1，κ2；α），
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e13e5

　　λ←λ一（T十1）23°π，

　　Pヲゐ‘Ze4　λ＜2ゴ゜π　αη4　β＝・ツ　Do4

　　βeφπ4

　　　β←B玩1（cも），

　　　　7←Bf君1（4），

　　　琉β＝7

　　　君んeη6

　　　　　・も一圏，

　　　　　・裂一［害］，

　　　　　λ←d十2λ，

　　　　　λ←β＋2λ，

　　　　Eπd垢

　　Eηd4，

　　Reμαce（λ，Cも，C毒；α），

　　λ←一λ十（T十1）23°π，

　　π←β玩1（λ），

　　cも←π＋2cも，

　　cを←π＋2c急，

λ一
囹・

　　Rep～αce（λ，κ1，κ2；α），

Eη霞危

PT・ced％re　Rep～αce（λ，Cも，C急；α）：

　　陥ile別オ2（λ）≠αID・

　　Beg‘η

　　　　π←－Biオ1（λ），
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　　　　　cも←π＋2cも，

　　　　　c塩←π＋2c毛，

　　　　　λ一囹，

　　　Eηd

．Eπdproce伽Te

　　　　　It　will　l）e　easily　seen　that　the　loop（βε9ガπ4…17吸）is　canied　out　at　most　L引times，

and　that　during　the　al）ove　computation，　the　numl）erσ2ッ（σ2u）is　calried　over　toλbit　by　bit　as

long　a唱β＝7holds．（See　Fig．5．3　and　Fig．5．4．）

β皿 δ
●　●　●

β1 δ o／1 α ●　o　●　●　●　■

　　　　　　　　　　b覚1　ゐ｛君2　　　…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　く2・「号1bi‘5

Fig．5．3．　The　binary　notation　ofλafter（陥f1ε3…003）ends　withβ≠7，　where　fbr

each　1≦‘≦m，β‘：＝βiε‘（σ2ロ）＝β‘‘‘（σ2昭）（but万面m＋1（σ2”）≠β‘‘m＋1（σ2巴））・

β皿 δ
●　●　● 3十1 d β、

α 9－1
δ

●　●　●

β1 δ　0／1 α ○　●　o　●　●　・

　　　　　　　≦2・L号」b‘‘5　　　　　　　　2・「斜蘇‘3

Fig，5．4．　Th・bi…y・・t・ti・n・fλ・ft・・（陥f1ε4…1）04）i・c…i・d・ut，　wh・・e・＝「到

and　if　m＝π（i．e．，β＝：7）thenβnβn－1…　β1　is　the　binary　representat量on　ofσ2蟹（篇σ2越）・

　　　　　Now」翫f’has五nished　the　compalison　l）etweenσ2．　andσ2u（ifβ＝ツ，　thenσ2．＝σ2u，and

othelwiseσ2り≠σ2u）and　restored　the　used　countel　contents　as　just　l）efble（彫んぎ1ε3…　1）03）．

The皿，　further　apphcations　of、4♂goT財んm31，21ead　to

　　　　　　　　（C毛；λ）＝（ψu1；Rπ（σ2”＋1），…　，Rπ（（5－1），1～π（ψ”1），σ1，…　，σ2”－1）

and

　　　　　　　　（Cも；λ）＝（ψ．1；σ1，…　，σ5＿1）・

　　　　　Thi、、h。w、　that　M’i、め1。　t。、imulat，　M・t・p　by、t・p．　　　　　　口

　　　　　Theorem　5．4．　FOI　eachた≧1，
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（1）∫［CS－CM（た）［Space（π）】1～1∫［CS－CM（ん十1）［Space（π）】］，

（2）f［CS－DCM（た）【Space（η）】】～1∫［CS－DCM（ん十1）【Space（π）】L

eve皿if　the　alphabet　is　restlicted　to　a　one－lettel．

　　　　Proof　3　Suppose　there　exists　some鳶≧1such　that∫｛o｝［CS－DCM（ん）［Space（π）】】＝∫｛o｝［CS－

DCM（た十1）［Space（η）1】．　This　imphes　f［CS－DCM（ん）【Space（π）】1＝∫［CS－DCM（鳶十1）［Space（η）1】，

and　thelefore　the　fonowing　i8　true：

　　　　　　　　　　　　　　∀五∈DSPACE（logπ）

　　　　⇒・ヨゴ（＞3た），7｝（1｝）∈∫［CS－DCM（2）［Space（π）】】　　　　　　　　　　　　　（1emma　5．6）

　　　　⇒7｝（L）∈∫［CS－DCM（た十1）【Space（π）】】＝∫［CS－DCM（ん）［Space（η）】】

　　　　⇒乃L1（刀）∈∫［CS－DCM（た十1）［Space（η）】】・＝∫［CS－DCM（ん）［Space（π）】】　　（Lemma　5・8）

　　　　⇒…

　　　　⇒乃鳶＋1（五）∈∫［cs－DcM（た十1）［space（η）］1＝∫［cs－DcM（鳶）［space（η）］】　（乃emma　5．8）

　　　　⇒Z∈∫［CS－DCM（ん（3鳶十1）十1）【Space（π）】1　　　　　　　　　　　　　　（remma　5．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Therefore∫｛o｝［cs－DcM（ん）［space（η）1］＝∫｛o｝［cs－DcM（ん十1）［space（n）1】imphes　DsPAcE

（logη）⊆∫［CS－DCM（ん（3ん＋1）＋1）［Space（π）】1，　which　is　a　contradiction　to　L，emma　5．5．　　ロ

5．4 Hierarchies　Based　on　The　Bounded　Time　or　Space

In　this　section，　we　give　the　hielarchies　based　on　the　bounded　time（space）concelning　coopelating

SyStemS　Of　One－Way　COUntel　maChineS．

　　　　Le㎜a　5．9．　For　each鳶≧1，

（1）∫［1CM（た）－Time（π5）】（∫［1DCM（た）－Time（π5）D

　　享∫［1CM（ん十1）－Tim・（π5）1（f［1DCM（ん＋1）－Tim・（π5）D・and

（2）∫［1cM（鳶）－space（π5）1（∫【1DcM（た）－space（π5）D

　　撃∫［1CM（た十1）－Space（パ）】（∫［1DCM（た十1）－Space（η5）1）・
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　　　Proof：We　leave　it　to　the　reader，　and　the　reader　can　refeI　to　the　proof　of　Theorem　5。3．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　The　following　Iemma　is　ol）tained　from　Theorem　2．4　in［491．

　　　Lemma　5．10．　For　each　r，3，オ≧1，

（ユ）f［ユCM（アォ）－Time（が）1（∫［1DCM（Tの一Time（π5）】）

享f［ユCM（・＋の一Tim・（π（’＋1）5）】（∫［1DCM（・＋の一Tim・（π（「＋1）3）D，　and

（2）∫［ユCM（rオ）－Space（π5）】（∫［1DCM（rの一Space（π5）D

享∫［1CM（r十孟）－Space（π「5）】（∫［1DCM（r十君）－Space（π「5）D．

　　　Theorem　5．5．　Fol　each　3≧ユand　eachた≧9，

（ユ）∫［CS－1CM硫）［Time（π5）］】（∫［CS。1DCM（鳶）［Time（η5）】D

撃∫［CS－1CM（鳶）［Tim・（π45）】】（∫［CS－1DCM（た）［Tim・（η45）1i），　and

（2）∫［CS－1CM（ん）［Space（π5）】】（∫［CS－1DCM（鳶）［Space（π5）】D

撃∫［CS－1CM（た）［Space（π3（た一1）‘＋3）】1（∫［CS－1DCM㈹［Space（η3（た一1）5＋3）］D・

　　　　Proof：We　give　the　proof　only　for　the　nondeterministic　case，　since　the　same　ploof　may

be　apphed　to　the　deterministic　case．（Note　that　2た一1＜3（た一3）ifた≧9．）

　　　　（1）：∫［CS－1CM（た）［Time（π5）】｝

　　　　⊆f【1CM（2鳶一1）－Time（π5）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Tlleorem　5．2）

　　　　撃∫［1cM（3（た一3））－Time（π5）1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（工emma　5．9）

　　　　⊆∫［1CM（ん）－Time（π43）】　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1emma　5．10）

　　　　⊆∫［cs－1cM（た）［Time（売4・）】1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Theo正em　5．ユ）

　　　　（2）：∫［CS。ICM（ん）［Space（π5）］】
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　　　　⊆∫［1CM（2ん一1）－Space（π（鳶脚1）5＋1）］　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Theorem　5．2）

　　　鰍ユCM（3（た3））－Space（η（た一1）3＋1）】　　　　　　　　（1・mma　5・9）

　　　⊆∫［1CM（ん）－Space（π3（鳶圏1）1＋3）1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（正emma　5・10）

　　　⊆∫【CS－1CM（た）［Space（π3（鳶一1）5＋3）1】　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Theorem　5．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　Remark．　It　wa8　shown　in【49】（Theolem　3．3（2））that　for　eachん≧3，∫【1CM（た）－

Tim・（πつ1（∫［1DcM（た）－Tim・（π3）D撃∫［1cM（ん）－Tim・（ηた‘＋3）1（∫【1DcM（た）－Tim・（η糞5＋3）D・ln

fact，　we　can　improve　thi8　result　as　follows．

　　　　Corollary　5．4．　For　each　5≧1and　each鳶≧5，

　　　∫［1cM（ん）－Time（π3）1（∫【1　DcM（た）－Time（π5）D

　　　享∫［1CM（ん）－Time（π35）1（∫［IDCM（ん）－Time（π35）D．

　　　　Proof　3　For　eachん’≧3，

　　　f【1CM（ん’十2）。Time（π5）1（∫【1DCM（ん’十2）。Time（η5）D

　　　撃∫［1cM（2ん’）－Time（π5）1（∫［1DcM（2ん’）。Time（π5）D　　　　　　　　　　　（五emma　5・9）

　　　⊆f［1CM（鳶’十2）－Time（η35）1（∫【1DCM（た’＋2）－Time（π35）】）　　　　　　　αemma　5．10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　Asimnar　argument　can　show　the　following　colollary・

　　　　Corollary　5．5．　Eo星each　3≧1and　eachた≧5，、

　　　　∫【ユcM（た）－space（π3）1（∫［1DcM（た）－space（π5）D

　　　　撃∫【1CM（た）－Space（π25）1（∫［1DCM㈹一Space（η25）D・
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5．50ne－Way　versus　Two－Way　and　Determinism　versus　Non－
　　　　　　determinism

This　section　investigates　the　differences　between　the　accepting　powers　of　CS－CM（た），s　and　CS－

1CM（た），s，　and　between　the　accepting　powers　of　CS－ICM（鳶），s　and　CS。1DCM（た），s，　whele　all　the

machines　ale　poly皿omially　time　bounded．

　　　　　玉et五1＝｛ωcωR（20回）回iω∈｛o，1｝寧｝．　In［471　it　was　shown　that

　　　　　　　　　　　　五・∈∫［DCM（1）－Tim・（hn・a・）】－Uf【1CM（ん）－Tim・（P・ly）】・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜た〈◎o

From　this　fact　and　L，emma　5．2，　Theorem　5．2，　we　get

　　　　　Theorem　5．6．　For　any　c＞1，

　　　　　　　　　　f［CS－DCM（1）［Tim・（・π）】トUf［CS－1CM（た）［Tim・（P・1y）】】≠の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜鳶くQO

　　　　　工et五2＝｛ω11ω21ω1，ω2∈｛0，1｝廓＆iω11＝1ω21｝．　In［62】it　was　shown　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　刀・¢U∫［1DCM（ん）－Space（η）】・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≦為く。。

On　the　other　hand，　it　is　easily　seen　that　the　language工2　can　be　accepted　by　a　CS－1CM（ユ）［Time（η）】。

Thus，　f：om　this　fact　and　Theolem　52，　Corollary　5．3，　we　get

　　　　　Theorem　5．7．

　　　　　　　　　　　∫［CS－ICM（1）［Tim・（π）】】－U∫【CS・1DCM（ん）【Tim・（P・ly）11≠の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜鳶くoo

　　　　　Remark．　It　was　shown　in［50】that　two。way　nondetermi皿istic（one。）counter　machines

are　mole　powelful　than　deterministic　ones．　That　is，∫［CS－DCM（1）］～1∫［CS－CM（1）］．

5．6　Closure　Properties

This　section　investig乙tes　closl11e　properties皿nder　sevelaユopelations　of　the　classes　of　languages

accepted　by　coopelating　systems　of　one－way　counter　machines　with　polynomial　time　bound．
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　　　　　We舳t　examine　closure　pIoperties　fbI　the　detelministic　case．

　　　　　工e㎜a5・11・Fol　a　wordωin　1｛0，1｝廓，　Ietπ（ω）be　the　integeHeplesented　byω観

binaly　number．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五3＝｛切20”（ψ）1”∈｛1｝｛0，1｝串｝．

Then，五3¢U1〈鳶く。。　f［1DCM（た）－Time（poly）】．

　　　　　Proof　3　Suppose　that　thele　i8　a　IDCM（ん）M，鳶≧1，　which　accepts　the　la皿guageτヨ．

fbl　each≧1，1et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V（π）＝｛ω2iω∈｛1｝｛0，1｝廓＆1ω1＝π｝．

　　　　　For　each　z∈y（π），　let　g（τ），　c1（τ），　c2（τ），…，cた（露）denote　the　internal　state　and　the

・・nt・nt・・f・a・h・・unt…fMwh・n　it五・st・ead・th・・ymb・1・2・・f　th・input¢．　F・・each≧1，’

let　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5’（π）＝｛〈9（¢），C1（τ），C2（Z），…　，Cた（τ）＞1τ∈γ（η）｝．

Since　M　is　polynomiaUy　time　bounded，　thele　is　some　consta皿t　c＞Osuch　that　l5（π）1＝0（nc）．

On　the　othel　hand，　ly（π）1＝2η鱒1．　Thus　asπgets　lalge，　there　ale　two　woldsの＝ω12　and　y＝

ω22in　y（η）such　thatω1≠切2　but〈9（τ），c1（τ），c2（2），…　，cた（τ）〉＝〈9（y），c1（y），c2（ツ），・。・，c鳶（y）〉．

　　　　　Now　considel　the　fbUowing　two　wolds：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢’＝ω、20・（ω・），y’＝ω22π（ω・）．

Cleally，　y’∈1な，　so　y’w皿1）e　accepted　by五f．　Thus，ガwin　also　l）e　accepted　by躍．　This　a　con－

tladiction，　becauseτ’is　not　i皿∈、乙3．　Hence　Z3　cannot　be　in　U1＜ん〈。。∫【1DCM（鳶）－Time（poly）1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　It　has　l）een　shown　i皿［49】that　Z3　can　be　accepted　in五near　time　by　a　deterministic　one。

way　2－cou皿ter　machine．（The　machine五lst　converts　rωtoπ（ω）stored　in　one　cou皿ter；this　takes

tim・η（ω）・Th・n　it　dec・e麗・・π（ω〉丘・m　the　c・u皿t・・whil・・imulta皿・・u・ly・hech皿g　th・t　th・

numl）el　of　O，s　is　collect；this　takes　timeη（切．　Thus五3　is　i皿∫［IDCM（2）。Time（1ineal）】．）From

this　fact，　Theorem　5．2　and　lemma85．2，5．11，we　have
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　　　　　Theorem　5．8．　Fol　each　5≧1，た≧2and　any　c＞1，　neither∫［CS。1DCM（た）［Time（cが）】1

nor∫［CS－1DCM（ん）［Time（poly）1】is　closed　under　complementatio皿．

　　　　　Le㎜a　5．12．　Eol　eachた≧1，le叫）and五（Oo）be　the　languages　de五ned　in丑emma

2．8．Then，　for　anyん，　c，3≧1，

　（1）減（2ん3）¢∫【CS－1DCM（ん）［Time（cπ5）n　and

　（2）五（Oo）¢U1＜k。。∫［CS－1DCM（た）［Time（poly）】】．

　　　　　Proof：The　ploof　is　omitted　here，　and　the　reader　may　refer　to　the　proof　of五emma　2．8

if　necessaly．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　　　　　Theorem　5．9．　For　each　c，3，た≧1，∫【CS－1DCM（た）［Time（cπ5）］1　is　not　closed　under

union　and　intelsection．

　　　　　Proof：　For　eachε≧1and　1≦‘≦ちlet

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ（ちり＝｛Om・10m・1…10m・20殉…10mム10鵬l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l∀ゴ（1≦ゴ≦君）［mゴ，ml≧1］＆m‘＝m≦｝，

　　　　　　　　　　　　　　　五（ちり翼｛Om！10町1…10m望20m‘1∀ゴ（1≦ゴ≦孟）【飢ゴ≧1】｝・

　　　　　Then，　it　is　easy　to　see　that

　　　　　　　　　　　　　　　　α串L（2ん3，‘）α事，孟（2た3，∫）∈」8［CS－1DCM（1）【Time（η）］1．

On　the　othel　hand，　by　lemmas　5．3　and　5．12，　fbl　a皿y　c≧1，

　　　　α＊」6（2ん3，1）α零∩…　∩α事工（2ん3，2鳶8）α串

　　　　＝〃（2た3）¢∫［1CM（2ん一1）。Time（cπ5）】，　and

　　　　五（2ん3，1）U…Uみ（2鳶3，2た3）

　　　　＝ゑ（2ん3）¢∫［CS－1DcM（め【Time（cπ5）11．
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　　　　　From　this　fact　and　Theorem　5．2，　the　theorem　foUows．　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　　　Remark．　By　ColoUaly　5．3，

　　　　　　　　　　∫［CS。1DCM（3）［Time（poly）1］＝U1＜k。。∫［CS－1DCM（鳶）［Time（poly）11・

From　this，　it　will　be　ol）vious　that　fbr　eachた≧3，∫［CS－1DCM（た）［Time（poly）】】is　closed　under

union　and　intersection．

　　　　　Le㎜a　5．13・玉etβ（Oo）be　the　language　de五ned　in　lemma　2．9．　Then，

　（1）B（oo）∈∫［CS－1DCM（2）［Time（π）】L　and

　（2）B（oo）R¢U1＜んく。。∫［CS。1DCM（ん）【Time（poly）】1．

　　　　　Proof：The　proof　is　omitted　hele，　and　the　Ieader　may　Iefer　to　the　ploof　of　remma　2．9

if　necessary．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　Theorem　5．10．　For　each　c，3≧1and　eachた≧2，　neither∫［CS－1DCM（た）［Time（cη3）】］

nor∫［CS－1DCM（ん）［Time（poly）】l　is　closed　undel　the　fbUowing　opelations：

（1）・eversal“R”，

　（2）　concatenation，

　（3）　］E（leene　closu王e“廓”，

　（4）noneτasing　Lomomolphism．

　　　　　Proof　3（1）：Nonclosule　undeHeversaユfbllows　f士om工emma　5．13．

　　　　　（2），（3），（4）：See　the　ploof　of（2），（3），（4）of　Theolem　2．7．　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　We　next　examine　closuIe　propeIties　br　the　nondeterministic　case．

　　　　　Using　the　same　language　de五皿ed　i皿Lemma　2．ユ0，0ne　ca皿easny　show　the　fbnowing　the（》

rem．

　　　　　Theorem　5．11．　For　each　c，5，ん≧1，neithel∫【CS－1CM（ん）［Time（cπ5）］l　nol∫［CS一ユCM（た）

［Time（poly）】】is　closed皿nder　complementation．
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　　　　　Theorem　5．12．　For　each　c，3，鳶≧1，∫［CS－ICM（た）【Time（cη5）】】is　closed　undel　union，

but　not　under　intelsection．

　　　　　Proof：　Closure　under　union，　is　obvious，　and　the　proof　fbr　no皿closule　under　intersecti◎n

is　the　same　as　in　the　deterministic　ca8e（see　the　proof　of　Theolem　5．8）．　　　　　　　　　　口

　　　　　Remark．　By　Colonary　5．3，

　　　　　　　　　　　　∫［CS－1CM（3）【Time（poly）1］ニU1＜k。。∫［CS。1CM（た）［Time（poly）］］．

F士om　this，　it　is　ol）vious　that　fbr　eachん≧3，∫［CS－1CM（ん）［Time（poly）】】is　closed　undel　union

and　intersection．

　　　　　By　a皿argume皿t　similal　to　that　in　the　ploof　of　Theolem　2．9，　we　can　get

　　　　　Theorem　5・13．　　Fol　each　c，3，た≧1，　both∫［CS－1CM（ん）【Time（cπ5）】】and　f［CS一

1CM（た）［Time（poly）】】ale　closed　under　reversa1“R”，　concatenation　and　Kleene　closure“率，，．

　　　　　The　closure　Iesults　obtained　above　ale　summalized　in　Tal）le　5．1，　where　fbl　each　c＞1，

3≧1，鳶≧2，∫（cπ5）2＝∫［CS－IDCM（た）【Time（cπ5）】】，∫（cπ3）が・＝∫［CS－ICM（た）［Time（cη5）1】，

∫（poly）2＝∫［CS。ユDCM（た）【Time（poly）】】，∫（poly）穿＝∫［CS。1CM伊）【Time（poly）n，　and“〉ρ

means　that　the　class　is　closed，“x”means　that　the　cla8s　is　not　closed，“？，，　means　that　the

closure　ploperty　is　not　known．

　　　　　　　Table　5．1：Closure　propelties　of　polynomial　time　l）ounded　CS－1CM（鳶），た≧2

f（cηりん f（cπつ ∫（poly）鳶 ∠1（poly）鳶

complementation × X X X
　　●
unlon × ゾ 》（ん≧3） 》
○　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

lntersectlon × X 》（鳶≧3） 》

　　　　　　　　●concatenatlon × 》 ×
、／

Ievelsa1 × ゾ × 》

1くleene　CIOSUIe × v！
× 》

　　　　　　●
none「aSmg
homomorphism ×

？

X
？

　　　　　Remark．　We　can　also　show　that　sim皿al　results　hold　for　cooperating　systems　of　one－way

counter　machines　with　polynomial　space『bound．
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5．7　Concluding　Remarks

In　this　chapter，　we　have　intloduced　the“coopenting　system　of　counter　machi皿es”，and　analyzed

some　of　its　pIoperties．　We　ako　investigated　a　Ielationship　between　the　accepting　PoweIs　of

cooperating　systems　of　counter　machines　and　muhicounte士machines　with　polynomial　time（01

space）1）ound．

　　　　’Some　open　plol）lems　in　this　chapter　ale：

（1）∫［CS－1CM（2）［Time（poly）】】（∫［CS－1DCM（2）【Time（poly）］D

　　　　隼∫［CS－1CM（3）【Time（poly）】】（∫【CS－1DCM（3）［Time（poly）］D？

（2）Is」8［CS。1CM（2）［Time（poly）］】（∫【CS－1DCM（2）【Time（poly）】D　closed　under　intersection？

　　　　and

（3）Is∫【CS－1DCM（2）［Time（poly）1】closed　undel　union？

（4）∫［CS。DCM（ん）［Time（poly）】】～i∫【CS－CM（た）［Time（poly）1】，　f61　eachん≧2？
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