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Abstract— We give a Heisenberg type or a Schrödinger-
type uncertainty relation for generalized metric adjusted
skew information or generalized metric adjusted correlation
measure. These results generalize our previous result in
[1]. In particular we prove concavity of an auxiliary mean
function and show an example of our result.
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1 Introduction

Wigner-Yanase 歪情報量 (skew information) は [12]

で次のように定義されている．

Iρ(H) =
1

2
Tr

[(
i
[
ρ1/2,H

])2
]

= Tr[ρH2]− Tr[ρ1/2Hρ1/2H].

この量は量子状態 ρ と物理量 H の間のある種の非可換

の度合いを表すものと考えられる．ここで commutator

を [X,Y ] = XY − Y X と表す． またこの量は Dyson

によって次のように一般化され　Wigner-Yanase-Dyson

skew information と呼ばれている．

Iρ,α(H) =
1

2
Tr[(i[ρα,H])(i[ρ1−α,H])]

= Tr[ρH2]− Tr[ραHρ1−αH], α ∈ [0, 1]

Iρ,α(H)は ρに関して凸であることが E.H.Lieb [9]によ

って証明されたことはよく知られている．Wigner-Yanase

skew informationと uncertainty relationの関係は [10].

で最初に得られた．さらにWigner-Yanase-Dyson skew

information と uncertainty relation の関係については

[7, 13] によって与えられた． その後 [13, 14] において

一般化された歪情報量が定義され, ある種の uncertainty
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relation が得られた．また [15]においてはそれをさらに

two parameter 化して uncertainty relation を得た．こ

の論文では一般化されたmetric adjusted skew informa-

tionおよびmetric adjusted correlation measure を用い

て量子 Fisher情報量に関連した不確定性関係を求める

ことでさらなる拡張を得る．特に補助平均函数の凹性を

用いてその例を与える.

2 作用素単調函数
Mn(C) を n×n complex matrices 全体, Mn,sa(C) を

n × n self-adjoint matrices 全体, Mn,+(C) を Mn(C)
の中の strictly positive elements の全体, Mn,+,1(C) を
strictly positive density matrices 全体, すなわち

Mn,+,1(C) = {ρ ∈ Mn(C)|Tr[ρ] = 1, ρ > 0}. 以下断
らない限り faithful states を扱うものとする．すなわ

ち ρ > 0 である． 函数 f : (0,+∞) → Rは，任意の
n ∈ N と 0 ≤ A ≤ B である任意の A,B ∈ Mn,+(C)
に対して 0 ≤ f(A) ≤ f(B) が成り立つとき，作用素

単調 (operator monotone)という．operator monotone

functionが f(x) = xf(x−1)を満たすとき，symmetric

であるといい， f(1) = 1を満たすとき，normarizedと

いう．

定義 2.1 Fop を次の条件を満たす函数 f : (0,+∞) →
(0,+∞)の族とする．

1. f(1) = 1,

2. tf(t−1) = f(t),

3. f は operator monotone.

例 2.1 Fop の函数の例は次で与えられる．

fRLD(x) =
2x

x+ 1
, fWY (x) =

(√
x+ 1

2

)2

,

fBKM (x) =
x− 1

log x
, fSLD(x) =

x+ 1

2
,

fWYD(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1).

Remark 2.1 f ∈ Fop は次の不等式を満たす．

2x

x+ 1
≤ f(x) ≤ x+ 1

2
, x > 0.
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f ∈ Fop に対して f(0) = limx→0 f(x)と定義する．reg-

ular 函数の全体及び non-regular函数の全体をそれぞれ

次のようにおく．

Fr
op = {f ∈ Fop|f(0) ̸= 0}, Fn

op = {f ∈ Fop|f(0) = 0}

また次のような関係が成り立つ． Fop = Fr
op ∪ Fn

op.

定義 2.2 f ∈ Fr
op に対して f̃ を次のように定義する．

f̃(x) =
1

2

[
(x+ 1)− (x− 1)2

f(0)

f(x)

]
, x > 0.

定理 2.1 ([2], [3], [8]) f → f̃ は Fr
op と Fn

opの間を１

対１に対応付ける．

3 Metric Adjusted Skew Information and

Correlation Measure

久保－安藤の行列平均理論によると平均 (mean)と作

用素単調函数 (operator monotone function) との間に

は次のような関係があることが知られている．A,B ∈
Mn,sa(C)に対して

mf (A,B) = A1/2f(A−1/2BA−1/2)A1/2.

そこで行列平均理論を用いるとmonotone metrics(quantum

Fisher informationsとも言う)を次のように定義するこ

とができる．

⟨A,B⟩ρ,f = Tr(A ·mf (Lρ, Rρ)
−1(B)),

ただし Lρ(A) = ρA,Rρ(A) = Aρ.　この場合，A,B は

点 ρにおける多様体Mn,+,1(C)への tangent vectors と

考えられる． ([11], [3]を見よ).

定義 3.1 A,B ∈ Mn,sa と ρ ∈ Mn,+,1(C)に対して次の
量を定義する．

Corrfρ (A,B) = Tr[ρAB]− Tr[A ·mf̃ (Lρ, Rρ)B],

Corrs(f)ρ (A,B) =
f(0)

2
⟨i[ρ,A], i[ρ,B]⟩ρ,f ,

Ifρ (A) = Corrfρ (A,A),

Cf
ρ (A,B) = Tr[A ·mf (Lρ, Rρ)B],

Cf
ρ (A) = Cf

ρ (A,A),

Uf
ρ (A) =

√
Vρ(A)2 − (Vρ(A)− Ifρ (A))2,

Ifρ (A)は metric adjusted skew information，Corrfρ (A,B)

はmetric adjusted correlation measureとそれぞれ呼ば

れている．([6]).

命題 3.1 ([2], [5]) A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C)に
対して次の関係がある．ただし A0 = A− Tr[ρA]I and

B0 = B − Tr[ρB]I とする．

1. Ifρ (A) = Ifρ (A0)

= Tr[ρA2
0]− Tr[A0 ·mf̃ (Lρ, Rρ)A]

= Vρ(A)− C f̃
ρ (A0),

2. Jf
ρ (A) = Tr[ρA2

0] + Tr[A0 ·mf̃ (Lρ, Rρ)A0]

= Vρ(A) + C f̃
ρ (A0),

3. 0 ≤ Ifρ (A) ≤ Uf
ρ (A) ≤ Vρ(A),

4. Uf
ρ (A) =

√
Ifρ (A) · Jf

ρ (A),

5. Corrfρ (A,B) = Corrfρ (A0, B0)

= Tr[ρA0B0]− Tr[A0 ·mf̃ (Lρ, Rρ)B0]

= Tr[ρA0B0]− C f̃
ρ (A0, B0),

6. Corr
s(f)
ρ (A,B) = Corr

s(f)
ρ (A0, B0)

= 1
2Tr[ρA0B0] +

1
2Tr[ρB0A0]− C f̃

ρ (A0, B0).

定理 3.1 f ∈ Fr
opに対して次の不確定性関係が成り立つ．

Ifρ (A) · Ifρ (B) ≥ |Corrs(f)ρ (A,B)|2,

ただし A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C).

定理 3.2 ([16], [1]) f ∈ Fr
op に対して

x+ 1

2
+ f̃(x) ≥ 2f(x), (3.1)

が成り立つならば次の不確定性関係が成り立つ．

Uf
ρ (A) · Uf

ρ (B) ≥ f(0)|Tr(ρ[A,B])|2, (3.2)

Uf
ρ (A) · Uf

ρ (B) ≥ 4f(0)|Corrfρ (A,B)|2, (3.3)

ただし A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C).

fWYD(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1),

とおくと次の不確定性関係になる．

系 3.1 A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C)に対して,

UfWY D
ρ (A) · UfWY D

ρ (B) ≥ α(1− α)|Tr(ρ[A,B])|2,

UfWY D
ρ (A)·UfWY D

ρ (B) ≥ 4α(1−α)|CorrfWY D
ρ (A,B)|2,

ただし

CorrfWY D
ρ (A,B) = Tr[ρA0B0]

−1

2
Tr[ραA0ρ

1−αB0]−
1

2
Tr[ραB0ρ

1−αA0].
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4 Generalized Metric Adjusted Skew In-

formation and Correlation Measure
系として定理 3.2を含むHeisenberg型及びSchrödinger

型の不確定性関係の一般化を与える．

定義 4.1 ([4]) g, f ∈ Fr
op はある k > 0 に対して

g(x) ≥ k
(x− 1)2

f(x)

を満たすと仮定する．このとき

∆f
g (x) = g(x)− k

(x− 1)2

f(x)
∈ Fop (4.1)

と定義する．

定義 4.2 A,B ∈ Mn,sa, ρ ∈ Mn,+,1(C)に対して次を定
義する．

Corrs(g,f)ρ (A,B) = k⟨i[ρ,A], i[ρ,B]⟩ρ,f ,

I(g,f)ρ (A) = Corrs(g,f)ρ (A,A),

Cf
ρ (A,B) = Tr[A ·mf (Lρ, Rρ)B],

Cf
ρ (A) = Cf

ρ (A,A),

U (g,f)
ρ (A) =

√
(Cg

ρ (A) + C
∆f

g
ρ (A))(Cg

ρ (A)− C
∆f

g
ρ (A)),

I
(g,f)
ρ (A), Corr

s(g,f)
ρ (A,B)はそれぞれ generalized met-

ric adjusted skew information, generalized metric ad-

justed correlation measure と呼ばれる．

命題 4.1 A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して次
の関係が成り立つ．ただし A0 = A − Tr[ρA]I, B0 =

B − Tr[ρB]I.

1. I
(g,f)
ρ (A) = I

(g,f)
ρ (A0) = Cg

ρ (A0)− C
∆f

g
ρ (A0),

2. J
(g,f)
ρ (A) = Cg

ρ (A0) + C
∆f

g
ρ (A0),

3. U
(g,f)
ρ (A) =

√
I
(g,,f)
ρ (A) · J (g,f)

ρ (A).

4. Corr
s(g,f)
ρ (A,B) = Corr

s(g,f)
ρ (A0, B0).

定理 4.1 f ∈ Fr
op に対して次の不確定性関係が成り立

つ．

I(g,f)ρ (A) · I(g,f)ρ (B) ≥ |Corrs(g,f)ρ (A,B)|2,

ただし A,B ∈ Mn,+,1(C).

定理 4.1 の証明. X,Y ∈ Mn(C) に対して

Corrs(g,f)ρ (X,Y ) = k⟨i[ρ,X], i[ρ, Y ]⟩ρ,f .

とおくと

Corrs(g,f)ρ (X,Y )

= kTr((i[ρ,X])∗mf (Lρ, Rρ)
−1i[ρ, Y ])

= kTr((i(Lρ −Rρ)X)∗mf (Lρ, Rρ)
−1i(Lρ −Rρ)Y )

= Tr(X∗mg(Lρ, Rρ)Y )− Tr(X∗m∆f
g
(Lρ, Rρ)Y ),

だから Corr
s(g,f)
ρ (X,Y )はMn(C)の内積であることが

わかるので Schwarz inequality を用いることにより結果

が得られる． 2

定理 4.2 f ∈ Fr
op に対して, ある ℓ > 0が存在して

g(x) + ∆f
g (x) ≥ ℓf(x) (4.2)

が成り立つならば次の不確定性関係が成り立つ．

U (g,f)
ρ (A) · U (g,f)

ρ (B) ≥ kℓ|Tr(ρ[A,B])|2, (4.3)

ただし A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C).

定理 4.2 を証明するには次の補題を必要とする．

補題 4.1 (4.1) と (4.2) が満たされていれば次の不等式

が成り立つ．

mg(x, y)
2 −m∆f

g
(x, y)2 ≥ kℓ(x− y)2.

補題 4.1の証明: (4.1), (4.2)より

m∆f
g
(x, y) = mg(x, y)− k

(x− y)2

mf (x, y)
. (4.4)

mg(x, y) +m∆f
g
(x, y) ≥ ℓmf (x, y), (4.5)

したがって (4.4), (4.5)より

mg(x, y)
2 −m∆f

g
(x, y)2

=
{
mg(x, y)−m∆f

g
(x, y)

}{
mg(x, y) +m∆f

g
(x, y)

}
≥ f(0)(x− y)2

2mf (x, y)
ℓmf (x, y)

= kℓ(x− y)2.

2

命題 4.1 と平均 m∆f
g
を用いて, I

(g,f)
ρ (A), J

(g,f)
ρ (A),

U
(g,f)
ρ (A), Corr

s(g,f)
ρ (A,B)を表現すると次の補題を得

る．

補題 4.2 {|ϕ1⟩, |ϕ2⟩, · · · , |ϕn⟩}を ρの固有ベクトルから

なる正規直交基底, 対応する固有値を {λ1, λ2, · · · , λn}
とする．ajk = ⟨ϕj |A0|ϕk⟩, bjk = ⟨ϕj |B0|ϕk⟩, ただし
A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して A0 ≡ A −
Tr[ρA]I, B0 ≡ B − Tr[ρB]I とする．このとき次が成

り立つ．

I(g,f)ρ (A)

=
∑
j,k

mg(λj , λk)ajkakj −
∑
j,k

m∆f
g
(λj , λk)ajkakj

= 2
∑
j<k

{
(mg(λj , λk)−m∆f

g
(λj , λk)

}
|ajk|2,
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J (g,f)
ρ (A)

=
∑
j,k

mg(λj , λk)ajkakj +
∑
j,k

m∆f
g
(λj , λk)ajkakj

≥ 2
∑
j<k

{
mg(λj , λk) +m∆f

g
(λj , λk)

}
|ajk|2,

U (g,f)
ρ (A)2 =

∑
j,k

mg(λj , λk)|ajk|2
2

−

∑
j,k

m∆f
g
(λj , λk)|ajk|2

2

Corrs(g,f)ρ (A,B) (4.6)

=
∑
j,k

mg(λj , λk)ajkbkj −
∑
j,k

m∆f
g
(λj , λk)ajkbkj

=
∑
j<k

(
mg(λj , λk)−m∆f

g
(λj , λk)

)
ajkbkj

+
∑
j<k

(
mg(λk, λj)−m∆f

g
(λk, λj)

)
akjbjk.

定理 4.2の証明: まず始めに (4.3)を示す．

Tr(ρ[A,B]) =
∑
j,k

(λj − λk)ajkbkj ,

|Tr(ρ[A,B])| ≤
∑
j,k

|λj − λk||ajk||bkj |.

したがって補題 4.1より

kℓ|Tr(ρ[A,B])|2

≤

∑
j,k

√
kℓ|λj − λk||ajk||bkj |


2

≤

∑
j,k

(
mg(λj , λk)

2 −m∆f
g
(λj , λk)

2
)1/2

|ajk||bkj |


2

≤

∑
j,k

(
mg(λj , λk)−m∆f

g
(λju, λk)

)
|ajk|2

∑
j,k

(
mg(λj , λk) +m∆f

g
(λj , λk)

)
|bkj |2


= I(g,f)ρ (A)J (g,f)

ρ (B).

同様にして

I(g,f)ρ (B)J (g,f)
ρ (A) ≥ cd|Tr(ρ[A,B])|2.

ゆえに目標の不等式 (4.3) を得る． 2

例 4.1

g(x) =
x+ 1

2
,

f(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1),

k =
f(0)

2
=

α(1− α)

2
, ℓ = 2.

このとき

g(x) + ∆f
g (x) ≥ 2f(x).

例 4.1 の証明: [14], [16] において次を得た． x > 0,

0 ≤ α ≤ 1 に対して

(x2α − 1)(x2(1−α) − 1) ≥ 4α(1− α)(x− 1)2.

したがって

g(x) + ∆f
g (x) ≥ 2f(x).

2

例 4.2

g(x) =

(√
x+ 1

2

)2

,

f(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1),

k =
f(0)

8
=

α(1− α)

8
, ℓ =

3

2
.

このとき 0 < α < 1に対して

g(x) + ∆f
g (x) ≥

3

2
f(x)

が成り立つ．

例 4.2の証明

1

2

(
1 +

√
x

2

)2

− 1

8
(xα − 1)(x1−α − 1)

=
1

8
(x+ 2

√
x+ 1− x− 1 + xα + x1−α)

=
1

8
(2
√
x+ xα + x1−α)

=
1

8
(xα/2 + x(1−α)/2)2 ≥ 0.

が成り立つので次を得る．

2

(
1 +

√
x

2

)2

≥ 1

8
(xα−1)(x1−α−1)+

3

2

(
1 +

√
x

2

)2

.

また

α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
≤

(
1 +

√
x

2

)2

,
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だから

2

(
1 +

√
x

2

)2

≥ 1

8
(xα − 1)(x1−α − 1)

+
3

2
α(1− α)

(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
.

したがって

g(x) + ∆f
g (x) ≥

3

2
f(x)

2

例 4.3

g(x) =

(
xγ + 1

2

)1/γ

(
3

4
≤ γ ≤ 1),

f(x) =

(√
x+ 1

2

)2

,

k =
f(0)

4
=

1

16
, ℓ = 2,

このとき g(x) + ∆f
g (x) ≥ 2f(x).

例 4.3を証明するためには次の補題を必要とする．

補題 4.3 x > 0に対して,yの函数を次のように定義する．

F (y) = f(x, y) =

(
1 + xy

2

)1/y

.

このとき F (y) は次の性質をもつ．

(i) F (y) は y ∈ Rの単調増加函数である．
(ii) F (y) は y < 0に対して凸 (convex)函数である．

(iii) F (y) は y ≥ 1/2 に対して凹 (concave) 函数であ

る．.

補題 4.3の証明はたいへん複雑で誌面を多くとるので

この proceedingsでは省略せざるを得ない．証明に興味

のある読者は他の論文等を参照していただきたい．

例 4.3の証明: 補題 4.3 より

2

(
1 + x3/4

2

)4/3

≥ 1 + x

2
+

(
1 +

√
x

2

)2

.

単調増加より y ∈ [3/4, 1]に対して(
1 + xy

2

)1/y

≥
(
1 + x3/4

2

)4/3

したがって y ∈ [3/4, 1]に対して

2

(
1 + xy

2

)1/y

≥ 1 + x

2
+

(
1 +

√
x

2

)2

ゆえに

2

(
1 + xy

2

)1/y

−
(√

x− 1

2

)2

≥ 2

(√
x+ 1

2

)2

.

したがって

g(x) + ∆f
g (x) ≥ 2f(x).

2
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Appendix F (y) のグラフは次のようになっている．
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図 1: Graph of f(0.1, y)
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図 2: Graph of f(0.00001, y)

直感的には y < 0 では convex, y > 0 では concave とい

う感じがするが正確には F (y) は 0 < y < 1/2 では形状

が明らかではない． x = 0.00001 のとき上のグラフから

0 < y < 1/2 では convex になっている．
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