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巡回型三重対角連立一次方程式の並列解法

Aparallel　solver　for　periodic　tridiagonal　linear　systems

　　成富敬

Naritomi　Takashi

Abstract

　In　t血is　article，　we　propose　a　new　parallel　solvedor　periodic　tridiagonal　linear　systems．　A　numer－

ical　example　is　also　given　to　illustrate　the　proposed　solver．

1　はじめに

　熱伝導方程式は，自然現象や社会現象のさまざまな場面で利用される方程式である．様々な物理現象の

シミュレーションはもとより，金融工学におけるブラック・ショールズ方程式を差分法で解く場合にも，大

規模な連立一次方程式を高速に解くことが求められる．核心となる処理は，離散化によって得られる大規

模三重対角連立一次方程式の求解部分であり，さまざまな並列計算アルゴリズムの開発が進められてきた．

求解には，三重対角行列の逆行列を利用する方法ではなく，帯行列という係数行列の構造の特殊性を生か

した解法が使われる［1］－16】．このような行列構造の特殊性を考慮した直接解法は，大規模連立一次方程式

の反復解法における探索の初期値設定においても重要である．

　本稿では，特にNeumann条件が与えられた境界値問題に対する方程式の差分化によって得られる，巡

回型三重対角連立一次方程式を対象とする．対象とする巡回型三重対角連立一次方程式を，次式のように

行列を用いて表す．
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ここで，N×1Vの係数行列Aは，対角要素d1，d2，．．．，d2vが全て非零の対角優位な巡回型三重対角行列とす

る．すなわち，14d＞【c，1＋1ε、1σ；1，2，＿，1V）．また，下対角項をc2，c3，＿，cNとし，1行2V列の要素をc1

とする。一方，上対角項はe1，ε2，．．．，eN＿1とし，　N行1列の要素をθNとする．また，の＝（の1，∬2ゾ・・，∬1V）T

とん＝（ん1，ん2，．．．，ん1V）Tは1V次元の列ベクトルである．なお，　Dirichlet条件が与えられた境界値問題に

対する差分化では，c1＝0，　eN＝0である．
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　本稿では，巡回型三重対角連立一次方程式の並列解法を提案し，数値例を示している．この解法は，Dirichlet

条件の場合，文献［4］で提案されたbi－reduction法に帰着される．

2　巡回型並列解法

2．1　導出

　いま，1V二2隅とし，式（1）のd1，　c1，ん1及びeN，　dN，んNを，それぞれ次式のようにおく．

　　　　　　　　　　　　　　　　　d1　；（オ1，　c左　＝c1，　ん左　＝ん1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　εlv；eN，（ち〉＝φv，んlv＝んノv，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2b）

式（2a）及び式（2b）を使うと，式（1）の1行目とN行目は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　弗、＋eユ¢2＋4伽＝ん1，　　　　　　　　　（3a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　elvの1十cNz2v＿1－←（εlv皿2v＝んlv．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3b）

そこで，式（3a）及び式（3b）を連立させて解くと，

　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（－e1（ろvω2十cハrciコP／v＿1十ん左（オlv－1L缶c1），　　　　　　　　　　　　（4a）
　　　　　　　　　　ユコ1＝　　　　　　　　　　　　　dl娠一e知cl

　　　　　　　　　　恥一購≒。三（一CN弗開＋e短e1∬2＋ん属一んle短）・　（・b）

式（4a）及び式（4b）を式（1）の2行目と（N－1）行目に代入すると，

　　　　　　　　　　（・・一、宝篶4）・・2＋・…＋、生読讐醗・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ん生d5＞一んlvci），　　　　　　　　　　　　　　　（5a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ん2－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dl娠一e短cl

　　　　　　　　　　、1濃考≒i・・2＋・一・＋（・・r雛篭）・N－・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・・－1－、1濃短，三（ん卸三一ん生e缶）・　　（・b）
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したがって，式（1）の1＞×N巡回型三重対角連立一次方程式から，式（6）に示す（N－2）×（1V－2）巡回

型三重対角連立一次方程式
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（6）

が得られる．ここで，

　　　　　　　　　　　　　　・≡一・・一、i絵，を，・灸一講警竃。～，

　　　　　　　　　　　　　　・灸一・・一麟≒。幽一M，　　　　（・・）

　　　　　　　　　　　　　　・缶一・一蒜・雲離～｛一・N－・一蒜鵯，

　　　　　　　　　　　　　　・短一1－・・…、三濃短。生（h属一んle缶）・　　　（・b）

　同様にして，乞（2≦乞くm）とた（m＋1＜た≦1V－1）について，乞＋鳶＝N＋1という条件のもとで，

色一乞＋1）×（た一乞十1）巡回型三重対角連立一次方程式
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　　　　　　　　　　　　　　　・島一、1．、叢篶ゴ、cl－、，・先一・・τ妾讐1cl．、・

　　　　　　　　　　　　　　　・丸・・τ、島．、≒、cl．、（ん先＋、dl．一砿、e丸＋、）・

最終的には，乞＝mおよびκ＝m＋1のとき，2×2連立一次方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d㍍　c銚e翫＋、喘＋、）G無、）一（、撫、），

が得られる．ここで，

　　　　　　　・㍍・m－、伍．、篶幾撫、，・缶・凧＋、銚．、箒C転．、，

　　　　　　　・銚・m－、鶴一、、翫．、≒，塩一、（殊．、鴫＋2一臨＋2・缶．、），

　　　　　　　・缶・・一・m・・＋意睾i語1≒．、，・義・・一・m・・一意1讐i絵、，

　　　　　　　噺一・m・・一、銚．、、偏．豊㍍．、C銚．、（臨＋2喘一、一ん翫一、e翫＋2）・

式（10）を解くと，式（12a）及び式（12b）が得られ，ωmとωm＋1が求まる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん偏d続＋、一ん伍＋、c銚

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　偲m＝d脇．r・銚．、吃’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん偏＋、喘一ん伍θ銚＋、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬m＋1＝d鑑．、一・翫．、・ち’

ところで，式（8）の最初の行と最後の行より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砲けe画＋、＋c諏＝ん1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e籍＋c轟一、＋d森＝ん島．

式（13a）及び式（13b）を整理し，ω¢と娠とについて解くと，

　　　　　　　　　　　　　　　　・・一嘱≒。1（一晦＋・＋・幽一・嘱一嘱），
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　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　娠＝嘱．。先，1（－c幽一・畷錫＋・＋嘱｝んle先）・　　（14b）

式（14a）と式（14b）において，乞＝m－1，ん＝m＋2とすると，

　　・－1τ、、翫．、≒．、C残．、（一・m．・娠＋2∬m＋C視＋2C伍．、賜＋・＋臨．、d翫＋ブ臨＋2c缶．1），

1

ωm十2＝　　　　臨一、喘＋2－e翫＋2c翫一、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15a）

（－Cm＋・喘．、妬＋・＋・m－・e銚＋2∬m＋観＋2娠一一臨一1e翫＋、）．

（15b）

同様に，式（14a）と式（14b）において，条件歪＋た＝N＋1を満たす乞とゴの組を（乞，の＝（m－2，πL＋

3），（m－3，m＋4），＿，（1，N）とすると，解の組，＠m＿1，晦＋2），＠m＿2，¢m＋3），＿，＠1，¢N）が順次求まる．

2．2　巡回型並列解法のアルゴリズム

　巡回型並列解法のアルゴリズムは，次の3つのステージから構成される．

ステージ1式（2a）及び式（2b），式（9a）及び式（9b），そして式（11a）及び式（11b）を使い，それぞれのdl，

　　ん1，d知そして砥を計算する．ただし，乞＝1，2，＿，m，ん＝N，1V－1，．．．，m＋1．

ステージ2式（12a）及び式（12b）を使い，それぞれ賜とωm＋1を計算する．

ステージ3式（14a）及び式（14b）を使い，順次ω、と籟を計算する．ただし，2＝m－1，m－2，．．．，1，

　　鳶＝m十2，m十3＿．，ノV．

3　数値例

　数値例を以下に示す．

　いま，対角優位な12×12巡回型三重対角係数行列Aを考える．
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ここで，ん＝（0．1，0．1，＿，0，1）Tとして，解忽＝（1，1，＿，1）Tを求める．このとき，ステージ1のcl，41，

ε1，属及びc先，4先，e丸，硫は以下のとおりである．なお，＊印は，計算する必要のない部分を表す．
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4 まとめ

　巡回型三重対角連立一次方程式の並列解法を提案した。本解法の計算量解析，安定性の検証，さらにマ

ルチコア環境やGPU（Graphics　Processing　Unit）を用いた数値実験については今後の課題である。
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