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Abstract

Variational　problems　on　Riemannian　manifolds　have　been　playing　a　signi丘cant　role

in　geometry　and　analysis．　In　this　thesis，　we　give　a　research　on　a　variational　problem

from　a　viewpoint　of郷〃δαcんmε孟γ2c5．

　　　Let　M　and　IV　be　Riemannian　manifblds　without　boundary，　and　let　g　andんbe

Riemannian　metrics　of　M　and　N　respectively．　Let！be　a　smooth　map　ffom　M　into

lV　and（ガbe　its　dif艶rential　map．

　　　We　consider　a　metric　pulled　back　by　the　map！．We　call　it　a　pullback　metric　and

denote　it　by！＊ん．　The　pullback　metric！＊んis　defined　by

（！＊ん）（X，y）＝ん（げ（X），ガ（γ）），

where　X　and　y　are　vector且elds　on　M．　The　pullback　metric！＊んis　a（0，2）－type

tensor　and　it　is　natural　to　take　itsオγrαcεandηoγ・m．

　　　The伽cθof　the　pullback　metric！＊んis　given　by

Trg（∫＊ん）・一Σん（ガ（eの，ガ（ε∂）

　　　　　　　　　　　　　歪

　　　　　　　　　＝liガli2，

where｛ε2｝is　a　local　orthonormal丘ame　on　M．　A　critical　point　of　the　energy　func－

tional
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（！）一んll鞭g

is　called　a　harmonic　map，　where伽g　is　the　volume　fbrm　on　M．　The　research　on

harmonic　maps　originated　with　Eells　and　Sampson．　The　theory　of　harmonic　maps　has

been　making　tremendous　progress　in　the　last　fifty　years．　Many　researches　on　harmonic

maps　have　brought　interesting　results，　not　only　of　the　properties　of　harmonic　maps

themselves　but　also　of　the　applications　of　them．　Well－known　important　examples　of

harmonic　maps　are　geodesics，　minimal　surfaces，　harmonic　functions，　and　so　on．

　　　We　pay　attention　to　theηorm　of　the　pullback　metric

1げ＊んll2一Σん（ガ（e∂，ガ（eゴ））2，

　　　　　　　　¢，ゴ

and　consider　the　fhnctional

Φ（！）一 んII川2伽9・



Generally　speaking，　the　norm　contains　more　information　than　the　trace　does．　This

doctoral　thesis　deals　with　variational　problems　for　the　functionalΦ．

We　give　a　summary　of　the　contents　of　this　thesis．

　　　In　Chapter　O，　we　give　a　brief　review　of　background　materials　fbr　this　thesis　with

some　notations．　To　describe　our　results，　we　need　some　basic　notions　in　dif蚤erential

geometry，　analysis　and　global　analysis．　We　also　give　a　lemma　which　is　used　in　our

argument．　We　de丘ne　a（0，1）－type　tensorσ∫by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σノ（X）一Σん（ガ（X），ガ（e乞））ガ（ε¢）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

The　tensorσ！plays　an　important　role　in　our　arguments．

　　　In　Chapter　1，　we　give　a丘rst　variation　fbrmula　fbr　the　functionalΦand　introduce

the　notion　of　stationary　maps．　By　the丘rst　variation　fbrmula，　we　get　the　Euler－

Lagrange　eqUatiOn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　diVgσ∫　＝　0，

where　divgσ∫denotes　the　divergence　ofσ∫．　For　any　smooth　map！，　we　call！a

3孟αオ¢oηα瑠mαpif　its丘rst　variation　vanishes，　that　is，　it　satisfies　the　Euler－Lagrange

equation．　The　notion　of　stationary　maps　is　a　central　theme　in　this　thesis．

　　　In　Chapter　2，　we　give　some　examples　of　stationary　maps．　Geodesics，4－harmonic

丘1nctions　and　isometric　harmonic　maps　are　stationary　maps．　They　illustrate　the　class

of　stationary　maps，　and　show　that　this　class　contains　many　important　examples．

　　　In　Chapter　3，　we　give　a　second　variation　fbrmula．　The　second　variation　formula

contains　the　term　of　curvature　tensor　of　IV．　This　fbrmula　is　used　in　the　argument　of

the　stability　of　stationary　maps．

　　　In　Chapter　4，　we　prove　the　existence　of　minimizers　of　the　fhnctionalΦin　each

3－homotopy　class　of　the　Sobolev　space　L1，4（M，1V）．　We　say　that　two　maps　in

L1，4（M，1V）are　3－homotopic　if　they　are　homotopic　on　the　three　dimensional　skele－

tons　of　a　triangulation　of　M．　By　the　results　of　White，　we　see　that　the　3－homotopy

is　well－de丘ned　on　L1・4（M，ノV）．We　give　a　proof　of　this　existence　theorem　by　using

this　fact．

　　　In　Chapter　5，　we　give　a　monotonicity鉛rmula　fbr　stationary　map．　We　prove

this　fbrmula　under　a　weaker　condition．　Monotonicity　formulas　are　utilized　in　the

regularity　theory　of　solutions　of　variational　problems．
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　　　In　Chapter　6，　we　give　a　Bochner　type　fbrmula．　The　Bochner　type　fbrmula　contains

the　Ricci　curvature　of　M　and　the　curvature　tensor　of　IV．　Bochner　type　fbrmulas　play

an　important　role　in　the　Bochner　technique．

　　　In　Chapter　7，　in　the　case　that　the　target　manifbld　is　a　Lie　group　with　bi－invariant

metric，　we　describe　the　Euler－Lagrange　equation　through　the　Maurer－Cartan　fbrm．
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要旨

リーマン多様体上の変分問題は，幾何学や解析学において，重要な役割を担ってきた．

本論文では，pullback　metricの観点から，変分問題についての研究を行う．

　MとNを境界なしのリーマン多様体とし，gとんをそれぞれMとNのリーマ
ン計量とする．！をMからNへの滑らかな写像とし，ガをその微分写像とする．

　！によって引き戻した計量を考える．それをpullback　metricと呼び，！＊んと表す．

Pullback　metric！＊んは，

（！＊ん）（X，y）＝ん（ガ（X），ガ（y））

により定義される．ただし，Xとyは，　M上のベクトル場とする．　Pullback　metric

！＊んは，（0，2）一型テンソルであるので，そのトレースとノルムを考えるのが自然である．

　Pullback　metric！＊んのトレースは，

Trg（！＊ん）・一Σん（ガ（e∂，ガ（e∂）

　　　　　　　づ
　　　　　ニll酬2

で与えられる．ただし，｛e乞｝はMのlocal　orthonormal　frameとする．エネルギー汎

関数
　　　　　　　　　　　　　　E（！）一んllガIP鴫

の臨界点は，調和写像と呼ばれる．ただし，伽gはMの体積要素とする．調和写像の
研究は，EellsとSampsonにより始められた．調和写像理論は，この50年間で非常に
大きな進歩を遂げている．調和写像に関する多くの研究が，調和写像そのものの性質

に関してだけではなく，応用に関しても興味深い結果をもたらした．よく知られてい

る調和写像の重要な例としては，測地線，極小曲面，調和関数などが挙げられる．

　本論文では，pullback　metricのノルム

ll燗2一Σん（ガ（e¢），ガ（e、））2

　　　　乞，ゴ

に着目し，汎関数

Φ（！）一 んll川2喝

を考察する．



　一般的に言って，ノルムはトレースより多くの情報を含む．本論文では，汎関数Φ

に関する変分問題を扱う．

各章の内容の要約を述べる．

　第0章では，本論文の背景となる基本的事項を記号とともに簡単に説明する．得ら

れた結果を述べるにあたり，微分幾何学，解析学，大域解析学における基本的概念が

必要となる．また，本論文の議論でよく用いる補題を与える．さらに，（0，1）型テンソ

ルσ∫を

σ∫（x）一Σん（ガ（x），ガ（ε∂）げ（e∂

　　　　盛

により定義する．このテンソルσ∫は，本論文の議論において重要な役割を果たす．

　第1章では，汎関数Φに対する第一変分公式を与え，stationary　mapの概念を導
入する．第一変分公式より，Euler－Lagrange方程式

diVg（Z∫　＝　0

が得られる．ただし，divgσノは，σノのdivergenceを表している．本論文では，写像！

の第一変分がゼロになるとき，！が8孟醐oηα卿mαpであると言う．言い換えると，！

が上記のEuler－Lagrange方程式を満たすことである．　Stationary　mapの概念は，本

論文の中心的主題である．

　第2章では，stationary　mapの例をいくつか与える．測地線，4一調和関数，等長調

和写像は，stationary　mapである．これらは，　stationary　mapのクラスがどのような

ものかを表し，このクラスに多くの重要な例が含まれていることを示す．

　第3章では，第二変分公式を与える．第二変分公式には，Nの曲率項があらわれ
る．第二変分公式は，stationary　mapの安定性を議論するときに用いられる．

　第4章では，Sobolev空間L1・4（M，　N）の各3一ホモトピークラスにおける汎関数Φ

の最小解の存在を証明する．L1，4（M，1V）の2つの写像が3一ホモトピックであるとは，

それらがMの三角形分割の3次元骨格上でホモトピックであるときに言う．White
の結果より，3一ホモトピーがL1・4（M，　N）上，　well－de丘nedであることが言える。この

事実を用いて，最小解の存在定理の証明を与える．

　第5章では，stationary　mapに対して，　monotonicity　formulaを与える．この
formulaをより弱い仮定の下で証明する．　Monotonicity　formulaは，変分問題の解の

regularity　theoryに使われる．
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　第6章では，Bochner　type　formulaを与える．　Bochner　type　fbrmulaには，　Mの

Ricci曲率や，　Nの曲率テンソルが含まれている．　Bochner　type　formulaは，　Bochner

techniqueにおいて重要な役割を果たす．

　第7章では，target　manifoldが両側不変計量を持つLie群の場合に，　Euler－Lagrange

方程式をMaurer－Cartan　formを通して記述する．
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Basic　notations

Throughout　this　thesis，　we　use　the　fbllowing　notations：

M，N：Riemannian　manifblds

g，ん：Riemannian　metrics　of　M　and　N　respectively

！：asmooth　map　from　M　into／V

｛ε乞｝：al・cal　orth・n・rmal血ame・n　M

X，γ，Z：vector丘elds　on．M

σ，V，　W：vector　fields　on　N

1



Introduction

In　this　thesis，　we　consider　the　functional

Φ（！）一
ん1げ・んII2伽g，

where伽g　is　the　volume　fbrm　on　a　Riemannian　manifbld　M．

　　　First　of　all，　we　give　the　definition　of　this　functionalΦmore　precisely．　Let　M

and　N　be　Riemannian　manifolds　without　boundary，　and　let　g　andんbe　Riemannian

metrics　of　M　and　IV　respectively．　Let！be　a　smooth　map　f士om　M　into　IV　and　lガbe

its　dif陀rential　map．　The　pullback　metric！＊んis　a（0，2）－type　tensor　defined　by

（！＊ん）（x，γ）一ん（ガ（x），げ（y））

for　any　smooth　vector丘elds　X　andγon　M．　We　take　theηorm　of　the　pullback

metric

1げ＊んll2一Σん（ガ（eの，げ（eゴ））2，

　　　　　　　　乞，ゴ

where｛ε¢｝is　a　local　orthonormal　frame　on　M．　The　functionalΦdefined　by　integrat－

ing　ll！＊ん［120nル1　is　the　very　functional　which　we　consider．

　　　W6　introduce　the　notion　of　harmonic　maps，　including　the　historical　aspect．　The

notion　of　harmonic　maps　originated　with　Eells　and　Sampson．　In　their　paper　published

in　1964，　they　proved　that　there　exists　a　harmonic　map　between　compact　Riemannian

manifblds　if　the　sectional　curvature　of　the　target　manifbld　is　non．positive，　by　the

heat　equation　method．

　　　Many　researchers　have　been　researching　on　harmonic　maps　and　reporting　various

results　such　as　the　existence，　the　uniqueness　and　the　stability．　Well－known　important

examples　of　harmonic　maps　are　geodesics，　minimal　surfaces，　harmonic　functions，　and

so　on．　The　research　on　minimal　surfaces　has　made　progress　independently　of　that　on

harmonic　maps．　As　the　research　on　harmonic　maps　developed，　the　relation　between

harmonic　maps　and　minimal　surfaces　became　clear．　If　M　is　two－dimensional，　under

the　assumption　that！is　conformal，！is　harmonic　if　and　only　if　it　is　minimal．

　　　The　application　of　harmonic　maps　is　researched　in　various　regions　of　research．

Rigidity　is　known　as　an　example　of　apPlications．　An　object　is　rigid，　if　the　object　is

not　defbrmed　with　keeping　its　properties．　The　rigidity　theory　has　made　remarkable

progress　by　strong　rigidity　theorems　by　Siu．　For　further　results　on　harmonic　maps，

see　Eells－Lemaire［2］and［3］．
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Aharmonic　map　is　a　critical　point　of

E（！）一
ん1剛12伽9，

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　il酬2一Σん（ガ（εの，ガ（e乞）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝1

and伽g　denotes　the　volume　fbrm　on．M．　The　fhnctional　E　is　called　an　energy　fhnc－

tional　in　the　theory　of　harmonic　maps．　Let　A　denote　a　compactly　supported　de君or－

mation　of！．　We　get　the丘rst　variation　lbrmula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dE（ゐ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　孟＝O

where　y　denotes　the　variation　vector　field，

一

2んん（η，肋g，

and　7ケis　the　tension　field　of！・

　　We　see　the　energy　functional　E丘om　a　dif艶rent　viewpoint．　The　energy　functional

Eis　the　integral　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　剛12一Σん（ガ（εの，げ（ε乞）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝1

which　is　the　norm　of　the　differential　map（ザ．　From　the　viewpoint　of　the　pullback，　we

regard　llガli2　as　the舌rαce　of　the　pullback　metric！＊ん．

　　　Generally　speaking，　the　norm　contains　more　information　than　the　trace　does．

This　doctoral　thesis　deals　with　variational　problems　fbr　the　functionalΦ，　which　is　an

integral　of　theγLorm．

We　introduce　the　notion　of　stationary　maps．　We　de丘ne　a（0，1）－type　tensorσノby

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ∫（x）一Σん（ガ（x），ガ（ε¢））ガ（e∂・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢

The　tensorσノplays　an　important　role　in　our　arguments．　For　the　functionalΦ，　we

get　a　first　variation　fbrmula

　　　　　　　　　　　　　　　　　　獣一。一一4んん（diVgσ∫，　yゆ・

for　any　compactly　supported　defbrmation！1，　where　divgσ∫denotes　the　divergence　of

σノ．We　call∫a5傭oηα瑠mαp　if　its丘rst　variation　vanishes．　By　the丘rst　variation

fbrmula，　a　smooth　map！is　a　stationary　map　if　and　only　if

diVgσ∫　＝　0，
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which　is　called　the　Euler－Lagrange　equation　for　the　functionalΦ．　The　notion　of

stationary　maps　is　a　central　theme　in　this　thesis．　Geodesics，4－harmonic　functions

and　isometric　harmonic　maps　are　stationary　maps．　The　class　of　stationary　maps

contains　important　examples．

　　We　give　a　second　variation　fbrmula　fbr　the　functionalΦ．

supported　defbrmation　of！．　Then　we　have

Let！5，εbe　a　compactly

　　　　　　　　1∂2蜘孟一。一一んん（Hess∫（晶，畠），diVgσノ）伽9

　　　　　　　　　　　　＋嬬ん（叩騨（ガ（嚇（eゴ））伽9

　　　　　　　　　　　　＋嬬ん（W（eゴ））ん（魍（eゴ））伽9

　　　　　　　　　　　　＋ん昇ん（購（eゴ））聯），卿Ug

　　　　　　　　　　　　一嬬ん鶴（e∂，y）嚇（eゴ））ん（鰯（εゴ））伽9，

where　V　and　W「denote　the　variation　vector丘elds，　and　Hess／is　the　Hessian　of！．

　　　We　prove　that　there　exist　minimizers　in　any　3－homotopy　class．　By　Nash，s　iso－

metric　embedding，　we　may　assume　that　IV　is　a　submanifold　of　a　Euclidean　space　R9．

Let

　　　　　　　　　　　L1，4（M，N）＝｛！∈L1，4（M，Rq）1！＠）∈Na．e．｝，

where　L1，4（M，　R9）denotes　the　Sobolev　space　of　R9－valued　L4－functions　on　M　whose

weak　derivatives　are　in　L4．　By　Theorem　3．4　in　White［11］，　we　see　the　following

propertles．

（1）The　3－homotopy　is　well－de丘ned　fbr　any　map∫∈L1，4（M，ノV）．

（2）Ifゐconverges　weakly　to！。。　in　L1，4（M，　N），　thenゐand！。。　are　3－homotopic　fbr

sufHciently　large乞．

The　functionalΦis　defined　on　L1，4（M，1V），　in　which　the　3－homotopy　is　well－defined．

Then　we　want　to　minimize　the　functionalΦin　each　3－homotopy　class，　i．e．，　in　the
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following　class：

　　　　　　　　　　　∫｝。一｛∫∈L1・4（M，　N）げis　3－h・m・t・pic　t・ん｝

for　any　given　continuous　map∫o　f士om　M　into　N．　Under　the　assumption　that　M　and

lV　are　compact，　we　conclude　that　there　exists　a　minimizer　of　the　functionalΦin∫ンo．

　　　We　give　a　monotonicity　fbrmula　fbr　stationary　maps．　We　prove　this　formula

holds　under　the　weaker　condition　that！is　a　stationary　map　with　respect　to　dif艶o－

morphisms　on　M，　i．e．，！satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　議蜘）、一。一・

fbr　any　compactly　supported　1－parameter　family靴of　dif忍eomorphisms　on　M．　Under

this　weaker　condition，　we　give　the　following　monotonicity　fbrmula．

　　　Fixコじo∈．M　and　letρ＞0．　Let！be　a　stationary　map　with　respect　to　dif琵omor－

phisms　on．M．　Then　it　satis且es

　　　　　　　　　　　　　　　　島｛eσ・ρ4一臨。）ll川2d勿9｝≧・，

where　O　is　a　constant　and、Bρ（∬o）is　the　ball　of　radiusρcentered　at∬o．

　　　Let！be　a　smooth　map　ffomハ4　into　IV．　Then　the　Bochner　type　fbrmula　is　as

follows：

　　　　　　　　　　　　1△1げ・んll2－divgα∫一ん（η，　divgσ∫）＋1▽（！・ん）li2

　　　　　　　　　　　　　　　＋Σん（▽ガ（eん，eの，▽げ（εん，εゴ））ん（げ（e∂，ガ（eゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞，ゴ，ん

　　　　　　　　　　　　　　　＋Σん（ガ（MR（ε乞，　eゴ）eゴ），σ∫（eの）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　歪，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　ーΣん（腕（ガ（eの，（ガ（eゴ））ガ（eゴ），σ∫（e∂），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　琶，ゴ

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∫（x）＝ん（σ∫（x），η）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5



Bochner　type　formulas　play　an　important　role　in　the　Bochner　technique．　The　Bochner

technique　is　useful　to　research　on　properties　of　manifolds．

　　　In　the　case　that　the　target　manifbld　is　a　Lie　group　with　bi－invariant　metric，　we

describe　the　Euler－Lagrange　equation　through　the　Maurer－Cartan　form．
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序論

本論文では，汎関数

Φ（！）一
んllガんll2鴫

を考察する．ただし，伽gをリーマン多様体Mの体積要素とする．

　初めに，汎関数Φのより正確な定義を与える．MとNを境界なしのリーマン多

様体とし，gとんをそれぞれ．MとNのリーマン計量とする．！をMからNへの
滑らかな写像とし，ガをその微分写像とする．Pullback　metric！＊んは，　M上の滑ら

かなベクトル場Xとyに対し，

（！＊ん）（X，y）＝ん（ガ（X），げ（y））

と定義される（0，2）一型テンソルである．Pullback　metricのノルムをとると，

1げ＊ん1［2一Σん（げ（eの，ガ（eゴ））2

　　　　¢，ゴ

となる．ただし，｛e¢｝は，Mのlocal　orthonormal　frameとする．　ll！＊んll2をM上で

積分することにより定義される汎関数Φは，まさに本論文において考察する汎関数
である．

　調和写像理論を，歴史的側面も含めて紹介する．調和写像の研究は，EellsとSamp－

sonにより始められた．彼らは，1964年に発表された論文において，　target　manifold

の断面曲率が非正のとき，リーマン多様体間の調和写像が存在することを，熱方程式

の方法を用いて証明した．

　多くの研究者が調和写像の研究を行っており，調和写像の存在や一意性，また，安

定性などの様々な結果が報告されている．よく知られている調和写像の重要な例とし

ては，測地線，極小曲面，調和関数などが挙げられる．一方，極小曲面の研究は，調和

写像とは独立に発展してきた．調和写像の研究が進むにつれて，極小曲面との関連性

が明らかになってきた．Mが2次元のとき，！が共形という仮定の下では，！が調和
であることと極小であることは，同値である．

　調和写像の応用は，様々な研究分野において，研究されている．剛性は，応用例の

一っとして知られている．対象が剛性であるとは，その対象が性質を保ったまま変形

できないときに言う．Siuによる強剛性定理により，剛性理論が大きく発展した．調
和写像に関するさらなる結果は，Eells－Lemaire［2］，［3］を参照せよ．

調和写像とは，

E（！）一 ん1剛鳩

7



の臨界点のことである．ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　剛2一Σん（げ（eの，ガ（e¢））

　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝1

で，伽gは，Mの体積要素を表している．調和写像理論において，汎関数Eは，エネ
ルギー汎関数と呼ばれている．コンパクトなサポートを持つ変分ゐに対して，第一

変分公式

　　　　　　　　　　　響）…一一2んん（η，y）鴫

が得られる．ここで，yは変分ベクトル場であり，また，τノは！のテンション場で
ある．

　エネルギー汎関数Eを異なる観点から見る．エネルギー汎関数Eは，微分写像

ガのノルム
　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　llガll2一Σん（ガ（ε∂，ガ（ez））

　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝1
の積分である．引き戻しの観点から見ると，1ガil2をpullback　metricのトレースと

見ることができる．

　一般的に言って，ノルムはトレースより多くの情報を含む．本論文では，pullback

metricのノルムの積分である汎関数Φに関する変分問題を扱う．

　Stationary　mapの概念を導入する．（0，1）一型テンソルσ∫を

　　　　　　　　　　σノ（x）一Σん（ガ（x），ガ（e乞））ガ（ε¢）

　　　　　　　　　　　　　　　　z

と定義する．本論文の議論において，テンソルσ∫は重要な役割を果たす．汎関数Φ

に対する第一変分公式は，以下のようになる．コンパクトなサポートを持っ変分んに
対して，

　　　　　　　　　　4響）…一一4んん（d婦）喝

が成り立っ．ここで，divgσ∫は，σ！のdivergenceを表している．第一変分公式がゼ

ロになるとき，！を8孟α伽ηαr〃m叩と呼ぶ．第一変分公式より，滑らかな写像！が

stationary　mapであることと，！が方程式

　　　　　　　　　　　　　　　diVgσノ　＝　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



を満たすことは同値であることが言える．この方程式は，汎関数ΦのEuler－Lagrange

方程式である．Stationary　mapの概念は，本論文の中心的主題である．測地線，4一調

和関数，等長調和写像は，stationary　mapである．このように，　stationary　mapのク

ラスは重要な例を含んでいる．

　汎関数Φの第二変分公式を与える．コンパクトなサポートを持っ変分！、，亡に対
して，

　　　　　懸斜…一一んん（Hess∫（晶，現），d㍉σ∫）鴫

　　　　　　　＋嬬ん醐叩）嚥），鵬））賜

　　　　　　　＋嬬ん（▽，忍ガ（eゴ））ん（w鵬））賜

　　　　　　　＋嬬ん（▽，湧（ザ（eゴ））ん（撫），叩）鴫

　　　　　　　一礁ん（腕（ガ（e¢），y）四鵬））ん（ガ＠臨））喝

が成り立っ．ここで，VとWは変分ベクトル場であり，また，　Hessノは！のHessian
を表している．

　各3一ホモトピークラスにおける最小解の存在を証明する．Nashの等長埋め込み
により，Nはユークリッド空間R9の部分多様体と仮定することができる．このとき，

　　　　　　L1・4（M，N）一｛！∈L1，4（M，Rσ）1！＠）∈Na．e．｝

とする．ただし，L1・4（M，　R9）は，　M上のR9一値L4一関数で，その関数の弱微分がL4

に入っているようなSobolev空間を表している．　White［11］のTheorem　3．4により，

（1）3一ホモトピーは，任意の写像！∈L1・4（M，　N）に対して，　well－de丘nedである．

（2）L1・4（M，1V）であが！。。に弱収束するならば，十分大きな乞に対してゐと！。。は，

3一ホモトピックである．

ということが分かる．汎関数ΦはL1，4（M，N）上で定義されるが，そこでは，3一ホモ

トピーがwell－de丘nedである．各3一ホモトビ゜一クラスで，汎関数Φの最小解を見つけ

たい．3一ホモトピークラスとは，

　　　　　　∫｝。＝｛！∈L1，4（M，　N）1！is　3－h・m・t・pic　t・メ・｝
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というクラスである．ただし，メoは，MからNへの連続写像とする．　MとNはコ
ンパクトとすると，乃。内に汎関数Φの最小解が存在する．

　Stationary　mapに対して，　monotonicity　fbrmulaを与える．！がMのdi任eomor－

phismに関するstationary　mapというより弱い条件，すなわち，　M上の任意のコン

パクトなサポートを持つ1－parameter鉛mily靴に対して，

　　　　　　　　　　　　　議Φ（加）一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　診＝0
を満たすという条件の下で，以下のようなmonotonicity　formulaが成り立っことを証
明する．

　∬o∈．Mを固定し，ρ＞0とする．！がMのdif艶omorphismに関するstationary
mapとする．このとき，！は，

　　　　　　　　　蕩｛甜mム圃1畔喝｝≧・

を満たす．ただし，0は定数で，Bρ＠o）は，コじoを中心とした半径ρの球である．

　！をMからNへの滑らかな写像とする．このとき，Bochner　type丘）rmulaは，

　　　　　　1△1洲2－diVgα一ん（η，　diVgσ∫）＋1“▽（ガん）ll2

　　　　　　　　＋Σん（▽ガ（e祠，▽ガ（eκ，εゴ））ん（げ（ε乞），ガ（eゴ））

　　　　　　　　　¢，ゴ，た

　　　　　　　　＋Σん（ガ（塑（e琶，eゴ）eゴ），σ∫（e∂）

　　　　　　　　　　乞，ゴ

　　　　　　　　ーΣん（触（ガ（eの，ガ（eゴ））ガ（εゴ），σ∫（ε∂）

　　　　　　　　　　②，ゴ

となる．ただし，

　　　　　　　　　　　　　αノ（x）＝ん（σノ（x），η）

とする．Bochner　type　fbrmulaは，　Bochner　techniqueにおいて重要な役割を果たす．

Bochner　techniqueは，多様体の性質を調べるのに役立っ．

　Target　manifoldが両側不変計量を持つLie群の場合に，　Euler－Lagrange方程式を

Maurer－Cartan　fbrmを通して記述する．
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0 Preliminaries

0．1　Riemannian　geometry

ARiemannian　manifbld　is　a　smooth　manifbld　M　with　a　Riemannian　metric　g．　A

Riemannian　metric　g　is　an　inner　product　on　the　tangent　space％M　at　any　point

∬∈M．That　means　that　g　is　bilinear，　symmetry　and　positive　de丘nite．

　　Throughout　this　thesis，　M　and／V　are　Riemannian　manifblds　without　boundary．

Let　g　andんdenote　the　Riemannian　metrics　on　M　and　N　respectively

　　Letコ℃（M）be　the　set　of　vector　fields　on」M．　V▽6　define　a　connection▽on　M　by

amap▽：劣（M）×劣（．M）→劣（M）with　the　fbllowing　properties

（1）▽x＋yZ＝▽xZ十▽yZ，

（2）▽ノxZ＝！▽xZ，

（3）▽x（y＋z）＝▽xy＋▽xz，
（4）▽x（ノy）＝（X！）γ十！▽xγ

for　X，｝～Z∈劣（M）andノ∈0°°（M）．　We　de且ne　a　torsion　T　by　T（X，　y）＝▽xy－

▽yX－［X，　y］，　where［X，　y］＝Xy－yX．　A　connection▽is　called　torsion　ffee

if　T＝0．　A　Levi－Civita　connection　is　a　torsion丘ee　connection　defined　by▽g＝0，

i．e．，▽（g（X，y））＝g（▽X，y）十g（X，▽y）．　W6　know　the　fact　that　there　exists　a

Levi－Civita　connection　uniquely　on　any　Riemannian　manifbld．

　　Let　M　be　an　m－dimensional　Riemannian　manifold　and▽be　a　Levi－Civita　con－

nection．　A　curvature　tensor　1～is　de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　R（x，γ）z＝▽x▽yZ－▽y▽xz－▽［x，y］z

for　X，】鷲Z∈劣（M）．　By　the　curvature　tensor　R，　we　de且ne　a　sectional　curvatureκ

by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K（X，y）－9（肇課x），

where　lX〈yl　denotes　the　area　ofthe　plane　spanned　by　X　andγ，　i．e．，　IX〈yl2＝

g（X，X）gC巳y）－g（X，γ）2．　W6　see　that　the　sectional　curvature　determines　the

curvature　tensor　from　the　definition．　The　curvature　of　M　is　called　positive　if、κis

positive　definite，　and　negative　if、κis　negative　definite．　The　trace　of　the　curvature

tensor　is　the　Ricci　curvature

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ric（X，　y）一Σ9（R（X，　e∂e¢，γ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琶＝1

where｛e¢｝denotes　a　local　orthonormal　ffame．　In　this　thesis，　we　use　this　notation

for　a　local　orthonormal　frame．　FUrthermore　the　trace　of　the　Ricci　curvature　is　the

SCalar　CUrVatUre
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Scal一ΣRic（ε¢，e乞）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琶＝1
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　　Let　X　be　a　vector丘eld　associated　with　a　1－parameter　familyψ亡of　difBeomorphisms

on　M．　For　any　differential　fbrmωon　M，　the　Lie　derivative　ofωis　de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙xω＝誘（叫一。・

where（ρ誇ωdenotes　the　pullback　ofωbyψか

　　Let！be　a　smooth　map　from．M　into　N　and（ガbe　its　difFerential　map．　The

pullback　metric！＊んis　a（0，2）－type　tensor　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！＊ん）（x，y）＝ん（ガ（x），ガ（y））

for　X，　y∈£（M）．

　　Amap∫is　an　isometric　embedding　if　it　is　an　embedding　with　the　condition　of

！＊ん＝9．

0．2　Lie　groups

W6　call　G　a　Lie　group　if　it　is　a　smooth　manifold　with　a　smooth　group　structure，　i．e．，

σ×σ∋（9，ん）ト＞9・ん一1∈θis　smooth．

　　Let　V　be　a　vector　space．　We　call［，］aLie　bracket　if　a　biIinear　map［，

τ／satisfies

（1）　（linearity）　　　　　　　　［X，α】r十6Z］＝α［X，　y］十6［X，　Z］，

（2）（skew－symmetry）　［x，　y1＝一［｝ろx］，

（3）（Jacobi　identity）　　［［X，　y］，　Z］十［［】乙Z］，　X］十［［Z，　X］，　y！＝O

fbr　X，｝～Z∈Vandα，δ∈R．

］：y×y→

　　Let　g　denote　the　Lie　algebra　associated　with　the　Lie　groupσ．　A　1－fbrmθofσis

called　a　Maurer－Cartan　fbrm　ifθコ5（Xの＝X，　where瓢∈（7，　X灘∈％（7，　X∈g．

0．3　　Sobolev　spaces

The　set　ofmaps　ofclass　O°°from　M　into　Rg　is　denoted　by　C°°（M，　R9）．　The　norm

ll　Il1，p　is　de丘ned　by

1凶1・，P－（ん1！随・＋ん肺”9）1／P

for　1〈p＜∞．　The　Banach　space　L1，P（M，　R9）is　de丘ned　by　taking　the　completion

ofC∞（M，　R9）with　respect　to　the　norm　ll　lI1，p．
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　　Let　X　be　a　Banach　space　and　X＊be　the　dual　space　of　X．　Let〈，＞be　the　pairing

ofXand　X＊．　A　sequence｛」じ¢｝窪1　in　X　converges　weakly　to∬∈Xif

〈∬¢，9＞→〈∬，〃〉（乞→○。）

forツ∈x＊．

0．4　Homotopy
Let　X　be　a　topological　space　and五be　a　subspace　of　X．　We　call（X，　A）atopological

pair．　W6　de丘ne　a　map∫：（X，　A）→（γβ）by！：X→ysuch　that！（A）⊂B．　Let

！1，！2：（X，且）→（｝ろB）and　I＝［0，1］．　We　ca11！1　and！2　homotopic　if　a　continuous

map　E：（X，ノ1）×1→（名B）satisfies

（1）H＠，0）＝！、（の，

（2）H（磁，1）＝！2（∬），

（3）H（A，オ）⊂B　 fbr　any孟∈1．

Then　we　write！1鯉！を．　If　A＝B＝の，　we　say　that！1　and！2　are（ffeely）homotopic．

If　X＝lm，孟＝∂lm　and、B＝｛∬o｝，！1　and！2　are　homotopic　based　at∬o．　W6　define

ahomotopy　group　byπm　C巳∬o）＝｛！：（1m，∂lm）→（乳｛∬o｝）｝／望．

0．5　Harmonic　maps

Let．M　and　N　be　Riemannian　manifolds　without　boundary，　and　let！be　a　smooth

map　from　M　into　N．　A　harmonic　map　is　a　critical　point　of　the　energy　functional

E（！）一
ん1剛2伽g，

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ilげll2一Σん（ガ（e∂，ガ（e6）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝1

and伽g　denotes　the　volume　fbrm　on　M．　The　tensor

（1） η一Σ（▽。、（ガ）（e∂

　　　　　¢

is　called　a孟θη8ぎoη！1θZ40f！．　Then！is　a　harmonic　map　if　and　only　ifη＝0．

0．6　Apreliminary　lemma

We　give　a　preliminary　lemma，　which　we　use　in　our　argument．　Let　M　and　N　be　Rie－

mannian　manifolds　without　boundary　with　Riemannian　metrics　g　andんrespectively．
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Let！be　a　smooth　map　from　M　into　1＞．　We　take　theηorm　of　the　pullback　metric

　　　　　　　　　　　　　　　　　ll！＊んll2一Σん（ガ（eの，ガ（eゴ））2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢，ゴ

and　consider　the　fUnctional

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Φ（！）一ん1げ・ん112伽9・

　　We　de丘ne　the　tensorσ∫，　which　plays　an　important　role　in　our　arguments，　as

∬ollOWS：

（2）　　　σノ（X）一Σん（ガ（X），ガ（θ琶））げ（e∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

fbr　any　vector丘eld　X　on．M．　W6　give　the　fbllowing　lemma：

Proof　The　equality（3）easily　follows　from　the　de丘nition　ofσF．　Indeed，　since

ん（・4，B）ん（0，　D）＝ん（且，ん（0，　D）B），　we　have

　　　Σん（σ，副e∂）ん（dF（X），　dF（ε乞））一惚Σん（副X），　dF（e∂）4F（e∂）

　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ーん（σ，σF（x））・

Furthermore　letσ＝ガ（θゴ）and　let　X＝eゴin（4），　and　sum　with　respect　toブ，　and

then　we　have（5）．　　口
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1 FirSt　VariatiOn　fbrmUla

In　this　chapter　we　give　a　first　variation　fbrmula　for　the　functionalΦ．　Let　M　and／V

be　Riemannian　manifblds　without　boundary　and！be　a　smooth　map　from　M　into
／V．

1．1　First　variation　fbrmula

Take　any　smooth　defbrmation　F　of！，　i．e．，　any　smooth　map

F：（一ε，ε）×M－→Ns．t．F（o，∬）＝！（ω），

whereεis　a　positive　constant．　Suppose　that　the　de50rmation　F「is　compactly　sup－

ported，　i．e．，　F（ちコじ）＝！（磁）fbr　anyオoutside　a　fixed　compact　set．　Let！1＠）＝F（オ，勾，

and　then∫o（の＝！（∬）．　We　o銑en　say　a　de鉛rmationゐ＠）instead　of　a　defbrmation

F（ちコじ）・Let　y－dF（£）L。　den・te　the　variati・n　vect・r丘eld・f　the　def・rmati・n　F

（see　Urakawa［81　fbr　notations）．　Then　we　have

（丘rSt　VariatiOn　fOrmUla）

dΦ㈲
一

4んん（d・Vgσア，肋9，

where伽g　denotes　the　volume　fbrm　on　M　and　dlvσノis　the　divergence　ofσ！，1．e．，

d・Vgσ∫Σ（▽。、σノ）（e∂・

Pr・・f　We　calculate農ll琳li2　at　any丘xed　p・int∬。∈M．　The　c・nnecti・n▽is

trivially　extended　to　a　connection　on（一ε，ε）×M．　We　use　the　same　notation▽fbr

this　connection．　The　frameε¢is　also　trivially　extended　to　a　frame　on（一ε，ε）×（the

d・main・f　the丘ame），　and　we　use　the　same　n・tati・nε乞・Then　we　see▽・轟一▽農e¢

＝Oon（一ε，ε）×M．　Use　a　normal　coordinate　at∬o，　and　we　can　assume▽ε乞eゴ＝O

at∬o　fbr　any乞，ゴ．Since（d、F）（孟，灘）（（e¢）（オ，¢））＝（峨）ω（（ε∂（孟，⑳）），we　denote　it　by（9F（ε∂

simpl）孔Note　that

▽畠（dF（e∂）一（▽詔F）（e乞）＝（▽・μF）（嘉）一▽・・（4F（畠）），
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since［農，　e¢］＝0・Then　we　have

（6）1畠llガんll2－1農昇ん（峨（e淵eゴ）聯），吼（eゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　－1畠昇ん（dF（e∂，dF（eゴ））ん（dF（e∂，dF（εゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　一　Σん（▽旦（dF（eづ）），副eゴ））ん（dF（e¢），　dF（eゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞，ゴ　　　∂亡

　　　　　　　　　　　　　　　　一　Σん（▽。、（dF（農）），副eゴ））ん（dF（eの，副eゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　哲，ゴ

　　　　　　　　　　　　　Lemm些’1（3）Σん（▽，、（dF（畠）），σF（εの）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琶，ゴ

The　last　equality飾ll・ws血・m　Lemma　O・1（3）飾rσ一▽。、（dF（畠））and　f・r　X一ε乞・

Integrate　the　both　sides　of（6）over　M　and　use　integration　by　parts

　　　　　　　　ん畠llガんll2伽9－4ん琴ん（▽，、（dF（農）），σF（角））伽9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－－4ん琴ん（dF（畠），▽，、（σF（e¢）））伽g・

Then　letオ＝0，　and　we　obtain　the丘rst　variation　fbrmula．　口

1．2　Stationary　maps

We　give　here　the　notion　of　stationary　maps　for　the　functionalΦ．

De丘nition　1．1　We　call　a　smooth　map！astationary　map　if　the丘rst　variation

of　F（at！）identically　vanishes，　i．e．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dΦ㈲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒

fbr　any　smooth　deformation！孟of！．

By　the　first　variation　fbrmula（Theorem　1．1），　we　have

16



Proposition　1．1　A　smooth　map！is　a　stationary　map　if　and　only　if　it　satis丘es

the　equation

（7）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d1Vgσ！

whlch　is　called　the　Euler－Lagrange　equation　fbr　the　functionalΦwhereσ！is　the

covariant　tensor　defined　by（2）．

1．3　Euler一正agrange　equation　in　the　case　of　surfaces

We　consider　the　case　of　immersed　surfaces　in　R3．　Let　D　be　a　domain　of　R2　with　the

standard　metric．　Let！be　a　smooth　map　from　D　into　IR3．　Wb　write（，）fbr　the

inner　pr・duct　with・espect　t・the　standa・d　metric・Put　e1一晶and　e2一島・In　this

case，（7）is　represented　by　the　fbllowing　form．

Theorem　1．21n　the　case　of　surfaces，　the　Euler－Lagrange　equation　is　represented

as

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂2！　　∂2！　∂2！

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂∬2　∂磁∂雪　∂92

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂E∂！　∂F∂！　∂F∂！　∂σ∂！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂∬∂磁　∂∬∂9　∂9∂ω　∂ツ∂㌢

where　E，　F，σare　the丘rst　fundamental　quantities，　i．e．，

　　　　　　　　　　E－（ll∂！），F－（∂！∂！），σll，霧
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Proof．　We　calculate

diVgσ∫　＝

This　proves　the　theorem．

（▽。、σ∫）（e・）＋（▽。，σノ）（e2）

▽，、（σノ（ε1））＋▽。，（σ！（e2））

▽。、（ん（ガ（ε、），（ザ（e、））ガ（e、）＋ん（ガ（e、），ガ（ε2））ガ（e2））

＋▽，、（ん（ガ（e2），（ザ（e、））ガ（e、）＋ん（ガ（ε2），（び（e2））ガ（e2））

▽£（ん＠（晶），ガ（晶））ガ（晶）＋ん＠（晶），ガ（島））ガ（島））

＋▽音（ん＠（島），ガ（券））ガ（晶）＋ん（げ（湯），ガ（湯））ガ（湯））

券（傷，雛＋傷継）＋島（（諾，雛＋（瀦）諾）

晶（嗜＋F霧）＋島（F霧＋嘲

霧＋E募＋㍊＋F燕＋雛＋F轟＋瀦＋σ灘・
　　　　　　　　　口

2　Examples
In　this　chapter　we　give　some　examples　of　stationary　maps．

2．1　4－harmonic　functions

We丘rst　give　the　de丘nition　of　a　p－harmonic　map．　Let！be　a　map　from　M　into　lV．

W6　call！p－harmonic　if！is　a　weak　solution　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Trg（▽（剛p－2ガ））－0．

　　Here　we　consider　the　case　that　the　target　manifold　is　the　one－dimensional　Eu－

clidean　space．

五emma　2．1　Let！be　a　function　from　M　into　R　with　the　standard　metric．　Then

！is　a　stationary　map　if　and　only　if　it　is　4－harmonic．

Proof． This　result　is　given　by　Kawai－Nakauchi［4］without　proof　We　give　a　full

18



proof　fbr　reader’s　convenience．　S

diVgσノ　＝

ince

Σ▽，、（ん（ガ（eの，ガ（eゴ））ガ（eゴ））

¢，ゴ

Σ▽。、（（ガ（e¢）ガ（eゴ）2）

¢，ゴ

Σ▽亀（Σガ（e，）2ガ（eの）

　¢　　　　　ゴ

Σ▽，、（1剛2ガ（ε∂）

　づ

Trg（▽（llガll2dの），

we　see　that！is　a　stationary　map　if　and　only　if　it　is　4－harmonic． 口

2．2　Geodesics

We　discuss　the　case　of　curves．　In　this　case，　we　see　that　all　stationary　curves　are

geodesics　by　an　arclength　parameter．

正emma　2．2　When！is　parameterized　by　the　arclength　parameter，

tionary　map　if　and　only　if　it　is　geodesic．

it　is　asta＿

Proof　Let　5　be　an　arclength　parameter，　i．e．，　I　l！’（5）lI2ニ1，where！’is　the　diflbrential

by　8．　Exchange　the　parameterオfbr　the　arc　length　parameter　5．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　σ∫（互∂3）一ん（ガ（晶），ガ（晶））ガ（晶）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ガ（∂∂8），

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　diVgσ∫一（▽£の（£）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一▽ガ（£）（ガ（晶））・

Then，　when！is　parameterized　by　the　arclength　parameter，　it　is　a　stationary　map　if

and　only　if　it　is　geodesic．　　□
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2．3　Radially　symmetric　maps　with　singularities

Lemma　2．3（See　Kawai－Nakauchi［4］．）

Let！o：Bm→　sm－1
　　　　　　　しり　　　　　しり

　　　　　　　一缶一メ・＠），

where　B鵠is　an　m－dimensional　ball　and　S鵠一1　is　an（m－1）－dimensional　sphere．

Then　the　mapんis　a　stationary　map．

　　The　above　map！b　is　well－known　in　the　theory　of　harmonic　maps．　This　map　gives

astructure　of　singularities　of　harmonic　maps．

2．4　0ther　examples

五emma　2．4　Let　M　and　IV　be　Riemannian　manifolds　and！　M→1V．　The

fbllowing　two　maps　are　stationary　maps：

（1）！：isometric　harmonic．

（2）！：totally　geodesic．

Proof　We　give　a　proof　of（1）．　If！is　isometric，　i．e．，！＊ん＝g，　then　we　see

　　　　　　　　　　　　　　　　diVgσノーΣ▽。、（ん（ガ（eの，ガ（eゴ））ガ（eゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　歪，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ーΣ▽。、（9（e¢，εゴ）ガ（εゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Trg（▽（の．

Hence，　when！is　isometric，　it　is　a　stationary　map　if　and　only　if　it　is　a　harmonic　one．
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　　We　give　a　proof　of（2）．　We　have

　　　　　　　　　　　　diVgσノーΣ▽，、（ん（ガ（e∂，ガ（eゴ））ガ（εゴ））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ーΣん（（▽，、（の（e∂，（ザ（eゴ））ガ（eゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盛，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σん（ガ（e¢），（▽，、ガ）（eゴ））ガ（eゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σん（ガ（e∂，ガ（eゴ））（▽。誇）（eゴ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　0，

since！is　totally　geodesic，　i．e．，▽dゲ＝0．　　口

3　Second　variation　fbrmula

In　this　chapter　we　give　a　second　variation　fbrmula　for　the　functionalΦ．　Let．M　and

Nbe　Riemannian　manifblds　without　boundary　and！be　a　smooth　map　from．M　into
／V．

3．1　Second　variation　fbrmula

Take　any　smooth　deformation　F　of！with　two　parameters，　i．e．，　any　smooth　map

　　　　　　　1ア　：　（一ε，ε）×（一δ，δ）x・M　－一→　1V　s．t．　・F（0，0，二じ）＝！（∬）．

Suppose　that　the　defbrmation　F　is　compactly　supported，　i．e．，　F（5，ち∬）＝！（ω）fbr

any　8　andオoutside　a　fixed　compact　set．　Let！8，亡（∬）＝F（8，オ，の，　and　thenメo，oω＝

！（∬）．W60ften　say　a　defbrmation！8，古（勾instead　of　a　defbrmation　F（8，オ，コじ）．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　y一副晶）し一。，w一副現）L、一。

denote　the　variation　vector丘elds　of　the　defbrmation、F．　Then　we　have
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Theorem　3．1（second　variation　formula）

1∂2Φ（！8，∂

互　∂8∂オ
3，亡＝0

一一
んん（Hessノ（券，

畠），diVgσ∫）伽9

　　　　　　　　　＋嬬ん醐騨（姻eの，げ（eゴ））伽・

　　　　　　　　　＋ん昇ん隅（θゴ））糊ガ（eゴ））伽・

　　　　　　　　　＋嬬ん（嚇（eゴ））聯），卿”9

　　　　　　　　　一嬬ん鶴（eの，V岡（eゴ））聯），ガ（eゴ））伽9，

where　Hess∫denotes　the　Hessian　of！，　i．e．，　Hessノ（X，　y）＝（▽x（の（γ）＝

（▽y（の（x）．

Proof　The　connection▽is　trivially　extended　to　a　connection　on（一ε，ε）×（一δ，δ）×

M．We　use　the　same　notation▽fbr　this　connection．　The　frame　e¢is　also　trivially

extended　to　a　frame　on（一ε，ε）×（一δ，δ）×（the　domain　of　the　frame），　denoted　by

the　same　notation　e¢．　Then　we　see

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽互ε2－▽。轟一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽互eド▽，義一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽最一▽最一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂8　　　　　　　　∂孟

・n（一ε，ε）×M．Take　and丘x　any　p・int∬。∈M，　and　we　calculate蓋ll！訓2　at

（5，孟，勾＝（0，0，鉛o）．Using　a　normal　coordinate　we　can　assume▽eieゴ＝Oat∬o　fbr

any乞，ブ．Then　we　see

　　　　　▽晶陶）一（▽∂dF　房）（ε¢）一（▽鋭dF）（晶）一▽調晶））

　　　　　▽畠（dF（θ・））一（▽〆）（ε2）一（咽（畠）一▽調畠））・
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Then　we　have

（8）
1蓋liだ・んll2－1∂ll滞ん（ガ、，古（e¢），吼・（εフ））2

－

1∂1；オ署聯），dF（eゴ））2

一
Σん（▽旦▽互（dF（e¢）），dF（eゴ））ん（dF（eの，　dF（eゴ））

　　　　　　∂8　∂孟　　　オシゴ

　　　＋Σん（▽旦（dF（εの），▽互（4F（eゴ）））ん（dF（ε¢），　dF（eゴ））

　　　　　　　　∂5　　　　　　　　　　　　　　∂オ　　　　づウゴ

　　　　　＋Σん（▽互（副eの），副eゴ））ん（▽互（副eの），副eゴ））

　　　　　　　　　　∂5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂孟　　　　　　ぼシゴ

　　　　　　　＋Σん（▽旦（dF（eの），dF（eゴ））ん（dF（e乞），▽互（dF（εゴ）））．

　　　　　　　　　　　　∂8　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂亡　　　　　　　　盛，ゴ

W6　calculate　the丘rst　term　in　the　right　hand　side．　Since

▽旦▽互（4F（θ∂）

　∂8　∂孟

we　have

（9）

一
（▽互▽旦副（εの一（▽旦▽，μF）（農）

　　　　お　　　　　　　　　　　　　　　ヨ

＝
　（▽ε‘▽旦dF）（嘉）－N盆（dF（e2），　dF（晶））dF（農）

　　　　　お
一▽，、HeSSF（∂　∂∂3，∂舌）一堕（dF（εの，　dF（晶））dF（農），

On　the　other　hand　by　Lemma　O．1（3）fbrσ＝▽e、Hess．F（蕊，翫）and　for　X＝θ2，　we

have

（10）　　　　Σん（▽，、HeSSF（晶，嘉），dF（eゴ））ん（副εの，副eゴ））

　　　　　　　　　　ぎウゴ

　　　　　　　　　　　ーΣん（▽，、HeSSF（晶，晶），σF（e∂）・

　　　　　　　　　　　　　¢

Integrate（8）over　M　and　use（9）and（10）．　Let　5＝オ＝0，　and　then　we　have　the

second　variation　fbrmula．　口

　　　　　　　　　　　　　　　　　　23

Σん（▽互▽互（dF（εの），dF（eゴ））ん（副e∂，　dF（eゴ））

　　　∂8　∂古づシゴ

ー
Σん（▽。、HeSSF（晶，£），dF（eゴ））ん（dF（εの，　dF（eゴ））

　　　ゴシゴ

　　　ーΣん（腕（4F（e∂，　dF（晶））dF（畠），　dF（eゴ））ん（dF（e∂，　dF（eゴ））．

　　　　¢，ゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　∂



3．2　Some　remarks

We　give　two　remarks　for　the　second　variation　formula．

Remark　3．1　Note　that　the丘rst　term　in　the　right　hand　side　in　Theorem　3．1　vanishes

if！is　a　stationary　map．

Remark　3．2　The　last　term　of　the　right　hand　side　is　equal　to

一

唐瞬（eの，y）四σ∫（e¢））伽9・

Indeed　we　have　this　equality　by　Lemma　O．1（4）fbrσ＝堕（ガ（θ∂，　y）W『and　X＝e唇．

4 Minimizers　in　3－homotopy　classes

In　this　chapter　we　utilize　the　notion　of　3－homotopy　in　a　Sobolev　space，　which　is　given

by　White，　and　construct　a　minimizer　of　the　functionalΦin　each　3－homotopy　class

of　the　Sobolev　space．

4．1　Weak　homotopy　in　Sobolev　spaces

We　assume，　by　Nash，s　isometric　embedding，　that／V　is　a　submanifold　of　a　Euclidean

space　R9．　Let

L1，P（M，N）一｛ノ∈L1，P（M，Rq）1！＠）∈Na．e．｝，

where　L1・P（M，　Rq）denotes　the　Sobolev　space　of　R9－valued　LP－functions　on　M　whose

weak　derivatives　are　in　LP．　Then　White　proved　that　the　notion　of　the［p－1］－

homotopy　is　compatible　with　the　Sobolev　space　L1，P（M，　N），where［］denotes　the

Gauss　symbol，　i．e．，回is　the　integer　greater　than　or　equal　toγ．　Maps！1　and！2　are

［p－1］－homotopic　if　they　are　homotopic　on　the［p－1］－dimensional　skeletons　of　a

triangulation　of　M．

Theorem　W（Theorem　3．4　in　White［11］．　See　also［10］and［1］．）

（1）The［p－1］－homotopy　is　well－de丘ned　for　any　map！∈L1，P（M，ノV）．

（2）Ifゐconverges　weakly　to！。。　in　L1・P（M，　N），　then！l　and！○。　are［p－1］－

homotopic　fbr　su伍ciently　Iarge　2．
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4．2　Minimizers　in　3－homotopy　classes

In　this　section，　we　assume　that　the　Riemannian　manifblds　M　and　IV　are　compact．

The　functionalΦis　de丘ned　on　L1，4（．M，1V），　in　which　the　3－homotopy　is　well－de丘ned．

Then　we　want　to　minimize　the　functionalΦin　each　3－homotopy　class，　i．e．，　in　the

fbllowing　class：

∫｝。一｛！∈L1・4（M，　N）1！is　3－h・m・t・pic　t・あ｝

fbr　any　given　continuous　map！b　f士om　M　into／V．

Theorem　4．1　There　exists　a　minimizer　of　the　functionalΦin乃。．

Remark　4．1　When　M　is　4－dimensional　andπ4（N）＝0，　any　coη伽切錫5　minimizer

inフ㌔minimizesΦin　its　ordinary（free）homotopy　class　of∫o．

Proof　of　Theorem　4．1．　Take　a　minimizing　sequence！l　fbrΦ，　i．e．，Φ（あ）converges

to　the　in丘mum　ofΦ．　Passing　to　a　subsequence　if　necessary，　we　may　assume　that

義converges　weakly　to　a　map∫。。　in　L1・4（M，　N）．　The　map！。。　is　3－homotopic　to

ゐ，since　the　weak　convergence　in　L1，4（M，1V）preserves　3－homotopγThen　by　the

semi－continuity　ofΦ，

Φ（！。。）≦　limΦ（ゐ）＝infimum．
　　　　　　　　z→Oo

Hence　we　getΦ（∫∞）＝in丘mum，　i．e．，メ。。　is　a　minimizer． 口

5 Monotonicity　fbrmula

In　this　chapter　we　give　a　monotonicity　fbrmula　for　stationary　maps．　W6　prove　this

formula　under　a　weaker　condition．

5．1　Stationary　maps　with　respect　to　diffbomorphisms

We　assume　the　fbllowing　weak　notion　of　stationary　maps．
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Definition　5．1　Wb　call！a8オαオ20ηαrg　mαpω伽rε8pec撹04喚omoηp痂8m50n

Mif
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　議Φ（叫一。一・

for　any　1－parameter　family靴of　dif艶omorphisms　on　M．

　　Note　that　the　notion　of　stationary　maps　in　De丘nition　5．1　is　weaker　than　that　of

stationary　ones　in　De丘nition　1．1，　since！1（の＝∫oψ亡＠）is　a　defbrmation　in　Theorem

1．1．

5．2　Another　first　variation　fbrmula

To　prove　the　monotonicity　fbrmula，　we　give　a丘rst　variation　formula　in　the　fbllowing

form　fbr　variations　by　1－parameter　families　of　dif艶omorphisms．　Let　y　be　a　compactly

supported　smooth　vector　field　on．M，　and　let晩（一ε＜オ＜ε）be　a　1－parameter　family

of　dif艶omorphisms　on．M　fbr　this　vector丘eld　V．　Then　we　have

Theorem　5．1（丘rst　variation　formula）

dΦ（！o（ρ∂

砒
，一。一

ん｛－ll川2diVg7＋4書ん（帆7），σノ（ε∂）｝伽・・

Proof．　This　formula　follows丘om　the　general　fbrm　of　the丘rst　variation　formula

（Theorem　1．1）．　Let　V　be　the　vector且eld　for　the　deformation！l　and　set！1＝！oψか

Then　we　have

▽，、yニ（▽。、（の（y）＋ガ（▽。、V）

　　　　　＝（▽7ガ）（e∂＋（ガ（▽。、y），
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and　hence

4Σん（σ∫（e¢），▽。、y）

乞

Lemma　O．1（4）

4Σん（σ∫（eの，（▽7ガ）（ε∂）＋4Σん（σ∫（eの，ガ（▽。、7））

　　¢　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢

4Σん（（▽7ガ）（ε∂，ガ（eゴ））ん（ガ（ε¢），ガ（eゴ））＋4Σん（σ∫（e¢），ガ（▽・、7））

　歪，ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢

£7（Σ聯・），ガ（e3））2）＋4Σん（σノ（eの，帆7））

　　　¢，ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　¢

酬！＊んII2＋4Σん（σ∫（e¢），ガ（▽。、7）），

　　　　　　　　　　琶

where乙denotes　the　Lie　derivative．　By　Theorem　1．1，

d
読Φ（！・ψ∂

孟＝0

dΦ㈲

　砒 孟＝0

ん｛£訓12＋4琴ん（σ∫（e乞），帆7））｝伽・

一
んll川2£幽4ん琴ん（σ∫（eの，帆7））伽・

一

んli遡ll2diVg7伽g＋4ん琴ん（σ∫（eの，帆7））伽g，

and　then　we　have　the　fbrmula．　口

5．3　Monotonicity　fbrmula

Under　the　weaker　condition　in　De丘nition　5．1，　we　give　the　fbllowing　monotonicity

formula．
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Theorem　5．2（monotonicity　fbrmula）Fix∬o∈Mand　letρ＞0．　Letγ＝γ（ω）

denote　the　distance　function　betweenωo　and∬．　Let！be　a　stationary　map　with

respect　to　dif驚omorphisms　on　M．　Then　it　satisfies

島｛朗砿）1降ll鳩｝

≧4εσρρ4一凱師）llん（ガ（9Tα嚇）ll2伽・≧・，

where　m　is　the　dimension　of．M　and　O　is　a　constant，　and

llん（ガ（9励），ガ）ll2一Σん（ガ（卿r），ガ（e乞））2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢

Proof　We　use　the　argument　by　Price［71（see　also　Xin［12］，　p．43）．　Let　V　be　a　smooth

vector　field　on　M，　which　is　supported　compactly　in、Bρ（∬o）．　Take　a　1－parameter　family

of　diffeomorphisms靴（一ε＜オ＜ε）of　M　fbr　this　vector　field　y．　Then　by　the丘rst

variation　fbrmula（Theorem　5．1），　we　have

（11）
ん｛－ll川2diVg7＋4書ん（ガ（帆σ∫（小・一・・

Let　T＝T（ω）denote　the　distance　function　between∬o　and∬，　and　let£be　the　gradient

vector丘eld　of　the　distance　functionγ．　We　can　take　a　local　orthonormal　frame｛θ乞｝

such　thatε㎜一霧・We　ad・pt　here　a　sm・・th　vect・r丘eld

　　　　　　　　　　　　　　　　　殉一ξ（γ）r嘉一ξ（γ（∬））γ（暢

in　a　coordinate　neighborhood　of∬o，　and　vanishes　outside　the　neighborhood．　The

functionξ（T）is　de且ned　later．　We　see，　fbr　1≦乞≦m－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ml－1

（12）　　　　　▽。霧一ΣHess（γ）（e¢，　eゴ）eゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

where　Hess（γ）（X，γ）＝（▽伽）（X，　y）denotes　the　Hessian　of　the　function　r．　Indeed，

（12）holds：Since　dγ（eゴ）＝g（嘉，　eゴ）＝0（ブ＝1，…，m－1）and　g（£，£）＝1，we
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have

　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

　　　▽。湯一Σ9（▽。霧，eゴ）eゴ＋9（▽，湯，£）審一一Σ9（嘉，▽。、εゴ）eゴ

　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　一一ΣdT（▽，、eゴ）εゴーΣ（▽dり（e¢，εゴ）eゴ・

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　ゴ＝1

Here　we　used

　　　　　　　　O－▽，、｛9（募，εゴ）｝＝9（▽。霧，eゴ）＋9（嘉，▽。、eゴ）・

Thus（12）is　proved．　Then　we　have

（・3）　▽嘉7－▽募（ξ（r）γ募）一（ξ（T）r）’募，

and　for　1≦¢≦m－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

（14）　　▽。7＝ξ（ゆ▽ε瘍＝ξ（γ）TΣHess（T）（e乞，　eゴ）εゴ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

By　the　comparison　theorem　of且essian，　we　know

　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
（15）　　　　－g（e乞，eゴ）（1－cγう　≦　Hess（γ）（e¢，　eゴ）　≦　－g（e盛，　eゴ）（1十cγ・），

　　　　　　γ゜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ

where　c　is　a　constant　which　depends　on　the　upper　and　lower　bounds　of　the　sectional

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
curvature・f　M・We　calculate　divg7andΣん（ガ（▽，y），σノ（eの）・We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

（16）　diVg7　一　Σ9（▽・、7，　eの＋9（▽募7，募）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　（13）皇（14）ξ（T）γΣHess（γ）（e¢，　eゴ）9（eゴ，εの＋（ξ（r）γ）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢，ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　くユら　
　　　　　　　　　　　　　　≧　　　　（m－1）ξ（γ）（1－cγ）　＋　（ξ（γ）γ）’

　　　　　　　　　　　　　　＝　　　　ξ’（r）r＋ητξ（γ）一（m－1）（ξ（γ）γ．
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We　get

（17）

（13）＆（14）

　（15）

　≦

By　Lemma　O．1（4）fbrσ＝ガ（旦）and　X＝互we　see

（18）ん（ガ胤σ∫（孫））

and

（19）

　　
4Σん（ガ（▽，、y），σ∫（eの）

縞
4Σん（ガ（帆σ∫（εの）＋4ん（ガ（▽£7），σ∫（£））

　　　　　ユ
4ξ（ゆΣHess（γ）（e盛，　eゴ）ん（ガ（eゴ），σノ（εの）＋4（ξ（r）r）’ん（ガ（£），σ∫（£））

　　　歪，ゴ＝1

　　　　　　　　　ユ
4ξ（T）（1＋c7）Σん（ガ（eの，σ∫（eの）＋4（ξ’（T）γ＋ξ（r））ん（ガ（募），σ∫（募））

　　　　　　　づニユ
4ξ’（γ）γん（げ（嘉），σ∫（募））

＋4ξ（γ）｛署聯），σ∫（e¢））＋ん（ガ（£），σ！（嘉））｝

　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　＋4cξ（γ）TΣん（ガ（eの，σ∫（e盛））

　　　　　　　　　　　葱＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
4ξ’（T）Tん＠（嘉），σ∫（嘉））＋4ξ（γ）ll！＊んll2＋4cξωrΣん（ガ（e∂，σノ（e∂）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　②＝1

　　　　　　　　　　　∂7　　　　　　　　　∂γ，

　　　　　　　　　　　
∂　∂一Σん（ガ（£），ガ（eゴ））2－llん（ガ（嘉），ガ）ll2，

　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　

Σん（ガ（e∂，σノ（εの）一ΣΣん（ガ（eの，ガ（eゴ））2≦11！＊んll2・

乞＝1　　　　　　　　　　乞＝1ゴ＝1

V▽6have，　by（17），（18）and（19），

（20）

≦

　　
4Σん（ガ（▽，、V），σ∫（eの）

　づコユ

4ξ’（γ）γ11ん（（ザ（嘉），（老プ）112　＋　4ξ（γ）iLプ＊んll2　＋　4cξ（γ）γll！＊ん112．
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Therefore　by（11），（16）and（20），　we　get

（21）一
んξWl！・んll2d勿9＋（4－m）んξ（γ）1げ・んll2伽・

　　　　　　　　　　＋・んξ（r）γll！・んll2伽g≧－4んξ’ω欄（細）ll2伽g，

where　O＝（m＋3）c．

　　　Take　and丘x　a　positive　numberε，　and　letψbe　a　smooth　function　on［0，00）such

that

　　　　　　　ψ（γ）一卿）一｛諾葦；罫　andψ’（T）≦・・

W6　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（T）一ξ・（γ）・一ψG），

and　we　can　verify

（22）　　ξ’（γ）γ一一ρ湯ξ（r）・

Then（21）and（22）imply，　since　I　l！＊んlI2　is　independent　ofρ，

　　　　　　　　瓠ξ（γ）1げ・ん12伽9＋（4－m）んξ（りll！・ん112伽9

　　　　　　　　　　　　＋・んξ（γ）rll！・んll2伽9≧4ρ島んIIん（げ（鋤il2ξ（γ）d勿9・

Letεtend　to　zero，　and　then，　sinceξ（γ）converges　to　the　characteristic　fUnction　fbr

the　ball　Bρ（コじo），　we　have

　　　　　　　　　ρ島ム（。。）1げ＊ん112伽9＋（4－m）ム（。。）II！＊んll2伽9

　　　　　　　　　　　　　　＋・ρム（、，。）llガんII2伽9≧4ρ島ム（。。）1鵬），げ）ll2伽g・

Multiplyεoρρ3一鵬to　the　both　sides　of　this　inequality，　and　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　蕩｛θ・・ρ4一ム伽）llガんll2d勿9｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　≧4e°ρρ4－m鵜）llん（ガ（銅）ll2d”9・

Thus　we　obtain　the　monotonicity　fbrmula．　口
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6　Bochner　type　formula

In　this　chapter　we　give　a　Bochner　type　formula．

6．1　Bochner　type　fbrmula

In　the　following　Bochner　type　fbrmula，　we　assume　that！is　a　smooth　map．

Proof．

（24）1△［1！・んll2

We　calculate

一

1Σ▽・、▽・、（Σん（ガ（e¢），ガ（eゴ）））2

　　　ん　　　　　　　づラゴ

ー

1Σ▽・、（Σん（ガ（e∂，ガ（e3））▽。、ん（ガ（e∂，げ（eフ）））

　　　ん　　　　づヲゴ

ー

1｛ΣΣ（▽・、ん（ガ（eの，げ（eゴ）））2

　　　　ん　づウゴ

　　＋ΣΣ▽・、▽・、ん（ガ（e乞），ガ（e3））ん（ガ（e・），ガ（e3））｝

　　　　た　ぼラゴ

ー

lll▽！・んll2

　　＋Σん（Σ▽・、▽・、ガ（e乞），げ（eゴ））ん（ガ（e・），ガ（e3））

　　　　ゴシゴ　　　た

　　　　＋Σん（▽。、ガ（εの，▽。、ガ（eゴ））ん（ガ（e∂，げ（εゴ））・

　　　　　　¢，ゴ，ん
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Note

　　　Σ▽，、▽。、ガ（e2）一Σ▽，、▽，、ガ（eκ）

　　　ん　　　　　　　　　　　　　　　た

一
Σ％▽・、ガ㈱＋改Σ塑（％e淑）一Σ触（ガ（e・），ガ（e鳶））ガ（eん）・

　　　　ん　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　　　　　　　　　　　　　　κ

Then　we　obtain

（25）Σん（Σ▽・、▽・、ガ（e∂，げ（e3））ん（ガ（e・），ガ（e3））

　　　　づシゴ　　　ん

　　　　　一Σん（Σ▽。、▽。、ガ（eた），げ（eフ））ん（げ（ε¢），ガ（e3））

　　　　　　　乞，ゴ　　　た

　　　　　　　＋Σん（ガ（Σ塑（e¢，eん）eの，ガ（eゴ））ん（ガ（e∂，ガ（θゴ））

　　　　　　　　　¢，ゴ　　　　　ん

　　　　　　　　　　一Σん（ガ（e∂，ガ（εゴ））ん（憎（ガ（e∂，ガ（εん））ガ（eκ），ガ（εゴ））・

　　　　　　　　　　　2，ゴ，た

Using　the　tension　fieldη，we　see　by　Lemma　O．1（4）fbrσ＝▽εみand　fbr　X＝e2

（26）
Σん（Σ▽，、▽，、ガ（eん），ガ（εゴ））

琶，ゴ　　　発

LemmaO．1（4）

By（24），（25）and（26），　we　have　the　equality．

6．2　Some　remarks

Wb　give　two　remarks　fbr　the　Bochner　type　fbrmula．

Remark　6．1　The　second　term　in七he　right　hand　side　of（23）vanishes　if！is　a　sta－

tionary　map，　i・e・，　divgσ∫＝0・

　　　　　　　　　　　ん（ガ（eづ），ガ（eゴ））

Σん（▽，、η，ガ（eゴ））ん（げ（e¢），げ（eゴ））

¢，ゴ

Σん（▽。、η，σノ（eゴ））

2，ゴ

Σ（▽eμノ）（e∂一ん（ηΣ（▽砺σノ）（e・））

づ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

diVgαノ　ー　ん（7－∫，　diVgσ∫）・

　　　　　　　　　　　口
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Remark　6．2　The　last　two　terms　in　the　right　hand　side　of（23）is

（27）　　＋Σん（げ（MR（e¢，　eん）eの，ガ（eゴ））ん＠（e¢），ガ（eゴ））

　　　　　　　　　　　　　　乞，ゴ，鳶

　　　　　　　　　　　　一Σん（耽（ガ（εの，ガ（εん））ガ（eん），ガ（εゴ））ん（ガ（e∂，ガ（eゴ））・

　　　　　　　　　　　　　　琶，ゴ，κ

The　first　term　in（27）is　non－negative　if　the　Ricci　curvature　of　M　is　non．negative．

Furthermore　the　second　term　in（27）is　non－negative　if　the　curvature　of／V　is　non－

positive．

7　The　case　of　L，ie　groups

In　this　chapter　we　give　the　Euler－Lagrange　equation　in　the　case　that　the　target

manifbld　is　a　Lie　group．　Let！be　a　smooth　map　from　a　Riemannian　manifold　M

into　a　compact　Lie　groupσwith　bi－invariant　metric．　Letθbe　the　Maurer－Cartan

fbrm　onσ．

7．1　The　case　of　harmonic　maps

In　this　section，　to　compare　with　our　case　in　the　next　section，　we　give　the　following

known　fact　for　harmonic　maps　into　Lie　groups．

Theorem　7．1　A　smooth　map！is　harmonic　if　and　only　if　d　gαノ＝0，where

α！　！＊θ

　　For　reader，s　convenience，　we　give　a　proof　of　Theorem　7．1．　To　prove　the　theorem，

we　use　the　following　lemma　which　is　applied　also　in　the　proof　of　Theorem　7．21ater．

1emma　7．1（See　Urakawa［9］，　for　example．）

　　　　　　　　　　　　　　　θ（▽xV）　　　X（θ（y））十一［α∫（X）θ（V）］

where　X∈実（M）andγis　the　variation　vector　field
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Proof　of　Theorem　7．1．

　　　　　　　　　　　θ（η）＝

W6　h　ave

sinceαノ（X）＝（！＊θ）（X）＝θ（げ（X））　　　　　　　　　　　　　　口

7．2　The　case　of　stationary　maps

As　we　saw　in　Chapter　1，！is　a　stationary　map　if　and　only　if　divgσノ＝0，where

　　　　　　　　　　　　　　　σ∫（X）一Σん（ガ（X），ガ（e¢））ガ（ε∂・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

We　calculate　the　Euler－Lagrange　equation　in　our　case　and　we　have

θ（ΣM）（e・））

　　　歪

Σθ（▽，、（ガ（ε乞）））

　ぎ

Σ｛e乞（θ（げ（e∂））＋1［αノ（e¢），θ（ガ（e・））］｝

　づ

Σ｛ε2（αノ（e・））＋1［αノ（e・），α∫（e・）］｝

　¢

Σe乞（α∫（e乞））

　乞

Σ（▽。、αノ）（e¢）

　づ

diVgα∫，

Theorem　7・2　A　smooth　map！is　stationary　if　and　only　if　divgβノ＝0

β∫＝θoσ∫・

Proof　The　main　idea　of　the　proof　is　similar　to　Theorem　7．1．　For　simplicity，　we　use

the　notationαinstead　ofα∫．　By　Lemma　7．1，　we　get

　　　　　　　　　θ（div9σ∫）一θ（琴（聯））

　　　　　　　　　　　　　　　　　一θ（Σ▽，、（σ∫（e葱）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　一Σε琶（θ（σ∫（e∂））＋Σ1［α（e∂，（θ（σ∫（e¢）））］・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢　　　　　　　　　　　　　　　盛
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W6　calculate　the　second　term　of　the　right　hand　side．　Note　that

　　　　　　　　　　　（θ（σ∫（εの））

W6　have

＝

＝

＝

θ（Σん（ガ（ε¢　3），鵬）臨））

Σん（げ（ε乞），ガ（θゴ））θ（ガ（eゴ））

　ゴ

Σん（ガ（eの，ガ（εゴ））α（εゴ）・

　ゴ

Σ［α（ε∂，（θ（σ！（e∂））］一Σ［α（eの，Σん（げ（e¢），げ（θゴ））α（εゴ）］

¢

¢　　　　　ゴ

ΣΣん（ガ（ε∂，ガ（eゴ））［α（e¢），α（εゴ）］

¢　ゴ

（Σ＋Σ＋Σ¢〈ゴ　¢＝ゴ　乞〉ゴ）ん（ガ職））［α嶋），α㈲］

Σん（ガ（εの，ガ（eゴ））［α（ε乞），α（εゴ）］

¢＜ゴ

ー
Σん（げ（e∂，（ザ（eゴ））［α（e2），α（eゴ）1

　　乞くゴ

0．

Therefbre

θ（diVgσ∫）　＝

　　　　　　　＝

　　　　　　　＝

Σe琶（θ（σ∫（eの））

　乞

Σ（▽，、（θ・σ∫））（e∂

　オ

diVgβノ・

This　completes　the　proof．　□

36



Further　developments　and　open　problems

In　this　thesis　we　discuss　several　results　under　general　assumptions．　For　further　de－

velopments，　more　precise　arguments　are　necessary．　We　give　some　open　problems：

（1）Find　other　examples　of　stationary　maps．

（2）Classify　stationary　maps　in　some　special　cases，　fbr　example，　the　case　that　the

source　manifold．M　is　a　surface，　or　the　case　that　the　target　manifold　IV　is　a　Lie

9「oup・

（3）Find　minimizers　in　each　homotopy　class　of　smooth　maps　fromハf　into　IV．
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