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Skew informationに関するシュレーディンガー型の不確定性関係

Schrödinger uncertainty relation on skew informations
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Abstract— S.Luo introduced a new quantity (which is of-
ten called correlation measure) related to Wigner-Yanase
skew information and he successfully established the Heisen-
berg type uncertainty relation. We show Schrödinger type
uncertainty relation on this quantity defined by the use of
Wigner-Yanase skew information. Our result refines Luo’s
one. Moreover, we show generalized results using Wigner-
Yanase-Dyson skew information or metric adjusted correla-
tion masure.
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1 Introduction

近年，skew informationと不確定性関係に関する数学
的な研究が活発にされている [1, 2, 3, 4, 5]．特に，今
年に入ってからは，既に幾つかの論文が出版されている

[6, 7, 8, 9]．本講演では，昨年，出版されたFuruichiの論
文 [10]と今年，出版予定の Furuichi-Yanagiの論文 [11]
の結果に基づいた内容（Schrödinger型の不確定性関係）
について紹介することにする．

以下，Hを複素Hilbert空間とし，以降，A,BをH上
の観測量（自己共役作用素），ρをH上の量子状態（密
度作用素＝トレース１の正作用素）とする．Heisenberg
の不確定性関係 [12]から始める．

Vρ(A)Vρ(B) ≥ 1
4
|Tr[ρ[A,B]]|2 (1.1)

ここで，Vρ(H)は，観測量 H の量子状態 ρにおける分

散で，次で定義される：

Vρ(H) ≡ Tr[ρ (H − Tr[ρH]I)2]

= Tr[ρH2]− Tr[ρH]2.

Schrödingerはこの結果より強い結果として，共分散を
用いて次の不等式を与えた．これを Schrödingerの不確
定性関係 [13, 14]と呼ぶ．

Vρ(A)Vρ(B)− |Re {Covρ(A,B)} |2

≥ 1
4
|Tr[ρ[A,B]]|2, (1.2)
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但し，ρにおける A,B の共分散は

Covρ(A,B) ≡ Tr[ρ (A− Tr[ρA]I) (B − Tr[ρB]I)]

で定義される．

物理的には，観測量Hは非有界作用素を考えるのが一

般的であるが，本稿では数学的興味の観点 (幾つかのト
レース不等式の導出)から有界作用素のみを考える．少
し説明を加えると，非有界作用素として，例えばHilbert
空間L2(R)の稠密な部分空間（急減少関数の全体）S(R)
上の微分作用素 P0 と掛け算作用素 Q0：

(P0f)(t) = icf ′(t), (Q0f)(t) = tf(t).

はそれぞれ，物理的には位置と運動量に相当する．また，

P = closure {P0} とQ = closure {Q0}は自己共役とな
る．ここで，これらは以下の正準交換関係（ＣＣ R)と
呼ばれる重要な関係式を満たす．

PQ−QP = icI. (1.3)

（左辺は正確には closureを意味する．）この P ,Qを例え
ばHeisenbergの不確定性関係式におけるA,Bとおくと，
有名な不確定原理の不等式が得られる．

Vρ(P )Vρ(Q) ≥ |c|2
4

例えば，分散 Vρ(P )は状態 ρにおいて位置を測定した時

の測定値の分散を示しており，２つの分散の積が必ず右

辺以上でなければならないので，この不等式は，状態 ρ

において位置と運動量を同時には正確に測定できないこ

とを示している．なお，P や Qが有界作用素のときは

ＣＣＲは成立しない．（詳しくは，[15]の 60頁．）しかし
ながら，本講演では，新たな不確定性原理を導出して物

理的な新たな知見を得ようとするものではなく，不確定

性関係のよりタイトな不等式を導出することを目的とし

ているので，有界作用素や行列の設定で議論することに

する．

2 Luoの不確定性関係
量子状態 ρ が混合状態のとき，Vρ(H) は古典的混合

と量子的不確定性からなるので，完全な量子的な不確

定性関係を得ようと，ある種の量子的不確定性を表す
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Wigner-Yanase skew information [16]を用いて，次の不
等式が考察された．

Iρ(A)Iρ(B) ≥ 1
4
|Tr[ρ[A, B]]|2. (2.1)

Iρ(A)の定義は定義 2.1を見よ. しかし，この不等式は
一般には成立しないことが分かった． (文献 [17, 18, 19]
を参照せよ．)その反例として次の簡単な例が存在する：

ρ =
1
4

(
3 0
0 1

)
, A =

(
0 i

−i 0

)
, B =

(
0 1
1 0

)
.

そこで，Luoは，ある種の量子的な不確定性を表す次
の量 Uρ(H)を導入した [20]．

定義 2.1 量子状態 ρと観測量Hに対して次を定義する．

(i) The Wigner-Yanase skew information:

Iρ(H) ≡ 1
2
Tr

[
(i[ρ1/2,H0])2

]

= Tr[ρH2
0 ]− Tr[ρ1/2H0ρ

1/2H0],

但し，H0 ≡ H−Tr[ρH]Iであり，[X, Y ] ≡ XY −
Y X は commutatorである．

(ii) The quantity associated to the Wigner-Yanase skew
information:

Jρ(H) ≡ 1
2
Tr

[({
ρ1/2,H0

})2
]

= Tr[ρH2
0 ] + Tr[ρ1/2H0ρ

1/2H0],

但し，{X, Y } ≡ XY + Y X は anti-commutator
である．

(iii) 古典的混合を取り除いた量子的不確定性を表す量：

Uρ(H) ≡
√

Vρ(H)2 − (Vρ(H)− Iρ(H))2.

ここで，次の関係が成り立つ．

Vρ(H) =
1
2

(Iρ(H) + Jρ(H)) , Uρ(H) =
√

Iρ(H)Jρ(H).

つまり，Vρ(H) は Iρ(H) と Jρ(H) の算術平均であり，
Uρ(H)は Iρ(H)と Jρ(H)の幾何平均である．それゆえ，
直ちに，Vρ(H) ≥ Uρ(H)が成り立つ．また，Luoは論
文 [20] において次の不確定性関係を示した．

Uρ(A)Uρ(B) ≥ 1
4
|Tr[ρ[A,B]]|2. (2.2)

これは，Heisenbergの不確定性関係を改善するものであ
る．なお，不等式 (2.1)が成り立たない理由として，大小
関係 Vρ(H) ≥ Uρ(H) ≥ Iρ(H) ≥ 0がある．ここで，定
義 2.1の (iii)の式から，量Uρ(H)の持つ物理的解釈を与
えておく．（詳細は Luoの論文 [20]を参照せよ．）ρが混合

状態（線形凸結合）のとき，Vρ(H)は古典的な相関と量

子的な相関を持つ．また，Iρ(H)は，ある種の量子的相
関のみを持つので，差 Vρ(H)− Iρ(H)は古典的な相関の
みを有しており，従って，差 Vρ(H)2−(Vρ(H)−Iρ(H))2

は，古典的な相関と量子的な相関を持つ Vρ(H)2 から古
典的な相関のみを有する (Vρ(H) − Iρ(H))2 を減じてい
るので，ある種の量子的な相関を有している考えられる．

それを裏付ける如く，Iρ(H) ≤ Uρ(H) ≤ Vρ(H)が成り
立っているが，Iρ(H)が何らかの量子相関のみを表して
いるのであれば，それよりも大きい値を取る Uρ(H)に
は，少なからず古典的な相関も含んでいるかもしれない．

しかし，Vρ(H)より小さい値を取るので，Vρ(H)よりは
古典的相関を排除した量と考えても良さそうである．

3 Schrödinger型の不確定性関係
不等式 (2.2)の Schrödinger版の不確定性関係とでも

いうべき次の定理を示す．

定理 3.1 ([10]) 量子状態 ρ と２つの観測量 A及び B

に対して次が成り立つ：

Uρ(A)Uρ(B)− |Re {Corrρ(A,B)} |2

≥ 1
4
|Tr[ρ[A, B]]|2　, (3.1)

但し，correlation measure は任意の作用素X と Y に対

して次で定義される：

Corrρ(X, Y ) ≡ Tr[ρX∗Y ]− Tr[ρ1/2X∗ρ1/2Y ]

Remark 3.1 不等式 (3.1)は，不等式 (2.2)を改善する
ものである．

Remark 3.2 純粋状態 ρ = |ϕ〉〈ϕ| の場合，Iρ(H) =
Vρ(H)なのでUρ(H) = Vρ(H)及びCorrρ(A,B) = Covρ(A,B)
が成り立つ．従って，定理 3.1 は Schrödingerの不確定
性関係 (1.2)に一致する．

Remark 3.3 次の例

ρ =
1
4

(
1 0
0 3

)
, A =

(
2 1
1 2

)
, B =

(
0 1
1 0

)

は，以下を示す：

Vρ(A)Vρ(B)− |Re {Covρ(A,B)} |2

− (
Uρ(A)Uρ(B)− |Re {Corrρ(A,B)} |2) ' −0.232051.

また，次の例

ρ =
1
10

(
5 4
4 5

)
, A =

(
4 4
4 1

)
, B =

(
5 −1
−1 2

)

は，以下を示す：

Vρ(A)Vρ(B)− |Re {Covρ(A,B)} |2

− (
Uρ(A)Uρ(B)− |Re {Corrρ(A,B)} |2) ' 13.7862.
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従って， Vρ(A)Vρ(B)−|Re {Covρ(A, B)} |2 とUρ(A)
Uρ(B)− |Re {Corrρ(A,B)} |2 の間には一般には大小関
係はない．つまり，定理 3.1が常に Schrödingerの不確
定性関係 (1.2)よりも良いとも悪いとも言えない．

以上の状況を踏まえて，Wigner-Yanase skew infor-
mation と Schrödinger 型の不確定性関係について一つ
コメントを与える．これまでに次の事実が分かっている．

ここで，関係（記号）x \≥ y は，「一般には x ≥ y は成

り立たない」，ということを意味することにする．

• 本節でも例を与えた（下記の 2つ目の関係式）よ
うに，次の関係が得られている [17, 18, 19]．

Vρ(A)Vρ(B)− |Re {Covρ(A,B)} |2

≥ Iρ(A)Iρ(B)− |Re {Corrρ(A,B)} |2

\≥ 1
4
|Tr[ρ[A,B]]|2.

• また，次の結果も得られている．（定理 3.1 及び，
Remark 3.3．）

Vρ (A) Vρ (B)− |Re {Covρ (A,B)}|2

\≥ Uρ (A) Uρ (B)− |Re {Corrρ (A,B)}|2

≥ 1
4
|Tr[ρ[A,B]]|2.

• Corrρ(A,A) = Iρ(A) 及び Covρ(A, A) = Vρ(A)
は成り立つが， 一般に Corrρ(A,A) 6= Uρ(A)で
ある．

上記の 3点を考慮すれば，2つの観測量 A, B と量子状

態 ρに対して，次の関係式をを満たす新たな量Λρ(A,B)
が存在するか否かという問題が残る．

Vρ (A) Vρ (B)− |Re {Covρ (A,B)}|2

≥ Λρ (A,A) Λρ (B, B)− |Re {Λρ (A,B)}|2

≥ 1
4
|Tr [ρ [A,B]]|2.

4 Schrödinger型の不確定性関係の拡張
Yanagiは不等式 (2.2)の一般化として，Wigner-Yanase-

Dyson skew informationを用いて，次の不等式を示した
[21]：

Uρ,α(A)Uρ,α(B) ≥ α(1− α)|Tr[ρ[A,B]]|2. (4.1)

ここで，0 < α < 1であり，Uρ,α(H)は次で定義される.

Uρ,α(H) ≡
√

Vρ(H)2 − (Vρ(H)− Iρ,α(H))2, (4.2)

ただしWigner-Yanase-Dyson skew information Iρ,α(H)
は次で定義される．

Iρ,α(H) ≡ 1
2
Tr

[
(i[ρα,H0])(i[ρ1−α,H0])

]
(4.3)

(4.1)は，Heisenberg型の不確定性関係の一径数拡大に
相当するものであるが, 次では，Wigner-Yanase-Dyson
skew information Iρ,α(H) を用いて，Schrödinger型の
不確定性関係（定理 3.1）の一径数拡張を与える．

定理 4.1 ([11]) α ∈ [1/2, 1)のとき, 量子状態 ρ と２つ

の観測量 A及び B に対して

Uρ,α(A)Uρ,α(B) ≥ 4α(1− α)|Corrρ,α(A,B)|2 (4.4)

が成り立つ．但し，一般化 correlation measure [18, 19]
は任意の作用素X, Y に対して次で定義される：

Corrρ,α(X, Y ) ≡ Tr[ρX∗Y ]− Tr[ραX∗ρ1−αY ]

なお，α ∈ (0, 1/2)のときは不等式 (4.4)が成り立た
ない例が存在する．さらに次のような二径数拡張も可能

である．

定理 4.2 ([11]) もし 0 ≤ α, β ≤ 1
2 または

1
2 ≤ α, β ≤ 1

ならば，量子状態 ρ と２つの観測量A及びBに対して，

次が成り立つ：

Uρ,α(A)Uρ,α(B) ≥ 4α(1− α)|Corrρ,α,β(A,B)|2

但し，

Corrρ,α,β(X, Y )

≡ (1− β)Corrρ,α(X,Y ) + βCorrρ,1−α(X,Y ).

5 Schrödinger型の不確定性関係のさらなる

拡張
Hansenによって導入されたmetric adjusted correla-

tion measure [22]を用いれば，更なる一般形を示すこと
ができる．（このためには多少の準備を要するため，時間

があれば本講演で取り上げることにする．以下，我々の

論文 [11]で得られた主結果のみを示しておく．）

定理 5.1 ([11]) fを次を満たす regular symmetric nor-
malized operator monotone function とする．ただし，
x > 0とする．

x + 1
2

+ f̃(x) ≥ 2f(x),

f̃(x) =
1
2

{
(x + 1)− (x− 1)2

f(0)
f(x)

}
. (5.1)

そのとき，密度行列 ρとエルミート行列 A,B に対して
次が成り立つ：

Uf
ρ (A)Uf

ρ (B) ≥ 4f(0)|Corrf
ρ (A, B)|2, (5.2)

但し，

Corrf
ρ (A,B) ≡ f(0)

2
〈i[ρ,A], i[ρ,B]〉ρ,f ,

If
ρ (A) ≡ Corrf

ρ (A, A),

Uf
ρ (A) ≡

√
Vρ(A)2 − (Vρ(A)− If

ρ (A))2.
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次の関数 fWY Dは定理 5.1の条件 (5.1)を満たすので，
以下の系を得る．

fWY D(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1).

系 5.1 ([11]) 密度行列 ρとエルミート行列A,Bに対し
て次が成り立つ：

UfW Y D
ρ (A)UfW Y D

ρ (B) ≥ 4α(1− α)|Corrρ,α, 1
2
(A,B)|2.
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