
The　25th　Symposium　on　lnfbrmation　Theory

and　Its　ApPlications（SI「DA2002）

Ikaho，　Gu㎜a，　Japan，　D㏄．10－13，2002

　　　　　古典量子通信路における量子信頼性関数の補助関数の性質

Property　of　the　auxiliary　function　appearing　in　quantum　reliability

　　　　　　　　　　function　in　classical－quantum　channel

柳　研二郎＊

Kenjiro　Yanagi

　　古市　茂†

Shigeru　Furuichi

　栗山　憲‡

Ken　Kuriyama

Abstract－Concavity　of　the　atlxiliary血nction　which　a】b

pears　i且the　random　coding　exponent　as　the　lower　bound　of

the　quanttim　reliabilit．y　function　for　general　quantum　states

is　proved　fbr　O≦3≦1in　two　dimensio且al　case．

Keyw。rds－　Qua　ntum　reliability　ftmctio且，　random　co曲19

exponent，　quantuln　infbrmation　theory

1　はじめに
　量子情報理論において量子信頼性関数に現れる

補助関数μq（s，π）の性質を調べることは古典の場

合と同様に重要である．古典系における補助関数
μ。（s，p）の性質は現在までに次の性質が証明されて．

いる．ただしμ。（＄，p）は信頼性関数の下界を与える

random　coding　exponent　E．c（R）を次のように定義

するものである．

E£（R）＝max｛μ。（S，π）－sR｝．

　　　　　8，7r

補題1次の（a），（b），（c），（d），（e）が成立するd

（a）μ。（0，π）＝0．

（b）∂讐π）1。一。－1（X，y），ただし1（X，y）は相

　　互情報量である．

（c）μ。（s，π）＞0（0く8≦1）。

　　μ。（8，π）＜0（－1＜5≦0）．

（d）禦＞0，（－1＜・≦1）．

（・）響≦0，（一・〈・≦・）．

量子系においては対応する性質（a），（b），（c），（d）が成

り立つことは［6］，［7］で証明されている．また補助

関数μq（s，π）の凹性については純粋状態の場合には

［1］によって、またexpurga七ion　methodを採用した

場合には［6］によって証明されている．しかし一般

の混合状態の場合には未だに未解決のままである．
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2　量子信頼性関数

　古典一量子通信路における信頼性関数は0＜R＜

0に対して次のように定義される．

　　　E（R）一一　lim　i。f　1　i。gPe（2・R，n），（・）

　　　　　　　　　7L→OQ　　　　　　　　　　　　n

ただし0はclassical－quan七um　capacityであり，R
は伝送レートR－1°9・M

（nとMはそれぞれ
符号語の個数とメッセージの個数を表す）である，0

はHolevoによって次のように与えられている，

定理1（15D

　　　　　　　　　　　　　の
　　　　0－max｛H（S）一ΣT，H（Si）｝，
　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　i＝1

ただし3＝Σ1」1π轟であり，H（3）はvon　INeu－

mann　entropyである．

誤り確率瓦（2nR，　n）は任意に平均誤り確率の最小値

㎡nγり，xp（w，x）

か最大誤り確率の最小値

㎡n｝〃，xPmax（W，　X）

を取ることができる．これらの誤り確率は

P（W，X）一諺弓（隅，

　　　　　　　ゴ＝1

　　　　Pm・x（W・X）＝、塁繕（W，X）・

で定義される．ただし

　　　　　Pj（W，X）＝1　一　Tr［Sωゴ　Xj］

はΣ⊃狸1xン≦1を満たす正作用素測度X＝｛Xj｝

に関連する通常の誤り率である．ここでSω」は符

号ブロックW＝｛w1，ω2，＿，ωM｝から選ばれた

符号語ωゴに対応する密度作用素である．ランダム

符号化法が用いられたとき，（1）で定義された量子

信頼性関数に対する下界は

　　　E（R）≧E昇（R）≡max　sup｛μ9（s，π）－sR｝，
　　　　　　　　　　　　　π　0＜sく1
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で定義される．ただしπ＝｛π1，π2，＿，πa｝は

Σ：」1πづニ1を満たす先験確率分布である．また

　　　　　μα（S，π）　＝　　－log　G（S），

　　　　　　．c（s）＝　Tr［A（s）1＋s】，

　　　　　　　　　　　　a　　　　　　1
　　　　　　A（・）一Σπ遙銅

　　　　　　　　　　　i＝1

とおく．ただし各畠は入力アルファベット集合

A＝｛1，2，＿，α｝からHilber七空間πにおける出

力の量子状態への量子通信路i→畠の出力状態に
対応する密度作用素である．Holevo　［6］，　Ogawa　and

Nagaoka［7】ではμg（s，π）が一1＜s≦1で凹関数

であることの予想がされているがまだ証明はされて

いなかった．
　　　　　　　　　し　　　、

定理2（［3］）次が成り立てばμg（s，π）は一1＜s≦

1で凹関数である．

　　　　　　　　　a　　　　　　1　　　　　　　　1

ただし

ヨs、、べへve、英1し1《司A（s〕沖v・7u』le

　　T・［A（・）3Σπゴザ（1・9研）2

　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　

－
A（・）－1＋s（Σπゴ研1・9研）2］≧0・

　　　　　ゴ＝1

証明

　　　　　∂μ砦1，π）一一σ（・）－1び（・），

だから次を得る．

∂μ舞π）－G（・）－2（Gt（・）2－G（・）ぴ（・））・

［6］のP35の公式より

　　　　G’（s）

（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　＝　Tr［A（s）s（A（8）log　A（s）十（1十s）A（s））1

　　＝　－TT［A（s）s△H（s，π）1，

ただし

　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　ユ
　　ムH（・，π）＝H（A（・））一Σ頑（stt’“）・

　　　　　　　　　　　　　i＝1

簡単な計算により

　　　G”（8）

　＝Tr［A（・）－1＋s｛A（・）2（1・gA（・））2

　　　＋・（1＋・）A’（・）2｝1

　＝　　Tr［A（s）－1＋s｛A（s）（2（1十（1十8）log　A（s））

　　　　　　　　　　　tt　　　　　　　　A（s）十（1十8）A（s））｝］，　　　　　　　（3）

A’ （・）一一
（、÷，）・書π譜1・gS・・（4）

　　　A”（・）一（、＋，）・シ訴

　　　　　　　　　（21・9母＋s＋（1・gSi）2）．

（4），（5）を（3）に代入すると

　　　c”（s）

－T・附1＋ε｛H（A（・））2＋、辛3

　　　　a　　　　　　　　1
　　　（Σπ・H（Si1＋s））2

　　　i＝1
　　　　　　　　　a　　　　　　　　　1
　　　－2H（A（・））Σπ・H（畠藁）

　　　　　　　　i＝＝1

　　　　　1　　a　　＿La　　⊥
　　　十一　　　　1十s
　　　　　　　i＝1　　　　ゴ＝1
　＝T・【A（・）－1＋8｛H（且（・））2

　　　　　　　　　の　　　　　　　　ユ
　　　ー2H（A（・））Σπ・H（評）

　　　　　　　　iニ1
　　　　　の　　　　　　　　　1
　　　＋（ΣT，H（鍔＋s））2

　　　　iニユ

　　　＋、÷。書融シ⊥

　　　一、÷，（α　　　　　　　　1Σπ・H（蛭i＝：1））2｝】・

ここで

　　　　δ”（・）＝T・［A（・）－1＋5△H（・，π）2］．

とおくとCauchy－Schwarzの不等式より

　　　　　　σ’（・）2－G（・）e”（・）≦o．

したがってもし

　　　　　　　　　　　　　tt　　　　　　　　のtt　　　　　　　　c（8）≦G（s），

（5）

　　　　　　　　　　　　よΣπ・5、1＋8Σπゴ鍔＋ε（1・9鍔〒δ）2｝］

　　　　　　鍔　（1・9寧）2

（6）

（7）

（8）

が成り立てばH（A（s））はA（8）－1＋Sと可換だから

（6），（7）から（8）は定理の結論を導く．q．e．d．

3　部分的解決
定理3次の場合には（2）が成り立つ．

（i）・＝2，π・＝π・＝S，s＝1・
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（ii）a　＝＝　2，・T・＝π2＝S，・・＝O・

　　　1　　　　　　　　　　1

証明5戸＝A，5野＝Bとおく．このとき次を
証明すればよい．

　　　　　Tゲ［（A吉B）一・＋・｛（≒B）

　　　　　（IA（1・gA）2＋iB（1・g・B）2）

　　　　一（IAi・gA＋iBi・gB）2｝】≧・・

簡単な計算により次を得る．

　T・【（A＋B）－1＋s（A＋B）

　　（A（1・gA）2＋B（1・gB）2）］

　　－Tr［（A＋B）－1＋s（Al・gA＋Bl・gB）2］

＝T・［（A＋B）｝1＋SAB（1・gB）2］

　　＋T・［（A＋B）｝1＋SBA（1・gA）2］

　　－2R・Tr　［A　1・gA（A＋B）－1＋SB1・gB］．

（i）の場合（s＝1）は次のように変形される．

　　　T・［AB（1・gB）2］＋Tr［BA（1・gA）2］

　　　　－2Re　Tr　［A　log　AB　log　B］

　　＝Tr［AB（1・g　B）2】＋Tr［BA（1・g　A）2］

　　　　－2R・T・［B1／2A’／2・1・gAA’／2B1／21・gB］

　　≧Tr［AB（1・g　B）21＋T・［BA（1・gA）2］

　　　　－2（T・［A1／21・gABA1／21・gA］）1／2

　　　　（Tr［B1／21・g　BABi／2　1・g　BD1／2

　　＝｛（T・［BA（1・gA）2D1／2

　　　　－（Tr［AB（1・g　B）2D1／2｝2≧0．

（’i）の場合（s＝＝°）は次の等式を使 翫β・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　5’ごき　　　　　　　（A＋B）－1

　　　　　＝　B－1（A－1十B－1）－1∠4－1

　　　　　＝A“1（A－1＋B－1）－1B－1．

このとき次のように変形される，

　　T・［B（A十B）－1五（1・gB）2］

　　＋T・［A（A＋B）－1B（1・9五）2］

　　－2Re　Tr［lo9ん4（A十B）－1Blog　B］

＝T・［（A－1＋B－1）－1（1・gB）2］

　　＋Tr［（A－1＋B－1）－1（1・9五）2］

　　－2R・T・［1・9五（A－1＋β一1）－11・gB］

－T・［（A－1＋B－1）－1（1・gB）2］

（9）

　　　　＋Tr［（A’1＋B－1）－1（1・gA）2］

　　　　－2R・Tr［1・gA（A’1＋B－1）－1／2

　　　　（A’1＋B－1）－1／21・gB］

　　　≧Tr［（A“1＋B－1）－1（1・gB）2］

　　　　＋T・［（A－1＋B’1）－1（1・gA）2］

　　　　－2（T・［（A－1＋B’1）一1（1・gA）2］）1／2

　　　　（Tr［（A－1＋B”1）－1（1・gB）2］）1／2

　　＝｛（Tr［（A”1＋B“1）－1（1・gB）2］）1／2

　　　　－（Td（A’1＋B“1）－1（1・gA）2】）1／2｝2

　　　≧　　0．　q．e．d．

注意1①は任意のαと任意の7rでも成り立つ．
ところが（ii）は任意のπでは成り立つが任意のα

で成り立つとは限らない．なぜならα≧3では（9）

に対応する表現ができないからである．

次に0≦s≦1に対して（2）を証明するために
A＋BのSchat七en分解を用意する．つまり

　　　　　A＋B一Σ‘。liPn＞〈di。1，

　　　　　　　　　　n

ただし｛1φπ〉｝はA＋Bの固有値｛tn｝に対応す

る固有ベクトルである．このとき

　　　　　X＝A（1・gA）2＋B（1・gB）2

とおくと

　　　Tr［（A＋B）sx］

　　一Σ＜φ。1（A＋B）SXI4’n＞

　　　　n
　　一Σ〈（A＋B）s／2ip。IX（A＋B）8／21φ・＞

　　　　n
　　＝ΣtX＜ip。1x1φn＞

　　　　れ
　　一Σt：・n・

同様に

　　　　　　Y＝（Al・gA＋B1・gB）2

とおくと

　　　Tr［（A十B）－1＋SY】

＝
Σ＜di。1（∠4十B）－1＋syliPn＞

　　　n
＝

Σ＜（A十B）寺Eip。IY（A＋B）苧【φ，身

　　　n
一

Σ翻＋s＜φ・lylφ・＞

　　　n
一

Σオ霧1＋Sbn・

　　　n

一 557一



補題2t1，t2，al，a2，bl，b2＞0が次の2条件を満た

すとする．

（1）tlal＋t2α2≧b1＋b2
（2）・1＋・2≧tr1　ib、＋オ牙1b2

このとき任意の0≦8≦1に対して次式が成り
立つ．

オ1α・＋ts・2≧ti1＋Sb、＋ぢ1＋Sb2．

証明．t1＝t2のときは明らか．　tl＞t2として一般

性を失わない．

このとき次を得る，

　　tl・・＋舌蓬・2一オf1＋εb、一ぢ1＋3わ2

　　孟窒・・一重f1＋3b、＋オ彦α2一ぢ1＋εb2

　　オ∫1＋8（tlal－b1）＋亡牙1＋ε（孟2α2一わ2）

≧亡f1＋5（b2一亡2α2）＋ぢ1＋s（オ2α2一わ2）

　　（ぢ1＋8－ti1＋8）（孟2・，－b2）．

ここで不等号は条件（1）から得られる，

t2a2－b2≧0ならば行1＋s－tri　1＋8≧0だから上

式は非負となり結論が言える，一方t2a2－b2く0
ならば次を得る．

　　亡｛・・＋孟昌・・一ぢ1＋εゐ1一舌牙1＋εb2

　　孟至・・一孟τ1＋8δ、＋弓・2一ぢ1＋8b，

　　孟望（・、一　tfib1）＋舌蓬（・2一舌Σ1b2）

≧ti（ぢ1b2－・2）＋オ茎（・2－tiib2）

　　（亡至一古茎）（ぢ1b2一α2）≧o．

ここで不等号は条件（2）から得られる．また最後の

非負性はti－ts≧0と仮定から得られる，　q．e．d．

注意2個数が増えると補題2は必ずしも成り立
たない．反例として

とすると

tl＝3，t2＝＝2，t3：＝1，

　　　　　2　　　　　　　3
α・＝ 5・α・＝1，α・＝5，

　　　1　　　　　　　　　　　1
b・＝ i，b・＝4・b・＝1・・＝i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
t1　a1＋t・a・＋t・a・＝b・＋b・＋b・＝－

7・

となり2条件は成り立つが

tl・・＋tS・・＋・t9・・－2 ≠＋va＋9…．・689・4．

tf・b・＋ぢ・b・＋・ぎ・b・一亨＋2VEi＋・－4．・・7・・2・．

したがってこの場合は結論が成り立たない．

注意3－1＜8＜0の場合は補題2が成り立つか
どうかは不明である．

定理4．，・1．，Bを2次元正作用素とする．このとき任

意の0≦s≦1に対して成り立つ，すなわち

Tr［（A＋B）s（A（1・gA）2＋B（1・gB）2）

一
（A＋B）－1＋s（Al・gA＋別・gB）2］≧0．

証明定理3から補題2の2条件が得られるので結
論が成り立つ．q．e．d．

注意4定理4は一般の7r1，7r2のときも成り立つ．
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