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1　Generalized　skew　infbrmationと不確定性関係

量子状態ρ（密度作用素：グ＝ρ≧0，TT回＝1）と観測量H（自己共役作用素：
E寧＝1∫）との間のある種の非可換性の度合いを表す情報量として次のWigner－
Y』na8e　skew　hlfbrmationが知られている：

　　　　　　　　　　　　ち（H）≡IT・［（乞［ρ1／2，珂）2］・

ここで［X，y】……xy－yxである．またDysonによる一般化

　　　　　　　私。（E）≡IT・［（¢［ρ・，HD（乞［ρ1－・，珂）1，α∈［…］

（1）

（2）

がWigner－Yi辺as←Dyson　skew　infbrmationとして知られている．近年この種のskew

informationと不確定性関係に関する研究が盛んになされている［10，17，8］．量子状

態ρと観測量X，yに対するHeisenbergの不確定性関係は

　　　　　　　　　　　％（xw）≧liT・［ρ圏］12　　　（3）

である．ここで分散は％（E）…≡T7［ρ（H－TT［ρ」げ1∫）2］で定義される．これよりも強

い結果としてSchlodingerの不確定性関係

　　　　　　　　％（x）W）－1伽，（瓦y）1・≧IIT・［ρ關112
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が知られている．ただしOo勿ρ（X，　y）≡Tバρ（X－T7［ρX］∫）（yL野［ρy］1）］である，

Luo－Zhang［10］は不等式（3）より強い結果として

　　　　　　　　　　　　ち（x）ち（y）≧llT・［ρ圏］12

を得たがこれは不成立であった．次の例で成り立たないことがわかる．

Cou皿ter　Exa：nple　1

　　　　　　　　ρ一1（ll）・孟一傷）β一（ll）

なぜ成り立たないかという理由は次の通りである．

　　　　　　　　　　φ（X，y）…T・［ρ静＊トT・［ρ1／2πρ1／29＊］

とおくとφ（X，y）はsesqui－1illearかっRerエnitianであることは容易にわかる．しか

しφ（X，X）はpositiveではない．またself　adjoint　operator五に対してφ（．A，．4）≧0

であるが、そうだからといってSchwarz　inequalityを使うことはできない．つまり
φ（X，y）はB（％）上の㎞er　productではないのである．ここに彼らの間違った原

因があるといえる．そこで彼らの不等式を回復させるために次のような定義を導入
する，

Definition　1（［17D任意のdeπ8吻ope偽α伽ρ，任意の5ε炉α吻o翻opε耐or8．A，．B，

任意の0≦α≦1，任意のε≧0に対してgθπθTα伽e4　co舵Zα伽πを次のように定義

する．

　　　　　　伽＿（・4，B）≡（1）T・［ρλ君】＋IT・［瑚

　　　　　　　　　　　　　　　　一IT轟・一α9］－IT・［ρ・9ρ1一α角

また次のようなgεηα偽α伽θd8舵ω蛎o㎜磁づoπ　を定義する．

　　　　　ち，，，、（五）≡0僻。，＾，（舶）一（1＋・）T・［ρ五2トT・［ραAρ1一α刈

　このとき次の定理を得る．

Theorem　1（Yanagi－Fuにruichi卿Kuriy㎜a［17D

　　　　　・馬＾、（瓠角，（B）－iB・｛伽・傷＾・（Aβ）｝12≧景IT・［ρ［A，B1］12



14

Theorem　1を証明するためには次の定義が必要である．

De6nition　2∫，　gをそれぞれdomα伽．D⊂飛　をもつTeαZルηc伽η3とする．この

とき任意のα，δ∈Dに対して

　　　　　　　　　　　　（∫（α）一∫（δ））（9（α）－9（b））≧0

が成り立つとき，（∫，g）はη0π0施ηεpαかという．また任意の　α，b∈Dに対して

　　　　　　　　　　　　（ノ（α）一∫（わ））（9（α）－9（b））≦0

が成り立つとき，（∫，g）はαη蕗moηo加ηe卿丁という，

このとき次のLelnmaが成り立つ．

Lelnma　1（Bourin［1］，　F吋ii【2D任意のεe年αのo傭opeπ吻r5、4，　Xに対して次

の加c画ηeguα砒〃力減り立っ．

（1）（∫，g）が鵠oπo伽乞cpαかのとき次が成り立っ．

　　　　　　　　　　　TTげ（五）Xg（五）x］≦TT［∫（み）9（五）x21．

（2）（ノ，g）がα冗オ伽oηo加ηづcp傭のとき次が成り立つ．

　　　　　　　　　　　Tγ［！（み）Xg（ノ1）X］≧Tr［ノ（五）9（五）X2］．

さらに一般的に次のtrace　inequahtyも成り立つ．

Le㎜a　2任意の珈伽鵬α翻，　B，任意の1傭o醐or　X｝こ対し
て次の伽o画πε興αZ吻が成り立つ．

（1）（∫，g）がπ｝oηo加π2cp碑のとき次が成り立っ，

　　　Tr［ノ（五）X＊9（β）X十∫（B）Xρ（五）X「≦ユ「γ［∫（み）9（孟）．♪ぐ事X十ノ（B）9（B）XX率】．

（2）（ノ，g）が傭伽｝oπo伽¢c卿丁　のとき次が成り立つ．

　　　T7［ノ（五）X串9（β）X十ヂ（B）Xg（・4）X「≧Trげ（A）9（五）X串X十ノ（B）9（β）XX「、
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Proof　of　Lemma　2．究㊥％上の2つのse1肱djoint　operatorsを次のように定義
する，

　　　　　　　　　　　λ一（、400B）・刃《鮮）・

（∫，g）をR㊥R上のmonoton．ic　pairとするとLemma　1より

　　　　　　　　　　Td！（A）刃9（λ）」～］≦T・［∫（λ）9（λ）髪2］，

が成り立っのでこれよりLe㎜aの（1）を得る．同様にして（2）も示される，　q．e．d．

ここでTheoreエn　1の略証を与える．

Proof　of　Theoreln　1．任意のdensity　operatorρと任意のbounded　hnear

operators　X，　yに対して次のように定義する．

　　　　　　　φ（　　　　　　　1x・y）…（葛＋ε）T・圃＋IT・蘭

　　　　　　　　　　　　一IT・［轟・一αテトITdρ・9ρ1－・驚］・

Le㎜a　2よりφ（X，　X）≧0である．φ（X，　y）はsesq曲ne飢かっHe面tianである

のでSchwaエz　inequa批yを用いると

　　　　　　　　　　　　1φ（x，y）12≦φ（x，x）φ（名y）．

が得られる．よって任意のse1鉛djoint　operators．4，　Bに対して次が成り立つ。

　　　ρ・罐・。，，，，（・4，B）12≦0㏄・。，，，、（ゑ，五）0α・・。汐，，（B，B）＝転，，・（五）ち，，，・（β）

TT［ρ［A，　Bnは純虚数であることカミわかるので

　　　　　1伽＿（」4，β）1・一書囲ρ［AB川・＋IR・｛伽＿（4B）｝1・

となり目標の不等式を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q・e・d・
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2Wigner－Yanase－Dyson　skew　information
　　and　Generalized　Fisher　infbrmation

Classica1　Fisher　informationは次のように定義される．

De丘nition　3（Cla8sical　Fisher　infbmlation）｛pθ：θ∈R｝をR上で定義され

たpro励琶物4θη8吻血ηc伽循のパラメータ付けられたノαm吻とする．このとき3

通りに表現される

　　　　　　　　　1｝ア（ヱ）θ）　　＝＝　　孟二（晶P渉／2（2つ））20彦¢

　　　　　　　　　　　　一払（晶1・9P・（①））2P・（¢）d¢

　　　　　　　　　　　　－1孟（響血

を伽漁・ん・帥燃・ηという・ここで撃は対数微分と呼ばれている・

さらにpθ（の・＝p（ω一θ）を満たすとき

　　　　　　　　　昂（Pθ）一緯／2（¢））2砒

　　　　　　　　　　　　　一1孟（蓋1・9P（の）2㈱

　　　　　　　　　　　　　一1濃（欝

と表現される．

classical　Fisher　informationをqua皿tum　Fisher　hlformationに拡張することを考え

る．この際に拡張の仕方は固定されたものはないので様々な拡張の仕方が考えられ

る．ここでは2通りの拡張を試みる．

De且nition　4（Q㎜tu阻Fi8her　infbrmation）｛ρθ：θ∈R｝を1翔うε＃8Pαce梶

上で定義された4e悌吻opε煽or8のパラメータ付けられた血m吻とする．このと
き（2％αη加mF励eT¢顧o襯α孟琶oπは次のように2通りに定義される．

（1）－Wigner－Yanase　inbrmation

　　　　　　・w（ρ・）－IT・［（嘱／2）2】－T・圃一丁・［ρ1／2∬ρ1／2珂，

　　ただしDHZ＝乞画珊＝乞（¢H－H¢）である．さらにρθ＝e一捌ρe湖を満た

　　すとき

　　　　　　・w（ρ・）－1叩Hρ1／2）2］一瑠2剛ρ1／2∬ρ1／2珂・



17

（2）

　　　　　　　　　　　　畑（ρ・）－IT・［ρ・L多］，

ただしLθは次の性質を満たす8〃mηe痂cZogα漉ん禰c　4e蜘α伽ε6対称対数微
分ノである．

　　　　　　　　　　　　留一1（五θρθ十ρθ五θ）・

さらにρθ＝e｝乞昭ρε湖を満たすとき

　　　　　　　　　　　　　か（ρ・）－1叩・］，

ただし五＝e乞θH五θε一‘班である．

以降ρθは次のvon　Neu皿ann－Landau　equationを満たすものと仮定する．

　　　　　　　　　　　　絡Eρ・一ρ・瓦θ∈R

Luoは次の結果を得た．

Proposition　1（Luo［111）｛ρθ，θ∈R｝が次の条件を満たすと仮定する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　－6θ王ぞ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢θ王ぞ
　　　　　　　　　　　　　　ρθ詳e　　ρθ　・

このとき次が成り立っ．

（1）任意のθ∈］Rに対して

　　　　　　　　　　　・W（ρ・）一砺（＾昨1叩κρ1／2）2］・

（2）任意のθ∈Rに対して

　　　　　　　　　　　・F（ρ・）一∫F（照）≡IT・［ρ・／・五ρ・／2五］・
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Proposition　2（Luo［11D

　　　　　　　　　　　砺（ρ，1∫）≦昂（ρ，11）≦2．τレゾ（ρ，H）．

次に一般化されたquantum　F狛her　infbr皿ationを次のように定義する．

De且nitioロ5（Gemlized　qllant㎜Fisher　infbrmatio夏）｛ρθ：θ∈IR｝を疏Zδ碗

3pαcε％上で定義された4e粥吻ope剛or8のパラメータ付けられた血π｝吻とする．

このときσ侃e勉伽αZ卿αη施伽F胎んεγ蛎o㎜α伽ηは次のように2通りに定義さ
れる，

（1）－Wigner－Yana8伽Dy80n　infb瓢ation

　　　　　∫四。（ρ・）－1叩冴ρ3）（D君ρ1一α）剛ρ・昨丁・［ρ3Eρ糊

　　ただしDH忽＝乞＠，珂＝乞＠E－17コ5）である．さらにρθ＝e一溜ρθ欄を満た

　　すとき

　　　　　玩。（ρ・）－1叩Hρ・）（P遅ρ・一・）］一瑠21－丁耀ρ1－・H｝・

（2）

　　　　　　　　　　　・君・（ρ・）－1瑠L・ρ・一α五・】・

ただし五θは次の性質を満たす3脚常e掘cJogαr伽煽cdε吻α伽eである．

　　　　　　　　　　留一1（ρ3Lθρみ一α十ρみ一α五θρ1｝）・

さらにρθ累e印棚ρε欄を満たすとき

　　　　　　　　　　　・玖・（ρ・）－IT・［ρ・Lρ・一αL］，

ただしL＝ε溜五θe－4θHである．

次の定理を得る。

Theorem　2｛ρθ，θξR｝を次の条件を満たすと仮定する．

ρθ＝e－‘θHρe‘θ王τ．

このとき次を得る．
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（1）任意のθ∈Rに対して

　　　　　　　　　玩・（ρ・）一・凧・（A∬）≡IT・［（DHρ・）（D且ρ・一・）】・

（2）任意のθ∈Rに対して

　　　　　　　　　　　玩・（ρ・）一玩・（A昨IT・［ρ・Lρ・一・五］・

さらに次の定理を得る．

Theorem　3
　　　　　　　　　　　　　玩。（ρ，∬）≦畑，α（ρ，H）．

Proof　of　Theorem　3．ρ＝Σπλη1φπ〉〈φπiをρのsp㏄trum　decompositionと

する．このとき

　　　1画α（ρ，1…り　　＝：　TT［ρ」E『21－Tγ［ρα11ρ1鱒α11］

　　　　　　　　－1Σ（λ矯＋編一λ蹴一α一λ荒αλ諺）1＜φ鵬1∬1φ・＞i2・

　　　　　　　　　　　77ちη

他方次を得る．

　　　　　玩・（ρ，∬）－IT・［ρ・Lρ・一α五］

　　　　　　　　　　－1Σ1（λ集λ蓋一α十λ鑑「αλ驚）1＜φ鵬ILIφ・＞1・・

　　　　　　　　　　　　　ηちπ

ここで¢（ρπ一11ρ）＝圭（ραLρ1噴＋ρ1一α五ρα）が成り立つので

　　　　　　　　　　　　　　　　4（λゼλ。）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＜φ凧團φ。＞12．　　　　　1＜φml五1φ。＞12＝
　　　　　　　　　　　　　　（λαλ義一α十λ㌃αλ驚）2

が成り立つ．したがって

　　　　　　綱一1幕λ疹1無蕃≡λ9kφ鴨iHi森＞P・
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次の不等式を得る．

　（λズλ。）2－（λm＋λ。一λ集λ夷一α一λ誌αλ拷）（λ謡一α＋λkα嶋）

一
（λバλ。）2－（λ鵬＋λ。）（λ集λ㌃α＋λぢαλ拷）＋（λ監λ㌃α＋λぢαλ需）2

≧（λバλ。）2－（λ鵬＋λ。）（αλ犯＋（1一α）λ。＋（1一α）λ鵬＋αλ。）＋4λ㎜λπ

＝：
　（λ7π一λπ）2－（λ鵬十λπ）2十4λπ多λπ

＝　0．

ゆえに目標の不等式を得る． q．e．d．

ここで他の定義との関わりについて言及する．

をT・［ρL2］ をTT［ραLρ1脚αL］ をT・［ρ亭Lρ『詫五］

雪（ρ五十五ρ） ○ × ×

奏（ραLρ1一α＋ρレαLρα） ○ ◎ ×

ρ1／2Lρ1／2 ○ ○ ○
岩（ρ≒i91ンρ≒与⊆十ρと彗三1ンρ≒i皇）

○ × ○

行方向には関連する3種類のgenerahzed　Fisher　information　IF（ρ，　H）が表されて

いる．

列方向には関連する4種類の亜が表されている．

　　　　　　　　　　　　　　dθ
◎は基本的にTheorem　3が成り立つ箇所である．また○は派生的に成り立つ箇所
である．×はTheorem　3が成り立たない箇所である．

3　Generalized　quantum　Cramer－Rao　inequality

Tをse艮adjoint　operatorとする．dellsity　operatorsのパラメータ付けられたfamUy

｛ρθ；θ∈R｝に対してEθ（T）≡7マr［ρθT］＝θを仮定する，っまりTが不変推定量で

あると仮定する．このとき
　　　　　　　　　　　　　　　　T・［伽一・

であることに注意する．またTのvarianceは次で定義される．

　　　　　　　　　　　　　層レ各（T）＝＝71T［ρθ（7「一θ1）2］．

玩α（ρθ）は次で定義されるgeneral屹ed　quantum　Fisher　t㎡ormationとする．

1瓦。（ρθ）＝T7［ρ3ゐθρ渉『αLθ］，
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ただし五θは次を満たすsymmetric　logarithmic　derivativeである．

　　　　　　　　　　　　留一1（　とヒ9～　　1一α　　　1一α　　とヒ黛ρθ2　五θρθ2　十ρθ2　五θρθ2）・

このとき一般化されたCramer－Rao　inequa五tyを得る．

Theorem　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　疏・（ρ・）≧％（T）・

Proof　of　Theorem　4．次の一連の不等式が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　囲ρ評㌔、ρ評（T一θ・）］i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　ユ　ロ　　　ユ
　　　　　　　　　　　　＝IT・［ρ『L、ρ『「｛ρ3（T一θ1）｝「12

　　　　　　　　　　　　　　　　　ほ　　　　　　ユ　に　　　　　ユリ　　　　　　　くと
　　　　　　　　　　　　≦　TT［（ρ3　Lθρ♂「）（ρ5ア五θρ『）］％（T）

　　　　　　　　　　　　：＝　　TT［ρ3ヱンθρ渉一αLθ］τ花｝（T）．

ここで左辺は次のように評価される．

　　　　　　　　LHS
　　　　　　≧（R。T。レ洗、ρ野（T一θ1）］）・

　　　　　　一（圭TT［ρ野五θρ♪皇（T一θ1）］＋1叩一θ・沸・ρ野】）2

　　　　　　－（T・［1（ρ野五・ρ野＋ρ評五・ρ野）（矧）D2

　　　　　　一倒留（T一θ・）］）・

　　　　　　一（T・［留丁］一θ晶（T・［ρ・D）・

　　　　　　＝　1．

したがって一般化されたCramer　Rao　inequahtyを案尋る．

α＝0またはα二1のとき次のquantuエn　Cramer－Rao　inequality　を導く．

Corollary　1
　　　　　　　　　　　　　　・F（ρ・）…T・圃≧％渉）・

q．e．d．
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Remark　1一般に任意の5eゲαのo翻opε剛o匹4，任意のd8η5吻operα舌oTρ，任意

のα（0≦α≦1）に対して次の大小関係が成り立つことがわかる．

　　　　　　　　　　（T・［ρ刈）2≦T・［ρ券滋ρ圭ゑ｝≦T・［ρ・五ρ1－・周≦T・［ρみ2］．

なぜなら

　　　　　（T・岡）2一側ρ麦（ρ去五ρを）D2≦T・回丁・［（ρ禰）2】－T・画ρ去4

　　　　　　　　　　　　T・［ρ・五ρ1一α五］＝T・レα一去（　1　　　1ρ444ρ4）ρ垂一α（ρ去Aρ去）］

　　　　　　　　　　　　　≧T・［（　1　　　1ρ4／Lρ4）2］－T・画ρ告λL（byL・㎜・1）

　　　　　　　　　　　　　　　Tア［ρα五ρ1一α周≦Tア［ρ五2］．（byLe㎜a1）

ただしρの5pe諭ul　4㏄0卯08琶伽ηを使っても一連の不等式は得られることに注意

しておく．
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