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1　はじめに

　1994年にShorは量子コンピュータを用いた効率的な素因数分解アルゴリズムを発表した［1，2］，現在のコ

ンピユータでの大きな整数の素因数分解には膨大な計算量を要することはよく知られており，インターネット

等で広く使われている暗号の安全性はこの計算量の大きさに依存している．そこで，量子コンビユータが実現

されるとこの種の暗号の安全性が崩壊するとしてShorの研究は注目を浴びた，

　Shorのアルゴリズムの計算量は，素因数分解したい数ηを2進数表示したときの桁数log2πについての多

項式時間となる．本研究の目的は，この計算量をより精密に評価することである．従来の評価では，素因数分

解したい数η＝p1ε・p2e・．。．p許に対して，十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズ

ムの実行回数Nは
　　　　　　　　　　　　　　　・・〉・・N≧。β（log（1／ε）1－1／2た一1）（1・9・・）2

であった，これに対して，本研究の精密な評価では勉一1＝27・σ客σ＝1，2，．＿，傷τ｝≧1，のは奇数），

τ’；min（71，一・，7’た），テ＝Σ髭ユηとすると

　　　　　　　　　　　　　比・・，N≧ψ（　　　log（1／ε）1－、走、寧）（嘲2

と表すことができる．これにより，従来の評価が最良の結果であることが明らかになるとともに，素因数分解

したい数ηの構成と計算量の関係を考察することができる．

　第2章ではShoτの素因数分解アルゴリズムとその計算量の評価の方法を説明する．第3章では従来の計算

量の評価を紹介する．第4章で本研究での精密な評価に必要な整数論の結果を説明し，第5章で実際に精密な

評価を行う．最後に第6章で従来の評価と本研究の結果の比較をする．
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2　Shorのアルゴリズム

　Shorの素因数分解のアルゴリズムとその計算量の評価の方法を紹介する．素因数分解したい数をπとする．

ここでは簡単のためにπは二つの素数の積でπ＝pgと表されている場合を考える．そうすると素因数分解の

アルゴリズムは以下のようにまとめることができる．

　　1°：｛1，2，．．．，π｝からランダムに一つ選び，その数をαとする．

　　2°：gcd（α，η）＝1ならば3°へ行く．gcd（α，η）≠1ならば1°へ戻る．

　　3°：αのmodπに関する位数rを求める，（量子コンピュータによる）

　　4°：得られた位数7が偶数ならば5°へ行く．奇数ならば1°へ戻る．

　　5。：〆二gcd（♂／2十1，η）と9’＝gcd（♂／2－1，π）を求める・

　　　6°：p’lg’のいずれかがπならば1°へ戻る．そうでなければそれらが求める因数p，gである．

　次に，アルゴリズムの計算量の評価の方法を説明する圖。アルゴリズムを1回実行して素因数分解に成功

する確率を馬とすると汁分大きい僻で正しく素因数辮するために必要なアルゴリズムの実行回数Nは

　　　　　　　　　　　　　　　　　∀，＞o，N≧1・g（1／・）／P、　　　　　　　〔2・1）

を満たせぱよい．ここで，確率P5を評価するために次のような事象を考える．

オ、：gcd（α，η）＝1となるようなη未満の数αが得られる事象

五．：量子コンピュータによって正しい位数rが得られる事象

．4，：量子コンピュータによって得られた位数丁が偶数である事象

孟ノ：得られた位数から正しい因数p，qが得られる事象

　これらの事象を用いると，確率P5は

　　　　　　P3＝P（．4α∩ん）P（、48∩ノ旨1孟α∩ん）＋Pし4α∩孟r）P（・4¢∩ノ㌧1／Lα∩蓋の

　　　　　　　　≧P（．4α∩ん）P（・4e∩14ノト4α∩ノ墨r）

　　　　　　　　－P固P（ん）P（ん叫1ん∩ん）　　　　　　　　（22）

となる．ここで羅率P（ん），P（ん），P（んM、険∩ん）を求める・とで・式（2・1）及び式（22）から必

要なアルゴリズムの実行回数が得られる．

3　従来の計算量の評価

。の章では，僻P（．Aα），P（ノ1r），P（ノ1¢∩孟ゴlAα∩〆主r）の従来の評価の方法を紹介する［3】・まず・解

P㈲は，9。d（・，・）一・となるような・未満の数・鵬られる解であるから・E・1・・の麟捌’て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢（π）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P偽）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π一1

と表すことができる．Eulerの関数については

　　　　　　　　　　　　　　　　　1imi。fρ（・）1。gl°9η＝ビ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→◎◎　　　　　　π
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が成り立つことが知られている．ここでッはEulerの定数である．したがって，十分大きいηに対して

　　　　　　　　　　P（ん）一讐1≧1．轟。≧最一εll畿e「．乱η　　（・・1）

が成り立つ．ここでαはπに依存しない定数である．

次に櫛P（ん）を勅る．これは量子コンピュータによって正しい位蜘が得られる確率である・この確

率は，ア未満でrと互いに素な数が得られる確率を用いて表すことができる。すなわち・確率P（・4のの場合

と同様にして

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P（ん）≧1。£η　　　　（・・）

と表すことができる，ここでβはηに依存しない定数である．

　最後に確率P（！1．∩！1／1五、∩、缶）について説明する．一般に，鳶種類の素数の積でπ＝plelp2e2＿搬θk

と表されるπに対して，量子コンピュータによって得られた位数γが偶数であり，かつ得られた位数から正し

い素因数が得られる確率P（蓋，∩んレ4α∩ん）は

　　　　　　　　　　　　　　　　脚卵。∩ん）≧1漬　　　　（・・3）

であることが知られている［41．この確率を第5章でより精密に記述する．

　以上のことから，アルゴリズムの計算量を評価することができる，式（3．1），（3．2），（3．3）を式（2・2）に代入

すると，アルゴリズムを1回実行して素因数分解に成功する確率P5は

　　　　　　　　　　　　　　　　　馬≧（　　　　　　11－　　　　2た一1）（、．謬。）・　　　（・濁

となり，式（2．1）より，十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実行回数1Vは

　　　　　　　　　　　　　　・・〉・，N≧。β（lo9（1／ε）1－1／2鳶一1）（1・…）2　　　（…）

となる．すなわち，アルゴリズムの実行回数は，素因数分解したい数πを2進数表示したときの桁数1092η

のオーダーになることがわかる．また，位数7・を求める量子コンピュータを構成するのに必要なゲートの数も

0（log2η）であることが知られており，総合してShorのアルゴリズムの計算量は0（1092η）である．

4　Shorのアルゴリズムに関連する整数論の結果

　この章では，式（3．3）をより精密に評価するために必要な整数論の結果を用意する・素数Pに対して，体

Z／pZのinvertible　elemenも全体を（Z／pZ）xとすると，（Z／pZ）×＝｛1，2，＿，p－1｝はp－1個の元をも

つ，このとき，よく知られた結果として

　　　　　　　　　　　　　　　　i｛α∈（z／pz）×；・，＝4｝1＝ψ（の

が成り立つ［5］．但し，dip－1，γPはαのmodpに関する位数，曽（・）はEulerの関数である・

補題4．1　素数pに対して，p－1＝27σ（7≧1，σ：odのと書くことができ，

　　　　　　　　　　　　　　1｛α∈（z／pz）×；％・・剛＝・

　　　　　　　　　　　　　　1｛α∈（z／pz）×；ゲ2亡8（…剛1＝2ト1σ

（4．1）

（4，2）

が成り立つ．ここで，云は1くオ＜τの固定された数である．
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（証明）　まず，％＝2㌔（孟≧0，8：0dd）と書くと

　　　　　　　　　　　　　　　　　・p・・dd，・plP－1⇔咽σ

が成り立つ。rp　Ip－1＝2㌔【27σよリォ≦7，51σであり，rp＝2㌧が奇数であることからf；0．した

がって沸＝・となり，・1・から・，1・が得られる・逆に・刷・ならば・・，は・の約数であるから・・は奇

数である．また，p－1＝2アσよリァplσ⇒rp沙一1が成り立つ。このことに注意すると

1｛α∈（z／pz）×；・，・・鵡1＝　Σ望（・・）

　　　　　　　　　　　　　rρip－11rp・odd

　　　　　　　　　　　　＝Σ¢（・，）

　　　　　　　　　　　　　Tp｝σ

　　　　　　　　　　　　：＝σ

となり，式（4．1）が得られる．次に，γp＝2㌔のとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・，IP－1⇔・1・

が成り立つ．仮定1≦オ≦τより2‘5i27σ⇒ε1σであり，逆に81σ＝⇒2¢812γσが成り立つからであ

る．したがって，固定されたオ（1≦オ≦γ）に対して

　　　　　　　　　　　【｛α∈（z／pz）・；・，ニ2‘・（…剛＝『Σ　P（・，）

　　　　　　　　　　　塞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　デP【P－1，7P＝：2ま3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σψ（2右5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　31σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Σ曽（2ε）曽（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　slσ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝幹（2‡）Σ幹（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・《1－・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2亡一1σ

となり，式（4．2）が得られる．

禰4．2。＝P、・・＿バ（P、は索数｛1，2，＿，た）に対して・P・－1＝γ‘・・（・≧1，・…4d）と書くこ

とができ，αのmodηに関する位数をr，　mod鍛に関する位数を7p、＝2鰍5Pfとすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　　　1｛・∈（Z／・Z）・・…dd｝1＝H・，、　　　　　　（4・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　　　　　　！｛・∈（Z／・Z）…，、一…＝・，。一・｝1＝2為（‘－1）rl…　　　（4・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1

が成り立つ。但し，1≦‘≦min（㌃、，＿，％ρである．
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（証明）　chinese　Remai1ユder　Theolemより，（z／ηz）×…と（z／Pl　z）x㊥…㊦（z／Pκz）×が成り立つの

で，α∈（z／πz）×に対して

　　　　　　　　　　　　　　　γ＝lcm｛り1，．．・，rp轟｝

　　　　　　　　　　　　　　　T：o記⇔rp　1，…》7Pk：0慮

　　　　　　　　　　　　　　　1（2／・Z）×H（z／P・z）xl…【（Z／P鳶Z）×【

が成り立つことに注意すると，式（4．1）を用いて

　　　　　　　　　　1｛・∈（z／・z）×；…鵡1

　　　　　　　　　　＝1｛・∈（z／・z）×；，》。…，・，、・・剛

　　　　　　　　　　＝1｛α∈（z／Plz）×；・パ・dd｝【…1｛・∈（z／P・z）×；・…醐1

　　　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　　　　＝H・，、

　　　　　　　　　　　i＝1

となり，式（4．3）が得られる．また，式（42）を用いて

　　　　　　　　　　　1｛・∈（z／・z）×；孟，、＝…二孟，回｝1

　　　　　　　　　　　＝1｛・∈（z／P、z）×；考，、＝1｝1…1｛・∈（z／P・z）×；オ，、＝」｝1

　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　　；2鳶（‘陶1）H・，、

　　　　　　　　　　　　　　　　ε＝1

となり，式（4．4）が得られる．

定理4．3・’＝面・偏＿，励，祉Σ狸幽とおくと

　　　　　　　　　　　1｛α∈（21／πz）・、・，、；…＝・粋｝1－2≒響κア’丘・，、　　（・・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1

であり

　　　　　　　　　　　　1｛α∈（Z／畿）寿゜’＝孟猟｝L、、≠1共2㎞’　（・・）

が成り立つ．

（証明）　式（4．5）の左辺を変形し，式（4．3）および（4．4）を用いると

　　　　　1｛・∈｛z／・z）×；…＝…＝…｝1

　　　　　　　ア　
　　　　　＝U｛・∈（z／・z）x；老，、；…＝オ，、＝♂｝

　　　　　　　停゜

　　　　　　　ア
　　　　　＝Σ1｛・∈（z／・z）×；オ，、＝一・；老，、＝♂｝［

　　　　　　1＝0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アノ
　　　　　＝1｛・∈（z／・z）×；オ。、＝…＝オ，、＝o｝i＋Σi｛・∈（z／・z）×；オ，、＝…㍉、．＝z｝t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　　一意・病＋書（　　　　　　　　海2鳶（ト1）H％、　　　　　　　‘＝1）
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　　　　　2≒～ギT’丘％，

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

となり，右辺が得られる．また，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
　　　　　　　　　　　｝（z／・z）×i判（z／P・z）×［・－1（z／P・z）×1＝2テH・，、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1

であることに注意すれば，式（4，5）より式（4．6）は明らか．

5　精密な計算量の評価

　第3章の式（3．3）で表される確率は，ηの素因数の個数のみで表現されている．この章では，第4章での整

数論の結果を用いて，素因数の個数だけでなく，素因数から定まる数を使って確率を精密に評価する．

補題5．1　η＝pleエ．．．Pke南（跳は素数，ゴ＝1，2，＿，勧に対して，pr　1＝2ησ6（η≧1，σiは奇数），

〆＝min（ゲ1，・・一，η6），デ＝Σ髭1ηとすると

　　　　　　　　　　　　P（岬，1嶋）－1－、占2ん一1≠2κゲ’　　（…）

が成り立つ，

（証明）　アルゴリズムのステップ5°と6°と位数の性質に注意すると

　　　　　　P（ん咄1・。M。）＝P（｛・・・…｝・｛・・／2≠士1（m・d・）｝iんM・）

　　　　　　　　　　　　　　　　－P（｛一・・｝・｛・・／2≠一・（m・d坤・∩ん）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝レP（｛・・醐・｛♂／2＝一・（m・d・）｝iオ・∩ん）

となる．ここでαのmodηに関する位数をγ＝2‘8，　modp5に関する位数を71＝2じ・5‘とする．ただし，

ゴ＝1，2，．．．沸，オ，な≧1，8，5ゴは奇数とする，すると確率，P（ん∩．4∫レ4α∩．4r）はさらに変形でき

　　　　　　　　　P（ノ1ε∩．Aノし4α∩！1r）

　　　　　　　　　＝1－P（岡・（血吟1臨）｝）ん・為）

　　　　　　　　　＝1－P（｛ち＝・一・ド・｝・（血｛ちコ・｝）ん・ん）

　　　　　　　　　＝1－P（孟1＝…＝オ副ノ1α∩・4r）

となる．ここで式（4．6）を用いると式（5．1）が得られる．

定理5．2。；P、・・．．P、・・（pε｝ま素数，　乞＝：1，2，＿。，た）に対して・P・－1＝2丁…（η≧1・σ・は奇数）・

。’＝畷。1，＿，姉箆Σ包、。とすると，アルゴリズムを1回実行し螺騰分解に成功する確秘は

　　　　　　　　　　　　　　馬≧（1－，占2等2り（1。鈴）・　　岡
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であり，十分大きい確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実行回数2＞は

　　　　　　　　　　　　・・〉軌N≧。β（　　　ユ09（1／ε）1－、走12k一琶幸2鳶7’）（め…）2
（5．3）

である．ここでα，βはηに依存しない定数である．

（証明）　式（5，1）を式（2．1）および（2．2）に用いる．

6結果の比較

　本論文で精密に評価した確率は，量子コンピュータによって得られた位数pが偶数であり，かつ得られた位

数から正しい素因数が得られる確率P（五8∩ノ1〆レ㌔∩ノ1r）である、従来の評価では，η＝plelp2θ2．．．p麿

とすると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　P（・4θ∩ノ1∫［ノ主α∩／乱r）≧1一研了

とされていたものに対して，p∫－1＝2τ・σ‘（i＝1，2，．．．沸，鴛≧1，のは奇数），τ’＝miR（丁1，＿，循），

デ＝Σ農1ηとすることで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　2鳶　一2十2た7’
　　　　　　　　　　　　　P（・4e∩ノ1∫レiσ∩ノまプ）＝1－2・－1　2・

と精密に表すことができた．これらの式の間には次のような関係がある．

定理6．1　η＝P1・・，，。殊・起（ρ‘は素数，2＝1，2，．．．、旬に対して，P‘－1＝2～・《η≧1、砺は奇数）・

τノ；mia（71，・一，γた），デ＝Σ⊃1＝1ηとすると

　　　　　　　　　　P（鋤1ん・ん）・1－、占2た　1≠2齢γ’≧1÷　　（・・1）

が成り立つ．等号成立は丁1＝…＝集＝1のとき．

（証明）　式（6．1）の不等式について

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　ユ　　　2ん＿・2＿2鳶γ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　2鳶一1　　　2k一ヱ　　　　　2テ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1　　2烏一2－2鳶τ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　〉一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2κ＿1　　　　2鳶7’　　　　　　　　　　　　　　　　　－2た一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　－（1　　　12ん　2kT’）（1－2占）

　　　　　　　　　　　　　　　　　≧0

が成り立つ．

　この定理により，従来の評価が最良の結果であり，確率P（ノ18∩オノレ4α∩ノ生r．）の下限を1－≠τより大き

くはできないことがわかる．また，τ1瓢・一＝η＝1のときに確率P（ノ1，∩Aノト4、∩・4ア）が最小になること

から，ηを構成する素数が全て（2・奇数＋1）の形をしているときに最も計算量を要することになる・
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愚珍

譲。壽

攣幽

秘

図1知およびγqと確率Pし4。∩、4パAα∩ん）の関係

　ηを構成する素数と確率P（丑，∩、4ノレ4。∩ん）の関係をグラフ（図1）に示す．ここでは，ηは2つの素数

の積でη＝pqと表されている場合を考え，　P－1＝27PσP，9－1＝2τ9σq（布，衛≧1・σP，σ9は奇数）とす

る．このときの確率は，従来の評価では式（3、3）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　P匹∩滋ノ1ん∩ん）≧互

である．一方，本研究の精密な評価では，式（5ユ）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12十22min（7P・7の
　　　　　　　　　　　　　P（擁・M∫1ん∩ん）＝レヨ2・P＋・。

となる．図からわかるように怖＝解！のとき僻1／2で最小となっている・また・一般に・・＝・・のと

きに確率P催Mノ臨∩ん）｝ま比較的小さくなり怖≠・，で急激｝こ確率1に近づくことがわかる・

　また，ηが2つの素数の積で表される場合に限り，式（3．1）のgcd（α，η）＝1となるようなπ未満の数αが

得られる確率は簡単にすることができる．

補題6．2。＝P9（P，gは素数〉とする．＋分大きい・に対して，9・d（・，・）；1となるような・未満の数・

が得られる確率P（．4のは

　　　　　　　　　　　　　　　　・・〉・，燗卑≧1－・

で与えられる。

（証明）＿，，（，，，は素数）とす・・，・・1・・蠣数は・（・）一（・一去）（1一者であ・から

　　　　　　　　　　禦＝（1－1）6－1）≧（1－1）（1－1）＝1（1－1）
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となる．gについても同様にすると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　穿）≧1（　　　　11－－　　　P），1（・－1）

が得られる．ここで，η→QO←⇒（p→○○またはg→oo）に注意すると，任意のεに対して，πを十分大き

くすると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　幹（η）＞Lε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π　　2

となる．

系6．3　η＝P9（P，　qは素数）とする．P－1＝2アPびP，α一1＝2γ9σq，〆＝min（％，τ9）（但し・％，菊≧1・

σp，σgは奇数）とすると，アルゴリズムを1回実行して素因数分解に成功する確率．P5は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　馬≧21嗣1－1鴇）

であり，十分大きい確率で確率で正しく素因数分解するために必要なアルゴリズムの実行回数Nは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。灘）　

である．
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1　αassical　Tsallis　rela七ive　entropy

De丘nit…o雄1次で定義される3q（X）を皿＄αZ爾eη古γopすという．

　　　　　　　　　　　　　　3，（x）一一ΣP（・・）を1・，P（・・），

ただしp（切＝P（X＝；のは鵤η40ηL拠丁励‘eXのproうα醜吻4駕櫛漉0πでありまた

　　　　　　　　　　　　　　　　　出ユー9－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　1τ≧0桔9≧O　　　　　　　　　　　　　inα＠）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一α

とする．

このとき
　　　　　　　　　　　野（x）一・（x）一一Σ・（・）1・9・ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z
である．すなわちSh鋤non　elltropyに収束する．

Definition　2、4ニ｛αユ，α2，＿μ。．｝，B＝｛bユ，δ2，…，う・｝を2つのpro侃城吻磁g観b？孟f盛oπと

する．ただしα」＞0，bゴ＞0を仮定する．このとき次で定義されるDq（刈B）を7！3αご傭アεZα伽e

eπ伽OPシという．

　　　　　　　　　　恥（川B）一書・・嶋2一肇詳わ江

ただしOhlq　OO＝0と定義する．

このとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　撫P・（A昨D綱一暑・ノ1・9寄

である．すなわちKum）ack－Leibler　h〕fbrmatio11に収束する．

Proposition　1實αZ傭償θ1α伽εeηfπ）p〃の性質は次の通りである，

215
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（1）（N・nn・gativi七y）・D，（Alβ）≧0・

（2）（Symm・t・y）・

　　　　　　　　D，（・。（・）、…，α。（。）1ゐ・（・）・

（3）（Possibility　of　extension）；

　　　　　　　　　　ρq（α1｝…　，αmOlδユ！・・

（4）（Pseudoaddit董vity）：

ただし

＿，わ。（。））－D，（・・，…・α・ib1・一㊧・

，｝6π，0）＝Pq（α1，…，αnlδ1，一・！bπ）・

Pσ（《（1）X、4（2）IB（エ）Xβ（2））

D，（ゑ（エ）IB（）＋D，（A・2）IB（2’）＋（・一・）P，（滋（1）】B（1））P・（五（2）1β（2’）・

（、）（・。・。・。。。v。。i・y）・・≦λ≦・，，≧・とする・且・・一｛・、｝β（虐L｛δ1‘’｝・（・一・，・）1・

　　　対して次が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　ヱ）9（λA（1）＋（1一λ）蓋（2）｝λB（1）＋（1一λ）B（2））

　　　　　　　　　　　　　≦λP，（ム（1）IB（1））＋（・一λ）D，（且（2）1β（2））・

（6）（StrQng　additiv三むy）3

　　　　　　　　　0σ（α1，　＿　＿　5　｝α三＿ユ　，α‘1　，α託ユ，　αi＋ユ7　－　一　●　，　απ1δ1】　・　・　一　｝　b歪一1，　b話1　》　bε23　う重＋17　9　－　一　，　わ7L）

　　　　　　　一ρ，（・1”一，・。lbユ1…1輸＋わ｝一。・7D・（舞讐1籍讐），

　　　ただし砺＝α三1十α勧薩＝転十b勧

A（・）・且（2）一｛・｝1）・12’1・11）・丑（1），・12）∈A（2）｝・

β（・）・β（・）一｛bl1＞bl2W∈8°），わ！2）・β②｝・

Proof，

（1）：－111g（：r）はcollvex　functionであるので次を得る．

　　　　　　　　　　P・（綱…一シ鴫≧一嚥鴫）鴫

（2），（3）及び（4）：明らか．

（5）：［3】のgeneralized！og－sum　ineqllahtyより任意のα」，β‘≧0¢；1，2，＿，η），g≧0に対

して次の不等式が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　書噛（β、α呂）≦（書ψ・（碁籔　　（・）

これを用いればよい，

（6）：g≧0に対してfunction　Lqを次のように定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・，＠・1）≡一・・1・考
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また次の記号を導入する．

　　　　　　　　　砺1＝α裏（1－3），1αε2＝αiε，b三三＝b歪（1一力），　bε2＝b‘オ・

このとき

　　　　L，（・・、・・，，案1、1ノ・ト・2五，（…，㌢・）樋五，（…，ツ・）＋（σ一1）五・（・…〃・）五・（鋤・）・

これを用いればよい．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q・e・d・

Remark　1次が成り立っ．

（1＞P・・P・戯…1のr1ノ・切3，㈲≦1・・π・

（2）P・・蜘勧・1のωより
　　　　　　　3，（、4（1）・五（・））－3，（A（ユ））＋3，（ム（2》）＋（・一の3，（五（三〉）5・（ム（2））・

（3）1）γopo3薦oηゴのr5クより

　　　　　　　　　3，（M。）＋（1一λ）A（2））≧λ5，（五（1））＋（トλ）5，（ム（2））・

（4）Propo3癖oη1のrのより

　　　　　　　　　　　　3，（・、，＿，砺一1，・・P・・21・・＋・・…，・・）

　　　　　　　　　　一・，（α1｝．・。｝α重一1，α為α‘十1，…　｝）＋・呈3・（讐，讐）・

凶、βを2つの丘nite　alp11訪et　setsとする．　W＝｛W｝Σ｝，（¢＝1，＿，η，ゴ＝1，＿，m）を直か

ら’ βへのtrallsition　probab11i七y　matyixとする．すなわちΣ）翼ユ鴎F　14＝1，2，＿，ηであ

途：謎1盤論、認云薪灘黙鵯璽t牌搬島甥
に定義される．
　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アし
　　　　　　　　　　　α1・浦一Σα1伽）曜ナ・，b5°uの＝Σbl伽）％・・

　　　　　　　　　　　　　　　盛＝1　　　　　　　　　　　　　　‘＝：1

Propos三tめn　2・任意のq≧0に対して次が成り立つ，

　　　　　　　　　　　　　　　P，（四1肥）≦D，（Alβ）・

Proo£generalized　IQg－sllm　in鱗uahty（1）を適用して次を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　凧　　　　b⊆°ut）

Dg（w刈wβ）＝

≦

一

Σ・1　直）1・，（　⇒

　ゴニ1　　　　　αゴ

1難：1　：1薫銑1

一シ…膿
D9（ノ11B）・

q．e．（し
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2　Quantum　Tsauis　relative　entropy

D。丘。iti。。3A。を2つの伽・乞オ“・P…齢とする・0≦9く11・対して次で定義される

Dq（ρ1σ）を卯απ加ηLT5α鷹3田♂αε乞りεε儒知P〃という・

　　　　　　　　　　　　　　　P、（・1・）2一瞥ユコ

またUm，g。k1［・4ユ｝・よってq…t－e1・tive　e・t・・pyカ§次のように騰されていることに注

意する．
　　　　　　　　　　　　　　σ（ρiσ）詔丁γ｛ρ（1・9ρ一1・9σ）】・

D，（ρ1・）を・≦9≦2に擁して定義すると都合がよい・即ち゜≦q＜1｝こ対しては
P2＿g（ρ［σ），1〈g≦2に対してはDg個σ）が定義されるとする．

Proposition　3次の〈1），（2）が成り立っ．

（1）P，（ρ1σ）≦ひ（ρiσ）≦D2－，（ρ｝σ）飾・0≦9〈1・

（2＞D2．，（ρ1σ）≦σ（ρ1σ）≦D，（ρ1σ）f・・1＜q≦2・

Proo£任意の：む＞0，孟＞0に対して

　　　　　　　　　　　　　　　1＿露一‘　　　　　　　」ケ‘－1
　　　　　　　　　　　　　　　　　古　≦109の≦　ヵ

が成り立つので任意のα，b，亡＞0に対して次の不等式を得る．

　　　　　　　　　　　　・（1ギうε）≦・1・9号≦・（α‘字）・　　（・）

ρ＝Σ葦λ鴇，σ；Σ乞μゴ◎ゴをスペクトル分解とするとΣ‘H醤Σ⊃ゴ（？ゴ＝∫だから次の不等

式を得る，

　　　　　　　　　T・［ρ1＋写一’一・（1・9・－1・9・）】

　　　　　　　一ΣT・［疏｛ρ1＋写⊥・（・・9ρ一1・9・）｝G・］

　　　　　　　　　　ぢゴ

　　　　　　　ーΣ（｝・1…∫‘一・一・・1・…＋・・1・9・・）T・閾≧・・

　　　　　　　　　　葱，ゴ

最後の不等式は（2）の右側の不等式から得られる．したがって

　　　　　　　　　　　　琳・9ρ一1・9・）1≦｝T・［・1・tσ一‘一・　

左側の不等式も同様にして得られる．したがって1－g＝古（＞o）とおけばProposition　5の
（1）を得る，またq－1富オ（＞0）とおけばProposition　5の（2）を得る，　　　　　　q．e，d．

ρ，σ、st・量・tly　p・・iti…P…血・・sに対して・el・ti…p…七・・e・t・・py　5（ρ｝・）がR・jii－K…ei［4」

によって次のように定義された．

　　　　　　　　　　　　　3（ρ1・）＝ρ1／21・9（ρ一1／2・ρ一1／’）ρ1／2．
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ここでρ，σがcommu七aもiveのとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ（ρ1σ）＝－Trl3（ρ1σ）」

であることは明らかである．一方Hai－Pe七2［81によって次の関係が成り立つことが示された。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（ρ1σ）≦一τd3（ρiσ）1．

またYanagレFuruichレKuriyama［151によって0≦g＜1に対してTsa11圭s　relative　operator

entropy瑠（ρiσ）が次のように定義された．

　　　　　　　　　　　　　聯）一ρ1／2（ρ一1／2σ艦／；）工一qρユ／2一ρ・

このとき次が成り立っ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1畢（ρ1の鵠5（ρiσ）・

またρ，σがbOmmu七翫tiveのとき次が成り立っことは明らかである．

　　　　　　　　　　　　　　　　　1）9（ρ1σ）＝－丁偶（ρ【σ）】・

さらに次が成り立つ．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　鶉゜・（ρ1のニひ（ρ1σ）・

Theorem　1ρ，σを5堀σ鞠po3伽εdeπ3づ勿ope磁oT3とする．このとき0≦gく1に対し
て次が成り立っ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　Pq（ρ｝σ）≦－丁偶（ρ｝σ）1・

Proof．α一power　meall　lαは次のように定義される．

　　　　　　　　　　　　　　砺β≡ガ／2（五一1／2硯一ユ／2）αA1／2．

【8］のTheorem　3．4より任意のα∈〔0，11に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　T・1♂巨。eBユ≦T・［・（1一α）ム＋αB！．

4＝1Q9ρ，β＝10gσとおくと次を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　T・［ρ襲。σ］≦Td・1・9ρ1　＋1°・σα】．

ここでGolde！1－Thompson　inequalityより任意のHer面tian　operators　A，βに対してT71♂＋β】≦

Tr［♂εBiが成り立っので次が得られる．

　　　　　　　　　T。〔・1・9ρ　α＋1・9σ「≦T・［・1…1一α・1°9σ「；T・［ρ工一ασα］・

したがって
　　　　　　　　　　　　　加1ρエノ2（ρ一1／2σρ『1／2）αρ1／2｝≦T・［ρユ％α！・

ここでα＝1－qとおけばよい。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q，e．d．

Corollary　1（Hiai－Pe七z［8Dρ，σを5掘c吻po8伽ひεdε粥馨勾opθ剛or5とするとき次が成

り立つ，
　　　　　　　　　　　　T・［ρ（1。9ρ一1・gσ）1≦Tバρ1・9（ρ1／2σ一1ρ1／2）1．
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Propositio1ユ4ρ，σを4eπ3吻opeT吻ア3とする。0≦αく1に対して次の（1）～（4）が成り

立つ．

（1）（Nonnega七ivity）：Dα（ρ；σ）≧0・

（2）（Pseud・add三七ivity）・

　　　　　D，（ρ、⑭ρ、1・、⑭・・）－D，（ρ・iσ1）＋D，（ρ・1・・）＋（9－1）P・（ρ・1・・）D・（ρ・i・・）・

（3）（」・iロt・・UV・xity）・

　　　　　　　　　　　　　P、（Σλゴρ」1Σλ」・ゴ）≦ΣλゴP・（ρ」1・ゴ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　ン　　　　　」　　　　　　　3

（4）（lnvariance）3　un三tary　transfbrmationひに対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　Dα（ひρぴ」σ『σσつ＝Dg（ρ1σ）・

Proof．任意の諮≧0，〃≧0，0≦gく1に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諮一コ窪q〃1－q
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－（¢一〃）≧0　　　　　　　　　　　　　∫（（～，忽｝〃）…≡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－q

が成り立つので次を得る，
　　　　　　　　　　　　　　　　　Pq（ρ1σ）≧T・［ρ一σ］・

ρ，σがdensi七y　operatorsであるので（1）が得られる，

（2）；直接の計算で得られる．

（3）：Lieb，s　the◎remより任意のQperator　Zと任意の0≦¢≦1に対して負mctiona1ノ（Aβ）≡

Tγ［Z㌔4ZB1『亡1はposi七ive　operators　Aβについてjoi皿tly　concaveである．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　q．e．d．（4）：Stone－W6iers七rass乱pl）roximatlon　theorenユを用いると明らかである

Theorem　2任意の伽cθ・pγ83θα質’吻coη3ρ嗣吻po3伽e伽θαrη即Φと任意の‘eη5吻

opε韻orερ，σと0≦qく1に対して次が成り立っ．

　　　　　　　　　　　　　　　　P，（Φ（ρ）1Φ（σ））≦P，（ρ1σ）・

Proof，［91と同様にすればよい．

まずcomposite　systcm．4Bにおいてpartial　trace　71γβに対してDα（ρ【σ）のmonotonicity

を証明する．〆8，♂βをcomposite　system　Aβにおけるdeロsity　opera七〇rsとする．［101よ

り次のような1mitary　operators防とprol）ability　pゴが存在する．

　　　　　　　　　　　　　ρ湾⑭麦＝ΣPノ（⑱のρゑB（1⑭防）＊・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

ただしπはsy6temβの次元，∫はsystem．βのiden七ity　operator，〆宰TTB［ρ4βLσ4＝

TデBlσABIである．　Tsallis　relative　entrol）yのjc血t　convexityとulliもarアinva面aceより次の

関係式を得る．

　　　　　　　　　　Oq（ρハ⑭主）

　　　　　　　　≦ΣPゴP，（（1鴎）〆8（1⑭の＊1（1鴎）・AB（⑱μゴ）＊）

　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　＝ΣPゴD，（ρABI・Aβ）

　　　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　雲P，（〆BlσAB）．



ここで

より次を得る．

P，（，・⑭主1。・⑭玉　7し　　　η）－D・（・Al・ム）・

P、（T・β［ρ五BllT・β［♂8｝）≦o，（ρ迭β1・AB）・ （3）

瑳1欝㍊器贈瑞鎧t豊膿謙露灘麟蝦巷骸
現される。
　　　　　　　　　　　　Φ（ρ鴻）＝T・B［σ4B（〆⑭P8）（σ湾B）＊1・

したがって（3）とDg（ρ1σ）のuni七ary血varianceを再度用いると次を得る．

　　　　　　　　　　P，（Φ（ρA）iΦ（・鴻））

　　　　　　　　　≦D，（σA8（，・⑧P・）（び棚が4β（♂⑭P8）（σ夙β）＊）

　　　　　　　　　－P、（〆⑭pBIσ湾⑭Pθ）

　　　　　　　　　－D、（〆1σA）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d・

C。。。11鰐2臆の孟一P・…α・・吻・卯・吻P・・伽e♂轍…PΦと臆の4・・吻
op8磁o？・ρと0≦g＜1に対して次が成り立っ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　正「q（Φ（ρ））≧1iτq（ρ），

ただし
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tr〔xgl－1
　　　　　　　　　　　　　　　　Eα（x）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－q

は9賜απ加ηLT5α臨3θη加0興1である・

3　Generalized　Tsallis　relative　entropy

Defiロ呈七ion　4任意のpo5漁oθopβ丁伽r3．4，βと任意の実数g∈［q　1）に対してDq（AllB）を

次のように定義する．
　　　　　　　　　　　　　o、（川IB）＝T7囚≠讐B1｝q｝・

Lieb，s　coucavi七y　theoremより次が成り立っ．

　　　　　　　　　　　D，（ΣλゴみゴllΣλゴβゴ）≦ΣλゴD・（酬βゴ）・　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　3　　　　　　ン　　　　　　　　コ

ただしλゴ＞0（Σ」λゴ＝1）である．

Theorem　3任意のpo8伽oe　opeTα古oT5　A1，、42，Bユ，B2と任意の0≦q〈1に対して次の

5％bα故露疵幅惚が成り立っ．

　　　　　　　　　D，（ノ隻1十ノ当・2hB1十β2〉≦P，（孟・｝β・）＋D・（A・li・8・）・　　（5）

P。。。妊意の実数。，β，臆の1、。，i・i。。。P。，・・…A，βに対しで次が成り立っことに臆

する，

221



222

　　　　　　　　　　D，（・・llβB）一・D，（綱一α1・，墓琳・醐・

（4）より任意の，・・iti…p…t・・s　X、，X・，巧凸と臆のλ・，λ・（λ・＋λ・－1）に対して次を

得る．
　　　　　　D、（λ、X1＋λ2×211λユy｝＋λ2y会）≦λ1P，（X・［匿）＋λ・D・（X・【陶・

ここで、傷コλ乞X‘，．臥＝擁巽（6コ1，2）とおくと

　　　　　　　D，（A、＋且2目β、＋B2）≦…，（雑）＋・・D・（舞目髪）・

したがって（5）より結論が得られる．　　　　　　　　　　q・e・d・

Theorem　4任意のpo5琶伽e　opθr伽r5、4，βと任意の0≦g＜1に対して次の不等式が成り

立っ．
　　　　　　　　　　　　P，（盃liB）≧T7［周一（丁誓磐（丁個）レq・

Proo£Holder’iuequalityより7’γ［lXド］〈OQ，Tdy円くOoを満たす任意のbounded
linear　operators　X，　Yと1／5＋1μ＝工を満たす任意の1くθ〈Oo，1〈kOoに対して次が

成り立っ．

　　　　　　　　　　　　　lT可xy］！≦T7［IXド」ユ／5T7｛iy円1／ち

ここでX縞ムq，y＝．B1－q，8＝1／g≠＝1／（1一のとおくと

　　　　　　　　　　　　　Tγ［、4qβユー9】≦（Tr［刈〉壁（野｛βD1－q

が得られ結論に至る，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e，d．

4　　Tsallis　relative　operator　entropy

薮ilbert　space　H．ヒのboulユded　linear　operator　Tは任意のの∈∬に対して（丁謬，自3）≧0を

満たすときposi七iveといいT≧0と表わす．またTがinvertibleかつpositiveであるとき
strictly　positiveといいT＞0と表わす．　Tsallis　relative　operator　entropyは次のように定義

される，

Def至nition　5（［51）A＞0，．8＞0と0＜λ≦1に対して

　　　　　　　　　　　聯）一脚一工／等／W2一五

をAとβの間のT5α碗5㎎Zα伽e　ope㎜亡oγe撹Top写と定義する．

　ム（．41B）の基本的性質は同で与えられている．ここではTsallis　relative　operator　entropy

を用いてShanlloll　typeのoperator　ineqllalityとその逆のine儀uaHtyを与える．

Theorem　5｛A1、A2，．＿，ムπ｝と｛B1，β2，＿，8母を」腕Zbe材5pαce　E上の3緬c吻po5伽りε

　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　れ

o即雄からなる2っの列でΣゑゴ＝ΣB戸∫を満たすとする．このとき次力§成り立つ，

　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　0≧克卿ゴβゴ）≧（Σ振場落1Aゴ）一入一／・

　　　　　　　　　　　　　ゴ＝工
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証明にあたり次のLemmaを必要とする，

工emmaユ◇0を固定すると次のλ（0＜λ≦1）に関する伽ε興αZ吻が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　6λ＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜古一工．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　一

Proo£力出1のときは明らか．オ≠1とする，　F（λ）＝λ（オー1）一亡λ＋1とおく．このとき

F’ （λ）一亡一Rλ1・9亡かつF”（λ）＝一オλ（1・9オ）2＜0・したカちてF（λ）は・・・・…f・m・ti・・

である．F（0）；F（1）謡0だから結論を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎．e．d．

Pmof　of　Theorem　5．　Lemma　1より

　　　　　五1／2（ノ1－1／213／1一工／2）λ五1／2－A一み・／・（五一1／2β五一1／2）λ一1み・／・

　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦・五1／2（ゑ『1／2B五一1／2－∫）五1／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；　β一．A，

ただしム＞0，，β＞0かつ0〈λ≦1．したがって

　　　　　　　　£聯、）一£脚∫1／2BギW2一ゑ・

　　　　　　　　ゴ三1　　　　　　　　　ゴ誠1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　≦Σ（βゴーみゴ）－o・

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

贈翻醗論搬鍮孚誠藷副／2曜ノ2とおくこと
　　　　　一（Σみ｝／2（A1／’B∫1孟γ2）滋｝・・）一・≧一か｝・・（五｝／・βデ・み｝／2）一・溢1／2・

　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝ユ

したがって
　　　　　　　　　　れコ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　（ΣA、B71ム、〉一λ≦ΣA｝／2（Aデエ／2購1／2）ザ・

　　　　　　　　　ゴ冨1　　　　　　　　　ゴ＝1

ゆえに証明を完了する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q・e・d・

　Theorem　5のcorolaryとしてFuru七a［61によって得られたShannoR　inequaΣtyとその逆

のhlequali七yのoperator版に相当するものが得られる．

C…1鱒・（Furuta［6D　｛41，A2，・・りAπ｝覧｛β・，殉・・β・｝を瀦・卿…肚の

伽吻P・鋤・・卿…からなる2つの列でΣムゴーΣβゴー1を満たすとする・このと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　ゴ冨1
き次が成り立っ．

　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　0≧ΣA｝／2（1・9五71／2Bゴみ∫1／2）五｝／2≧－1・9［Σ4ゴβ∫協】・

　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝ユ

　　Corollary　3は［61のCoroliary　2．4の1部分である、次のsectionでは一般化されたTsallis

relative　operator　en七ropyを新しく定義し，その性質を調べる．
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5　Generalized　Tsallis　relative　operator　entropy

re1乱tive　oper瓢or　c頭r∩pyと1・dated　operator　elltropyを，思い出そう．

De伍1量tion　6／1＞O，B＞0に対して

　　　　　　　　　　　　　5（川β）＝A”’（1・gA『1／2βA一工／2）み’／2

はAとBの閤の7被二戯，ρopεr配0γθ7L加01Ψと定義される．これは恥弼απ4κ6η襯匪｛4］によっ

て定義された．また減＞0．B＞0とλ∈Rに対して，　geηε循伽記アe醜勿θρper伽rε傭”p，ノ

が画襯‘糞α同によって次のように定義された，

　　　　　　　　3、（刈β）一ム1／2（A－1／2β4－1ρ）λ（1・gA一ユ／2β減一1／2）41／2，

　　　　　　　　　　　　　　A峯、B－1／2（ノ1－1／2β君一1／2）λパエノ2．

勝に3（孟i－8）＝30（直1，θ），みヒ〔IB＝／1，助1β＝Bとなることに注意する，

　Tsallis　rclative　operator　el1毛ropyを次のように一般化する．

Defh1！七io117／1＞0，ヱ3＞O，λ言μ∈飛，λ≠0，み：∈Zに対して

　　　　　　　　　　　　　媒，い（五β）＝4二・＋みλB一タ・＋（た一1）λβ

をg繊eγα傭認7！弼傭rεπr面’，εopθm云or侃重mp〃と定義する，特にλ≠0に対して

　　　　聯1B）婆・≒鰯一齢ユ／等／2）λAエ／2一匙聯）・

　　3μ彙λ（刈B），5，，士（肝1｝λ（刈B）と男，，た＋1，圭λ（川B）の開の関係について調べる．

Proposition　5λ＞0，μ∈1恕誘＝0．1，2，．．，のとき次が成り立っ．

（1）S、＿（孤、＋1）λ（／iβ）≦ηみ＋1，一λし4｛B）≦5，る一武・λ（刈β）・

（2）呂、＋λ，λ（刈β）≦角、，・＋1，入（川β）≦3，＋御｝・（4iβ）・

Proo£λ＞0，μ∈R，λ｝二〇，1，2，＿のとき　任意の孟＞0に対して次のinequali七iesを得る．

　　　　　　　　　　岬）・1・g・≦嚢”一（み＋1≧ギλ≦凶・9ち

　　　　　　　　　　　｛・，・≦孟幽1｝1一が＋たλ≦・・脚・・1・g・・

したがって活を、4－1／2β！1－1／2で置き換え両辺に五1／2をかけることにより目標0）式を得る・

q．e，d．

　た＝0又は1のとき次のようになる．

Corollary　4君＞0，B＞01μ∈照，λ＞oのとき

　　　　　　　　　　　　　　5μ＿2λ（川B）≦写、2、＿入（刈B）≦5μ一λ（刈B）

　　　　　　　　　　　　≦　男、、ユrλ（／主IB）≦5，島（川B）≦η，1，λ（ノ隻［B）

　　　　　　　　　　　　≦　3，、＋λ（ノ1β）≦1｝～，2、入（・4β）≦5μ＋2λ（AIB）・
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　特にμ＝0，λ＝1とおくと次を得る．

Corollary　5夙＞0，B＞Oに対して

　　　　　　　　　　　　　　5＿2（川B）≦乃，2．＿1（ノ11β）≦3＿1（・4β）

　　　　　　　　　　　　≦　乃，1，＿1（川B）≦30（／11β）≦％，1，エ（且1β）

　　　　　　　　　　　　≦　51（ノ1β）≦ヱb、2、1〈刈．B）≦52（ノ生β）・

誰き直すと

　　　　　　　　　　　5＿2（．4β）≦ノ1B一工A－AB－1・4B一ユ・4≦5＿1（刈B）

　　　　　　　　　≦　五一！生β一ユノ1≦3（刈B）≦B－／1

　　　　　　　　　≦3、（A【B）≦BA｝1β一β≦3・（沌5β）・

　隊にしてΣy』15。・・λ（A／1βノ），・・呵』1易・・（・＋・〉・（且ゴiβノ）とΣ狗勾・，・＋1…（4・剛の

問の関係を求める．ただし4，＞0，瑞＞0はΣ⊃乳1窮；Σ雪』1易翠1を満たすと仮定する．

λ＞0，μ∈IR，ん＝0，1，2，＿のとき次を得る．

　　　　　　のロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アる

　　　　　Σs　（凪）・（五ノβノ）≦Σ勇、細，蝋瑚β」）≦Σ餌・・（堀β」），

　　　　　．；ニユ　　　　　　　　　　　　　ノ＝1　　　　　　　　　　　　　∫嵩1

　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ド　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　Σ易，禍（鴻」剛≦Σ鴬縄，λ（4／IBゴ）≦Σ5・・（・＋・）・（期βノ）・

　　　　　　．’＝1　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　ゴ＝ユ

　ム：＝0又は1とおくと次を得る，

CoroUary　6、4＞0，、B＞0，，乙∈R，λ＞0のとき

　　　　　　　　　れド　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　Σ3。．・・（A／1β」）≦Σ宅、，・，一・（細B∫）≦Σ3・一・（瑚βゴ）

　　　　　　　　　」＝1　　　　　　　　　　ノ＝1　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　れヒ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　≦Σ宅，，・，．晒剛≦Σ3。（Ajlβノ）≦Σ勇・，・，晒1βゴ）

　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　ノ＝1　　　　　　　　　ノ＝1

　　　　　　　　　れほ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　≦Σ3，、＋・（ん1易）≦Σ島，・，・（ん【βノ〉≦Σ3・…（Aゴ1β∫）・

　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　∫＝1　　　　　　　　　　　」＝1

　特にμ＝0，λ＝1とおくと【6｝のCoro11aryとは違った結果を得る．

C…11・・y7Σ狙凶＝Σヲ。、β」一∫を鰍す五・〉・，β」・Qに対して次を得る・

　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　Σ5－・（五照ノ）≦Σ4β∫1ん一Σ孟」β∫1孟βア1五ゴ

　　　　　　　　　ゴ嵩1　　　　　　　　　　」＝三　　　　　　　　ゴ＝L

　　　　　　　　　　れロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　アし　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　≦Σ3－、（A」iB∫）≦∫一Σ五βブムゴ≦Σ3四βゴ）≦o

　　　　　　　　　　ノ＝1　　　　　　　　　　　」＝1　　　　　　　　」＝工

　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　アし

　　　　　　　　≦Σ3・（ムノIB∫）≦Σ単ア1Bノー∫≦Σ5・（みノ1βゴ）・

　　　　　　　　　　．ノ＝よ　　　　　　　　」＝1　　　　　　　　　　ゴ＝1
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