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1　はじめに

量子観測理論において、Holevoは“σにおける測定”という概念を導入し，一般化

された不確定性関係を証明した［1］．

β（究）をヒルベルト空間刃上の有界線形作用素全体からなる集合とし，（5（究）を兜

上の密度作用素全体からなる凸集合とする．σをRπの部分集合とするとき，6（％）

からσ上の確率測度全体からなる凸集合への写像3→μ3は，条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　μΣ距、α、・、一Σα・μ・i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛臨1

を満たすとき，σに値をとる観測（ひ一観測）と呼ばれる．ここで，βi∈6（π），α‘≧

0，Σ匙1α‘＝1とする・

　σ一観測と単位の分解（positive　operatoトvalued　measure　POVM）との間には

次の関係が成り立っ．

σ一観測μに対して，POVM｛ルf（β）：B∈．4（σ）｝が存在して，μ5（B）＝tr5M（B）

fbr　3∈6（冠）and　B∈・4（％）となる・逆にPOVM｛M（B）：β∈．4（σ）｝に対して，



μ3（B）＝tr5M（B）for　5∈（5（究）and　B∈．4（鴛）とおくと，写像μはσ一観測で

ある．

　実数値観測Mの3∈（5（鴛）に関する期待値E5｛M｝と分散Dθ｛M｝を

E・｛M｝－／λ4μ・（λ），

D・｛M｝－／（λ一E・（λ））2ψ・（λ）・

と定義する．実数値観測．M1と偽に対して，　Holevoは一般化された不確定性関係

　　　　　　　　　　D・｛M1｝D・岡≧ll［X駈，X碗］・12・　　（・・1）

を証明した．（詳しくは［1，2］を参照）

　その証明で鍵となるのは，

（1）実数値観測Mに対して，ヒルベルト空間£2（3）の元XMが定義されること

（2）次の不等式が成り立つこと

　　　　〈XM、，XM、〉・〈X繭，X雌〉・≧ll［XM1，X碗］・12，ノ㏄XMpX碗・42（3）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．2）

の2点である．

　本論文の目的は不等式（12）を一般的な状況，すなわちフォン・ノイマン代数上

の正規状態ではなく＊一代数上の正値線形汎関数に対して証明することである．

2　＊一代数上の正値線形汎関数によるヒルベルト空間

代数凶は次の条件を満たす対合と呼ばれる凶から夙自身への写像ノし∋の→げ∈ノt

をもっとき，＊一代数という．

　（i）（¢＋y）＊＝ゴ＋〃＊．

（ii）　　（λココ）＊　＝　λコP＊●

（iii）　　（」ウ写）＊　＝　2ノ雰コヶ＊．

（iv）　（ω＊）零＝¢．
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ωを＊．代数凶上の正値線形汎関数すなわちω（がの≧Ofor劣∈．4とする。ωから

ヒルベルト空間を構成するが，通常のもの以外のヒルベルト空間も構成する．

〈亀〃獄＝ω（ヅ勾，〈㊧写＞5＝ω（σの及びくω沼〉ω＝躯ω（ヅ¢）＋ω（¢の｝とおく．こ

れらは必ずしも内積ではなく，一般には前内積であることより商空間を考える．

柑＝勧∈・4：ω（がの＝0｝，鑑＝｛忽∈・4：ωゆコ度り＝0｝およびノ喝＝ノ耐∩人㌃

とおく．

写像ηま：．4－→ノ【／人け，η」：ノレー→・4／ム仁およびηω：．4→．4／《らを標準写像，

すなわちの∈．4に対してη訳勾＝の＋人け，垢（¢）＝τ＋A㌃，ηω（勾＝躍＋ムら

とおく，

　複素線形空間．4／ハ獄，．4／ムな，．4／凡上にそれぞれ内積〈，〉あ　〈，〉ヨ，〈，〉ωを以

下のように導入し，

　　〈η泣＠），η泣（y）〉置　＝　ωω㌔り　ノOT　η泣（勾，η置（〃）∈ノV柑

　　〈η5（忽），η乙∫＠）＞5　＝　ω（¢〃つ　∫oア　η5（∬），η5ω）∈ノξ／ノVこ7

　　　〈η。（・），衡（ツ）〉。－1｛ω（の）＋ω（曜）｝ノ錦（・），η。ω∈汲／凡

．4／柑，．4／祐，ノvムらの内積　〈，〉か　〈，＞5，〈，〉ωによる完備化をそれぞれ7∠あ

％5，％、　とする．また，冗ωから7結（究のへの線形作用素君（方）を次のよう

に定義する，

ブ才：ノし／ノV』∋ηω（鉛）→η泣（忽）∈ノ亀／人くナ　（7℃8P，ブ」：ノし／ノ〉』∋ηω（忽）ト〉η」（∬）∈ノし／ノ咤7。）

命題2．1ωを㌔代数凶上の正値線形汎関数とする．

ω作用素鑑は有界である。

　　　　　　　　IIゴ誹（η。（勾）［は≦v冨IIη。（・）II。妙η。＠）∈夙／凡．

　　故に，君は究ωから％註へあ有界作用素に拡張され，

　　　　　　　　　　　隙x）1は≦〉優｝IXII。ノ・・x∈究。、

　　となる．

紹ノ作用素方は有界である．

　　　　　　　1レ」（η。（勾）㌫≦而llη。（・）ll。／・・η。（ω）∈夙／人ら．

　　故に，方は宥ωから％」への有界作用素に拡張され，

　　　　　　　　　　llゴ5（x）ll5≦〉瘡［IXII。∫・πx∈π。，

　　となる．
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注2．2の∈．4に対して，ノV人け上の線形作用素π訳のを以下のように定義する．

　　　　　　　　π泣（・）η置ω）＝η抜（鋤ノ・・η置ω）d／柑・

同様に．4／人㌃上の線形作用素7「5（勾を次のように定義する．

　　　　　　　　・」（勾η」（写）＝η」㈲ノ・・η5ω∈凶／垢・

このとき凶から．4／岨上の非有界作用素代数への写像π訳勾はボー準同型である・

すなわち

　　　　　　　　　　　　　πホ（伍十雪）＝π泣（・）＋π置ω，

　　　　　　　　　　　　　π痘（λ勾＝λπ置＠），

　　　　　　　　　　　　　π置剛＝π置（躍）π置ω，

　　　　　　　　　　　　　πさ（¢串）＝π置（¢）＊・

同様に，．4から．4／人㌃上の非有界作用素代数への写像π」（のは＊一反準同型である．

すなわち，

　　　　　　　　　　　　　π」（∬十写）＝7r5（勾十π」ω，

　　　　　　　　　　　　　π5（λ①）＝λπ」（①），

　　　　　　　　　　　　　π」（のΨ）＝π」ωπ」（伍），

　　　　　　　　　　　　　7rJ（ガ）＝πヨ（∬）串・

この（結（勾，究訪ピ（π5（の，宛5）ノを凶の左σ1＞限構成佑（卿3構成ノという周．

注2．3複素線形空間，4／〈ら上に次のような半双線形形式を導入する．

〈η。（勾，η。ω〉吉一ω（ガ・・），〈η。（・），η。ω＞5＝ω伽奉）！・・η・（勾，η・ω∈凶／凡，

このとき，内積〈ηω（勾，ηωω）〉ωは次の等式によって表される・

〈η。（・），η。ω〉。－1｛〈％（・），η・ω〉ホ＋〈η・（勾，η・（Ψ）＞」｝∫・・η・（勾・η・ωd／凡

なお，．4／蕊上の上記の半双線形形式を表すのに煩雑さを避けるために∴4／ムけお

よび．4／称上の内積と同じ記号を用いた・



3　正値線形汎関数によるヒルベルト空間の実部

＊一代数汲に対して，．4ん＝｛¢∈．4：が＝ω｝とおくと．4んは凶の実線形部分空間で

ある．

　　　　　　ω＊十餌　　　∬一ゴ　　　¢＊十z　　　　　∬一∬宰

　　　　田＝2＋㌦，2∈夙・，2ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈ノ乳ん∫07¢∈．4，

だから，．4は．4んの線形空間としての複素化である，

補題3．1．4を零．代数とし，ωを減上の正値線形汎関数とする．このとき

　‘1ノ〈忽，Ψ〉ω：＝」配θ（£㍉雪〉吉＝Ee〈¢，　y＞5／br劣，y∈ノ4ん．

　‘2ソ〈の，の〉ω＝〈ω，¢〉置＝〈τ，∬＞5メ07・ω∈ノ毛ん．

（証明）

　（1）任意のの，㌢∈．4んに対して，〈∬，〃＞5＝く濫，の誹．である．したがって，

　　　　〈輪一1｛〈嬬＋伽＞」｝－1｛＠，〃〉置＋〈鯛一R・〈・，y＞置・

　　同様に，〈τ，g＞ω＝Re〈¢，の5

　（2）（1）とく亀のホ∈Rから・〈勉∬〉ω＝Re〈¢，∬〉置＝＠，ω〉抜for∬∈ノ1ん

　　同様に，〈の，のω＝◎，¢沁for」匹∈．4んを示すことができる，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　正値線形汎関数ωによる実ヒルベルト空間を導入しよう．形式〈ω，〃〉ωは実線形

空間．4ん上の実数値の前内積である．また，人魯＝勧∈．4ん：＠，¢〉、＝0｝，糟は．4ん

の実線形部分空間である．

補題3・2ω糟＝｛τ∈ノtん：〈ユろの〉計0｝＝｛・∈夙ん・＠，・＞5＝0｝．

副複素線形空間凡は増の複素化である．すなわち

　　任意のZ∈人島に対して，一意的に⑳1，勿∈ム偽が存在して，ω＝ω1＋¢¢2

　　となる．

　（証明）

（1）補題3．1の（1）から明らか．
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（2）凶は．4んの複素化であることより，¢1，∬2∈．4んが存在してω＝∬1＋物2となる．

　　くの，∬〉ωニ＠1＋伽2，銑＋乞¢2＞ω＝＜ココ1，z1＞ω＋〈τ2，ω2＞ωだから・0＝〈∬，のω＝

　＠1，伍1＞ω＋〈ω2，の2＞ω，0＝〈」1，¢1＞ω諜〈¢2，」2＞ω　となる．故に，記1，ω2∈瑠

　　である．

作用素鳴：．4九一→．4ん／《砕を下記のような実線形作用素とする．

η畠（¢）＝の十ノ＞3　∫07　ω∈ノ毛ん．

■

補題3．3複素線形空間ノし／人らは．4ん／ム魯の複素化である．

（証明）写像3：ノ乳ん／ム僧一〉．4／ムらを　ラ（垢（z））＝ηω（のfor∬∈．4九／ハ僧　とおく・

まず写像ラが単射であることを示そう．z∈．4ん　に対してラ（η畠（・じ））＝0とする．

このとき，ηω（¢）＝3（η以忽））＝0　からω∈ムらとなる・故に，¢∈ノ㌦∩純　から

η島（¢）＝0である．したがって3は単射である．このようにして実線形空間．4九／ム魯

は　．4／ムらの実線形部分空間　3G4ん／鳩）と同一視できる．

　次に．4／〈らは　ノし／人倍の複素化であることを示そう．任意に点ηω（勾∈．4／人島

　をとる．τ1，∬2∈．4んが存在して¢＝の1＋τ2　となる．そこで，ラ（η畠（Z1））＋

乞ラ（η畠（の2））＝ηω（銑）＋ηω（勉）＝ηω（妨＋コ穿2）＝ηω（の　となる．故に．4〃喝＝

．4ん／．〈竹十乞．4ん／ム砕を得る．

　最後に3（塩／人倍）∩23（、ん／人伽＝｛0｝を示す．任意に点ηω（勾∈ゴ（．塩／糟）∩

2ラし4乱／人伽，∬∈．4をとる．ηω（τ）∈ラ（塩／人倍〉だから，Ψ∈・4んが存在してηω（勾＝

ラ（η畠（y））＝ηω（y）となる．

　同様にして，z∈んが存在してηω（勾＝吹η畠（z））＝勿ω（z）＝ηω（切となる．こ

のとき，ηω（〃）＝ηω（勾＝ηω伽）を得る，そこでg一彪∈ムらとなる．ムら＝柑∩ム仁

だから，ω｛（〃一吻＊②一乞の｝＝ω｛（写一乞z）②一効＊｝誕0である・写，β∈・4んだか

ら，次の等式を得る．

ωげ）＋ω（z2）＋頭劾一乞ω（シの＝o，

ω（Ψ2）＋ω（β2）＋奮ωωz）一伽（鋤＝0・

故にω（y2）＋ω（22）＝0である．ω（y2）≧0でω（β2）≧0であるので・ωω2）＝

ω（z2）；0である．こうして雪，β∈．〈らを得た・したがってηω（勾＝ηω（初＝0であ

る．証明終わり．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　顧

　実線形空間ノし九／糟上に内積を以下のように入れる．：

〈η島（ω），η畠（〃）〉ω＝〈¢，㌢〉ω　∫or　ユろy∈ノしん・
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実ヒルベルト空間7瘍を．4ん／ム砕の完備化とする．．4／ムらはノVム魯の複素化であり，

鴛ωは．4／鵡の完備化であり，鳩は．4／ム魯の完備化だから，次の命題を得る．

命題3．4複素ヒルベルト空間究ωは実ヒルベルト空間鶏の複素化である．

4　正値線形汎関数から導入される半双線形形式と作用素

この節では，ヒルベルト空間？ち上の半双線形形式を導入し，それらの半双線形形

式の間の関係を調べる．．4を＊．代数としωを孟上の正値線形汎関数とする．，4上

の半双線形形式［¢，〃】ωを，

　　　　　　［の，y］ω＝琶ω［Z，ヅ］＝｛ω（曜）一ω（ヅ3）｝　∫07　コ匹，〃∈．4，

とおく．ただし糾y］＝zy一欝　とする．

命題4．1．4をし代数としωを汲　上の正値線形汎関数とする．このとき以下の

ことが成り立つ．

ω［¢，y］ω＝唇（〈忽，劉＞5－〈¢，〃〉ホ）・

r2ソμ，y］ωは夙上の歪エルミート半双線形形式である．

　　　ω［τ＋〃，司ω＝匿z］。＋［㌢詞。，

　　　ω［¢，y＋司。＝［τ，y］ω＋［」，z］ω，

　　　r「Cノ　［λ¢，！ノ］ω　＝　λ［τ，〃】ω，

　　　64フ［∬，λ㌢］ω＝λ［コゆ，〃］ω，

　　　ピeノ　［∬，！ノ1ω＝一【！ノ，¢］ω　．

63ソ亀y∈．4ん　に対して，［∬，写］ω＝－21m＠，の」＝－2加ω（τ〃）∈R．である・し

　　たがって医y］ω＝一脇ω］ω，特に，画σL＝0　である・

補題4．2．4において，下記の不等式が成り立つ，

　　　　　　　　1國。1≦2偏〉／爾！…　，〃∈減．
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（証明）Schwartzの不等式を用いて，

　　　　　　1［ω，㌢］ω1

を得る．

＝
1乞（ω（∬の一ω（〃＊¢））1

≦1ω（コじヅ）1＋iω（ヅ勾1

　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　ユ　　　　　エ　　　　　　　　ユ≦ω（劣ゴ）・ω（鮒＊）・＋ω（・零¢）7ω（掬）互

＝

（（¢，の＞5）去（〈鵬＞5）麦＋（＠，ω〉吉）毒（〈四〉置）圭

　　　　　　　　　　エ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ≦　（＠，の5＋＠，のの馨（〈〃，ッ＞5＋＜y，y＞訪冨

　　　　　　エ　　　　　　　　　　ユ

＝
　　（2＠，z＞ω）互（2〈2ノ，2ノ〉ω）7

　　　　　　ユ　　　　　　　　　
＝

　　2（〈¢，z＞ω）5（（！ノ，〃〉ω）冨・

顧

補題4．2から，¢，雪∈凡ならばμ，切、＝0となることは明らかである・そこで・

前ヒルベルト空間．4／凡上の半双線形形式を

　　　　［ηω（¢），ηω（ン）］ω＝［¢，㌢］ω＝琶ω（［の，ガD　　∫0γ

とおく．すると次の命題を得る．

ηω（¢），ηω（〃）∈ノVノ）L，

命題4．3．4／人ら上の半双線形形式［，］、は，次の不等式を満たす有界な歪エルミー

ト半双線形形式である．

　　　　1【ηω（τ），ηω（劉）］ω1≦2！1η国（の）田1ηω（彩）1

（証明）補題4．2から

1∫・・η。（ω），η。ω∈λ／凡・

　　　i［η。（勾，η。ω］。H［・，y］。1≦2＞／爾V砺≦211η。（の1Blη・ω1レ

となる．命題4．1から［，］、が歪工ルミート半双線形形式である．　　　　　　　■

　注2．3において，．4／純上の次のような半双線形形式を導入した．

　　　　　〈η。（勾，η。ω〉ホ＝ω（ガの），αηd〈η。（・），η。ω＞5＝ω（ωの・

このとき，．4／ムら上の半双線形形式く，猛，〈，＞」に舛して次の命題が成り立つ．

命題4．4．4／ムら上の半双線形形式く，跡，〈，＞5は次の不等式を満たす有界な正値

半双線形形式である．

　　　　1〈η。（¢），η。ω）〉痘1≦211η。（・）II。llη。ω1レノ㏄η。（・），η・ω∈鴻／凡，

　　　　1〈η。（・），η。（Ψ）＞51≦211η。（・川。IIη。ω1しノ㏄η。（・），η。ω∈凶／人島・
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（証明）任意のηω（勾，ηω（の∈．4／凡　に対して，

　　　　　　　1〈ηω（忽），ηω（ツ）〉泣1　＝　　1〈∬，y＞ホ1

を得る．同様に，

≦　　＠¢〉孟　〈写Ψ〉ホ

≦　　　　2〈¢，ω〉ω　　2〈！ノ，宮〉ω

≦　　2昌ηω（¢）Ilω1！ηω（9）lIω．

　　　i〈ηω（¢），ηω（〃＞＞冴1≦211ηω（⑳）llω11ηω（〃）llω　∫or　ηω（τ），ηω（y）∈ノ》ノVん．

を得る．またこれらの半双線形形式は正値であることは明らかである．　　　　■

　このようにして，前ヒルベルト空間．4／凡上に3個の有界な半双線形形式を入

れることができた，これらの半双線形形式は有界であるので，一意的にヒルベルト

空間？ち＝ノVAら上に拡張できる．この半双線形形式の記号としては，ノvムら　上

の半双線形形式の記号と同じ記号を用いることにする．

命題4．57fω上のこれらの有界な半双線形形式は下記の性質を持つ．，

ω〈，は及び（，＞5は正値な半双線形形式である．

碑ノ［，］ωは歪エルミート半双線形形式である．

63ブ［X，y］ω＝盛｛〈X，y＞5－〈X，　y＞凄｝，

ω〈x，y＞卜〈x，γ〉。＋巷［x，γ］。∫・・X，y∈究。，

6の〈x，y＞5＝〈x，y＞。一茎［x，y］。∫・・x，y∈究。．

　（証明）（1），（2）は明らか．（3）を示す．任意のηω（勾，ηω（ω∈．4／垢　に対して，

　　　　　［ηω（z），ηω（〃）］ω　　＝　　［欝，劉］ω

　　　　　　　　　　　　＝妊く¢，の5－＠，のお

　　　　　　　　　　　　＝ゼ｛〈η。（・），η。ω）＞i－（η。（・），η。ω〉彦｝．

となる・》4／《らは究ωで稠密で，【，］ω，〈，〉ホ〈，＞」は有界だから，

　　　　　　［x，y］。＝茗｛〈x，y＞r〈x，y＞畜｝ノ・・x，y∈彩。．
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となる．次に（4）を示そう。任意のηω（σ），ηω（ω∈・4／凡に対して，

〈η。（・），η。ω〉・＋1［η・（・），η。ω］。一〈・，・〉・＋1［・，y］・

　　　　　　　　　　　　　　　　－1｛〈・諾＋〈・，〃＞5｝＋喧｛〈・，〃＞」一（鋤畜｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＝〈ω，〃〉置

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　〈ηω（τ），ηω（〃）〉抜．

となる・故に・〈X，y＞ホ＝〈X，y＞ω＋凱X，判ωfbr　X，y∈7｛ω・である・　　　ロ

　それでは，フォンノイマン代数上の正規状態に対する一般化不確定性関係の鍵と

なる不等式国の拡張である次の定理を証明しよう．

定理4．6複素ヒルベルト空間刃ωまたは実ヒルベルト空間7鴫上で，次の不等式が

成り立っ．

ω〈x，x＞。≧去〈x，x＞施・X∈究。．

‘2ソ〈x，x＞。≧圭〈x，x＞5∫・rX∈究。．

63ソ〈x，x＞。≧差［x，x】。メ・・X∈究。・

ω〈x，x＞。≧一董［x，x｝。∫・・X∈冗。・

65ノ〈x，x＞。＋〈乳y＞。≧［x，y］。∫・rX，y∈鶏．

ピの〈x，x＞ω〈名γ〉。≧差1［X，y］。12メ・・X，y∈究。・

（証明）まず（1），（2），（3），（4）を示す．命題4．5の（4），（5）により，X∈冗ωに対

して〈X，X港＝（X，X＞ω圭圭［X，X］ωだから，

　　　　　　　　　　　〈X，X＞置十〈X，　X＞5＝2〈X，X＞ω．

となる・そこで，〈X，X游≧0より（1），（2）がでる・

　同様に，命題4．5の（4），（5）およびくX，X拮≧0より，（3），（4）がでる．

　次に（5）を示す．X，y∈毯に対して，　Z＝X＋乞y∈究ωとおく・このとき・

0≦〈Z，Z＞5瓢〈X＋乞乳X＋狸＞5＝〈X，フ（＞5＋〈瓦y＞5＋乞〈名X＞5一乞〈名X＞5であ

る．〈X，X沁＝〈X，X沽＝〈X，X＞ωであり，補題3．1の証明から任意のX，y∈7鴫

に対して〈X，y＞5＝〈X，y泌だから，

　　　　　　　姻x＞5－2〈x，y＞冴一一‘｛〈x，y＞5《x，y＞5｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　一一つ｛〈x，y＞5－〈x，y＞ホ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　ー［x，y】ω．
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を得る．したがって

o≦〈．x，x＞5＋〈鞘y＞5－［x，γ1。＝〈x，x＞。＋〈｝～y＞。一［x，y］。・

である．

　最後に（6）を証明しよう．命題4．3及び．4／ハらが％ωで稠密であることより，容

易に

　　　　　　　　1［X，y］ω12≦4〈X，　X＞ω〈聡y＞ω　アOT　♪（，】r∈究ω．

を得る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　この定理の応用として，［1，2］での証明と同様にして一般不確定性関係を示すこ

とができる．【1，2］．事．代数の特別な場合としてヒルベルト空間究上の有界線形作用

素全体の集合B（究）を考え，正値線形汎関数としてω5（五）≡T7（5㌧4）fbr、4∈B（％）

をとる．定理4．6の（6）式において，X，yに対してそれぞれX1－E8（X1），

X2－E3（X2）を代入すると次の関係式を得る．

　　　　　　　　　　　D・（X・）D・（為）≧II［X1，凋，1・・

さらに，任意の実数値観測M＝｛M（砒）｝に対して

XM≡
／M（d・）・

とおく．すると2種類の観測M1，　M2に対して，一般不確定性関係（1。1）を得る．

5　関連する話題

関連する話題として，参考文献［1］中のcomm％彦漉oπ5upθropεr碗orに対応する有界

な歪エルミート作用素について議論しよう．っを，有界な歪エルミート汎双線形形

式に対応する有界な歪エルミート作用素，すなわち

　　　　　　　　　［X，y】σ＝〈Z）X，　y＞ω　∫or　X，　y’∈冠ω・

とする．このとき次の命題を得る．

命題5．1有界な歪エルミート作用素Pは次の性質をもつ．

ω1＋圭P≧0，

倒1一圭1）≧0，



r3／1＋差つ2－（1＋妾の）（1一圭つ）≧0・

（証明）

（1）等式

　　　　　　　　　　　　く網ホー〈瓦y＞・＋1圏・

　　　　　　　　　　　　　　　　一〈瓦y＞・＋1似y〉・

　　　　　　　　　　　　　　　　＝〈　　　z（1＋ジ）xy＞・・

　　が成り立つから，作用素1＋圭のは刃ω上の正値半双線形形式［，猛に対応する

　　有界作用素である．故に1＋彦D≧0である．

（2）同様に，〈X，y＞5＝〈（1一董つ）X，y＞ωからでる・

（3）有界作用素多のはエルミートだから，麦っのスペクトル分解を麦の＝∫λdE（λ）

　　　とおく。すると1＋垂の＝∫（1＋λ）dE（λ）≧0だから，垂ののスペクトルは

　　3P｛彦z）｝⊂［－1，0Q）である・

　　　　同様にρのスペクトルはレ量つ一∫（・一λ）dE（λ）≧0より・3P｛糾⊂

　　（OQ，1］となる，故に，5P毬の｝⊂［－1，1］となる・このことより・

　　　　　　1＋1つ・＝（・＋1の）（・－1り）＝／（1＋λ）（1一λ）dE（λ）≧0

を得る．

圏

注5。2∬oiεuoはフォンノイマン代数上の正規状態が知伽卿」であるための必要十分

条件は圭のがηoπ一4egεπεr伽であることを示した．我々の一般的な状況の下で，こ

のことが成り立つかどうかは，不明であり今後の課題の一つである．

　本論文で，我々は・。代数上の正値線形汎関数による半双線形形式を導入し，参考

文献［1］の中の議論よりも一般的な状況の下で不確定性原理に関する不等式を示し

た．また，有界な歪エルミート作用素と富田一竹崎理論との関連について議論でき

るであろうことを指摘しておきたい．このことは今後の論文の中で展開する予定で
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