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1．はじめに

　岩盤に空洞を掘削し、地下空間を安全に開発するため

には、精密な応力・歪み解析を必要とする。応力と歪み

を数値的に求める解析法としては、有限要素法と境界要

素法がよく用いられている。境界要素法では、問題とす

る偏微分方程式（岩盤力学ではNavierの方程式）を、

対象とする領域の境界上での積分方程式に変換し、さら

にそれを離散化することにより解を求めている。境界上

での方程式に変換するため、問題が対象領域より1次元

低くなるため、有限要素法に比べ計算時間が少なくなり、

近年岩盤力学の分野でもよく使われるようになってきて

いる。

　本講演では、境界要素法の一種である変位不連続法と

仮想応力法の3次元への拡張にっいて報告する。特に、

そのなかで問題になる特異性をもった関数の積分につい

て述べる。

2．静弾性理論について

　岩盤を均質で等方的な弾性体とみなしたとき、変位を

u匡（i・1，2，3）とすると基本となる方程式はNavier方程

式とよばれる次の方程式である。

　　　　　G
Gul，」」＋　－　　U」．」1＋bI＝0　　（i，j　冨　1，2，3》　　　　　　（1）

　　　　1－2ン

　ただし、Gは剛性率、ッはボアッソン比、　blは体積

力である。

また、変位と歪み、応力との関係は次の式で与えられる。

σu＝λε醒“δu＋2Gεu

　　　1
ε　l」＝一（u皇．」十u」，1）　（i，3　＝　1，2，3）　　　　　　　　　　　　　　（2）

　　　2

　したがって、解析の対象となる岩盤の応力・歪み・変

位を求めるには、岩盤内ではNavier方程式を満たし、

岩盤境界では問題ごとにさだまる応力または変位にたい

する境界条件をみたす未知関数uI（i＝1，2，3）を求め、そ

れと変位と歪み、応力との関係を用いて求めればよい。

3．変位不連続法にっいて

1）アルゴリズム

　S．L．　Crouchは変位不連続法を、平面歪み問題など2

次元の場合において研究したΩ㌔

　またそれは水田、李により以下のように3次元問懸こ

拡張された‘2㌔

　　　1
u翼＝　　　　　　　｛［2（1一レ）f，z－zf．罵瓦］D瓦一zf，翼7D7

　8π（1一ン）

　　　　　　　一［（1－2レ）f，麗＋zf．置＝］D＝｝

　　　1
　　　　　　｛－zf，翼yD嵩＋［2（1一レ）f．3－zf77］D7Uy＝
　8π（1一ン）

　　　　　　　一［（1－2レ）f．yf．7：］Dz｝

　　　1
u冨＝　　　　　　　　｛［（1－2り）f，罵一zf翼濫］D麗＋［（1－2レ）f，7

　8π（1一レ）

　　　　　　－z董1，7z］Dy＋［（1－2レ）f．呂f．乙冨］D：｝

　ただし、関数f（x，y，z）は

・幡か ∬（ξ論＿・ξ・・

とおいた。

（3）

（4）

　すると、変位ベクトル（u．，u，，u．）は、領域RへDに

おいてNavier方程式をみたす。さらにDx，　Dy，　Dzは

　Dx　＝　Ii涌　　u二（x，y，z）　－　li揃　　u罵（x，y，z）

　　　z一レ0冒　　　　　　　　　　　z→0÷

　Dy　＝　1im　　u7（x，y，z）　－　lim　　u7（x，y，z）

　　　z→0－　　　　　　　　　　　z→〇＋

　Dz　＝　lim　　u呂（x，y，z）　－　li皿　　ロ呂（x，y，z）

　　　z→〇－　　　　　　　　　　　　z→0＋

　　　　　　　　　　　　　　　（x，y，0）D

となる。

　したがって、Navier方程式の解（3）は、物理的に

はxy一平面上の領域Dにおいて変位不連続Dx，Dy，　Dz

が存在するとき、それによってひきおこされる変位を意

味する。

　このとき応力は（2）により

　　　　　G
　σxx＝　　　　　　｛［2f．属g－zf．民貫漏］D翼＋［2レf．7罵

　　　　4π（1一ン）

　　－zf．麗罵翼】D7＋［f，猛8＋（1－2レ）f．77－zf，麗翼星］Dg｝

　　　　　G
　　　　　　　　　｛［2〃f．罵z－zf翼yy］D冨＋［2f．7＝　σyy＝
　　　　4π（1一レ）

　　－zf．777］D7＋［f．星呂＋（1－2レ）f，嵩罵一zf．77g］D霧｝

　　　　　　G　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　σzz；　　　　　　　｛－zf．鵠8D属一zf．μ3D7

（17＞

　　　4π（1一り）

　　＋［f．；8＿星f．呂乙3】D霧｝

　　　　Gσxy＝　　　　　　｛［（1一り）f．μ一2f．民翼7】糎）漏

　　　4π（1一の

＋［（1一レ）f．翼＝－zf，　xy7］Dy－［（1－2レ）£属7＋zf．属7塾1D5
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　　　　　　G
　　　　　　　　　　｛一［ンf，瓦y＋zf．罵7z］D翼　σyz＝
　　　　4π（1一ン）

　　　＋［f．ヱ乙＋りf，罵貰一zf．77z］Dy－zf．7呂墨DJ

　　　　　　G
σzx＝ 、。（1．。）｛［f…＋ン£・・’・£…］・・

　　　一［ンf．翼y＋zf．詫y＝］D7－zf，濫2zD乙｝

となる。

　この“基本的な”解（3）を用いて、3次元の一般の

領域VにおけるNavier方程式の近似解を求める。

領域vの境界BをN個の要素Bi（i・1，2＿N）に分割し、

各要素Biにおいて変位不連続Dxi，　Dyi，　Dziが存在し

たとする。ただし、Dxi，　Dyi，　Dziは要素Biにおける

局所座標系による表示とする。

　領域Vの各点での変位、応力は各要素における変位不

連続によってひきおこされる変位、応力の重ね合わせで

あるから、全体座標系による表示は（3）、　（5）を用

いて次のようになる。

⊂li〕・嵩…）（・・）⊂§ii〕

〔lii〕

ただし、

嵩（・・）（・・）⊂lii〕
（6）

　　　　　　（U、）、（S星）は式（3）、（5）に現れ

る行列であり、（LI）、　（Tl）はそれぞれ変位ベクト

ルおよび応力テンソルの、第i要素B、の局所座標系と全

体座標系との座標変換にともなう変換行列である。

　境界条件についても同様にして議論できる。すなわち、

第」要素B」の点における変位および応力を、第1要素B」

の局所座標系により表示すると

⊂liP・嵩…）（・・）⊂lii⊃（j判，・＿N）

〔liii〕・嵩一⊂1……）帆・…勘ω

となる。

　ただし、（Uq）、（Su）は第i要素の第1要素上の点に

与える影響を、第i要素の局所座標系で表したもので式

（3）、（5）に現れる行列であり、（Ll」）、（Tu）

は変位ベクトルおよび応力テンソルの、第i要素の局所

座標系と第1要素の局所座標系との座標変換にともなう

変換行列である。3N個の未知数D．、、　D，、、　D，，（i＝1，2，，

，N）にかんする連立1次方程式（7）の解を求め、式

（6）によって変位、応力を得ればそれが近似解となる。

2）解析的積分について

　変位不連続法によって近似解を求めるには、以下のこ

とに注意する必要がある。

　まず積分（4）をできるだけ正確に求めなければなら
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ない。それは積分（4）が連立1次方程式（7）の係数

に関連しており、そのため近似解の精密度に大きな影響

をもっているからである。しかも、要素Biにおける変

位不連続によってBi自身にひきおこされる影響も必要

とするが、その場合には被積分関数は特異性をもってい

る。

　つぎに、境界を適切に分割するには、少なくとも3角

形への分割を必要としている。七たがって、積分範囲D

が3角形の場合の、積分（4）を求めなければならない。

　積分範囲Dがx軸、y軸に平行な長方形の場合にっい

ては、すでに水田、李により解析的に得られている（2，。

Dが3角形の場合の積分を、Stokesの定理を使って解析

的に求めることにする（3，。

補題1　Dを反時計まわりに回る辺をCとする。この

　　とき

偏地・dξ…魯（・・一）・ξ

補題2　xy一平面上の点P、（x、、y乳）から点P、

　（x2、　y　2）へ向かう線分をcとする。このとき

∫1・g（η＋冊）・ξ

C

　　　　　　　　B
　　　　X2－X且

　　　　lPlP、l
　　　　　　　　A

　　　　　　yゴyiただし、α＝　　　　　，
　　　　　　iPIP、1

∫1・9（αt＋β＋／τ砺）・・

（x量y2－x2y1）2

　　　　　　　　　十Z2γ；

　　　lP竃P212

　　　0P2．PlP2

　　（X、－X、）（X、yl－Xly、）

β＝

　　　　lP、P212

　　　　0P・P置P2

B旨
lP、P21

，　A＝
lP置P、1

　　　oはxy一平面上の原点

補題3　補題2と同じ記号とするとき、

∫1・9（・・柵・）・ξ

　C

　＝　一（x2－x1）＋｛x2109（y2＋IPP21）－xlio9（yl＋｝PPII）｝

　　　　　　　　　X2y1－X亀y2
　　＋τ（x2y1－x、y、）　　　　　　　　　　　　　　｛lo9（B＋lPP21）
　　　　　　　　　　IP、P、1

　　－log（A＋IPPID｝＋2τ（z）τ（x2－x1）z

　　　　　　　l　IP、P、1
　　・［tan一且｛一　　　　　　　　　　　　（y2＋B＋（α＋1）IPPzD｝

　　　　　　　Z　　X2－Xl

　　　　　　l　lP、P、1
　　－tan－1　｛一　　　　　　　　　　　（y置＋A＋（α＋1）IPPll）｝］

　　　　　　Z　　X2－X1

　ただし、Pは点（x、y、　z）

補題1から補題3までを使って、積分（4）はつぎの

ようになるo



　　　　　　3　Ml
f（x，y，z）・Σ一｛lo9（B、＋r、．1》－109（A、＋r、）｝

　　　　　　i＝1L‘

　　　　　3　　　　　　　　　　　　D【　　　　　CI
－ 2τ（z）Στ（x、q－x、）z｛tan”’（一）－tan－L（一）｝

　　　　i＝1　　　　　　　　　　　z　　　　　z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　ここで、添字の4は1をあらわし、

・（・）・［1：：：：））

r‘＝　iPPI　l，　rl中1＝　lPPl＋監　1，　　Ll＝　lP‘Pl＋ユ　1．

lPP‘　1＝　［（xl－x）2＋（yI－y）2＋z2）］　乙／2，

iplPl→，l　l＝［（xl←1－x【）2＋（y童÷叉一yl）2＋z手］　1／2，

M‘＝（yI－y‘＋1）X＋（Xl＋1－X‘）y十（X‘y‘＋1－X鑑†1yl），

　　　1
A【＝　一［（x星一xI＋且）＋（y邑一yl＋1）y＋xl（xl＋L－xI）

　　　L‘　全
　　　　　　　　　　十yl（yI＋1－y［）］

　　　1
Bl＝　一［（x‘－x、＋L）＋（y‘－y巳＋1）y＋x量＋量（x‘＋竃一x匿）

　　　LI　　　　　！＼
　　　　　　　　’メ＿
　　　　　　　　　　十y藍＋且（yl＋1－y皿）］

　　　　L星　　　　　　　　　　　　　　yl＋1－yI
　　　　　　　　｛　yl＋1－y＋B且＋（　　　　　　　　　　　　　　　　　　十1）rl＋1｝DI＝
　　lxl＋1－xll　　　　　　　　　　　　　　Ll

　　　　Ll　　　　　　　　　　　　　y‘中1－yI
　　　　　　　　｛yl－y＋AI＋（　　　　　　　　　　　　　　　　　＋1）rI｝C‘冨

　　lXi＋且一x11　　　　　　　　　　　　Ll

である。

4．仮想応力法について

1）基礎

　仮想応力法はKelvin解を基礎にした境界要素法であ

り、岩盤力学以外でもよく用いられている。変位を

・・」・

16。1（1一ン）｛圃÷・・」一ゆ1・｝

　　　　　1　　　　　　　　1　　　x藍x」
　　禺　　　　　　｛（3－4ン）一δI」＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝
　　　16πG（1一ン）　　　　　　　　r　　　　　　　r3

　　　　　　　　　　　　（igj：＝1，2，3）　　　　　　　　　　　（9）

とおく。ただし、δuはクロネッカーのδ記号であ

る。

Diracのデルタ関数をδとおくとき、△（1／r）＝－4πδ

と、x嵐δ．1・一δヒ1δであることに注意すると

　　　　　　G
Gu星融，23＋　　　　　　　　　u5麗．μ＋δ1ヒδ＝0

　　　　（1－2レ）

　　　　　　　　　　　　（i，k＝1，2，3）　　　　　　　　　　（10）

となる。すなわち、Navier方程式の基本解であることが

わかり、これをKelvin解という。

　式（10）よりu、」は物理的には、原点においてX」

軸の正の向きに単位集中荷重がかかっているときの変

位ベクトルのx、成分を意味する。

また、変位ベクトルが（U1曳gU2髭，U8髭）のときの応力

σ．’ノは（10）式と（2）式より

（19）

　　　　　1
　⊂の＿σu　－
　　　8π（1－2レ）

　　　　　　　　　　1　　　　　　1
　　　×　｛（1－2レ）［（一）．1δ」賦＋（一）．」δ匡l

　　　　　　　　　　r　　　　　　　　　r

　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　－（『）．配δu］＋［（一），駕δu－（一）．uX嵐］｝

　　　　r　　　　　　　　　　　　r　　　　　　　　　r

　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
冨”、。（1－，。）｛（1－2の［x・δ・・＋x・δ・・鞠・・δ・」］ア

　　xlXjXヒ
＋3 ，・｝　　（i・」・k＝1・2・3）　（U）

となる。

　　　　　　3
またu‘・ΣuuP」　（i・1．2，3）　　（12）

　　　　　　j＝1

とおくと、

　　　　　　　　　G
　　　　Gムロ‘＋　　　　U」．」1＋P‘δ＝0　　　（i＝1．2，3）

　　　　　　　　1－2レ

となる。

この場合は、物理的には原点において荷重（P、，P、，P、）

がかかったときの変位を意味する。このときの応力

σl」は

　　　　　　　3
　　　　σu・Σσll，　P．と式（11）より
　　　　　　　K冨1

求めることができる。

具体的に書き下すと，変位と応力は以下の式になる。

　　　　1　　　　　　　　　1　x2　　xy
u跳＝　　　　　　　　　　　｛［（3－4ッ）一＋　一］P罵＋－P7

　　　　　　　　　　　　　r　　r3　　　　　　　　　　　　　　　　　　r3　　16πG（1一レ）

　　　　　　　　　XZ
　　　　　　　　＋－P。｝
　　　　　　　　　r8

　　　　1　　　　　　　　　1　ジ　　　W
　　　　　　　　｛［（3－4ン）一＋一】PジトーP翼u7＝
　　16πG（1一レ）　　　　　　r　　r8　　　r3

　　　　　　　　　xy
　　　　　　　　＋－P．｝
　　　　　　　　　r8

　　　　1　　　　　　　　　1　z2　　xz
　　　　　　　　｛（3－4ン）　一＋一］P星＋－P翼u呂＝

　　16πG（1一シ）　　　　　　　　r　　r8　　　　「魯

　　　　　　　　　yz
　　　　　　　　＋－P，｝
　　　　　　　　　r3

　　　　　　1　　　　　　　　　x　　　x3
　　　　　　　　　｛［（1－2り）　一十3－］p竃σ翼罵＝　－

　　　　8π（1一レ）　　　　　　　r3　　r6

　　　　　　　　y　　　x2y
　　　＋［一（1－2y）一＋3－］p7
　　　　　　　　　8　　　　　　　　5　　　　　　　　r　　　　　r

　　　　　　　　Z　　　　X2Z
　　　＋［一（1－2レ）一十3－］p星｝
　　　　　　　　　8　　　　　　　　5　　　　　　　　r　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　x　　y2×　　　　　　1
　　　　　　　　　｛［一（1－2レ「）一｛・3－］p翼σ77＝　－
　　　　8π（1一の　　　　r’　r‘

　　　　　　　　y　　　y8
　　　＋［（1－2ン）一＋3一ユP7
　　　　　　　　r3　　・戸
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　　　　　　　　　　z　　　y2Z
　　　　＋［一（1－2ン）一＋3－］P；｝
　　　　　　　　　　3　　　　　　　6　　　　　　　　　　r　　　　　r

　　　　　　　l　　　　　　　　　x　　z2x
　σ・・＝”、。（1．。）｛［“（1－2レ）7＋3‘F］・・

　　　　　　　　　　y　　　yz2
　　　　十［一（1－2レ）『十3－］p7
　　　　　　　　　　8　　　　　　5　　　　　　　　　　r　　　　r

　　　　　　　　　Z　　　　Z3
　　　　＋［（1－2ン）一十3－］p呂｝
　　　　　　　　　　8　　　　　　5　　　　　　　　　r　　　　r

　　　　　　　l　　　　　　　　　y　　　x2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　σ．，＝一　　　　｛［（1－2ソ）　　　　　　　　　　　　　　　一＋3－］P．
　　　　　　8π（1一レ）　　　　r3　r‘

　　　　　　　　　x　　　xy2　　　　　　　　　　　　　　　　　xyz　　　　＋［（1－2レ）一＋3－〕p7＋3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P、｝
　　　　　　　　　r3　　　　r5　　　　　　r5

　　　　　　1　xyz　　zy2z　　　　　　　　　｛3『p麗十［（1－2レ）一＋3－】p7　σ．7：＝嘗

　　　　8π（1一ン）　r5　　　　r8　r5

　　　　　　　　　y　　　yz2
　　　　十［（1－2μ）一＋3－］P；｝
　　　　　　　　　　3　　　　　　　5　　　　　　　　　r　　　　　r

　　　　　　l　　 zx2z　xyz　σ；罵貫　　　　　｛［（1－2ッ）一＋3－］p罵十3『p7
　　　　8π（1一ン）　　　　　　　　r8　　　r5　　　　　　r5

　　　　　　　　　X　　　　XZ2
　　　　＋［（1－2ン）一十3－］pヱ｝
　　　　　　　　　　3　　　　　　5　　　　　　　　　r　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

2）アルゴリズム

　xy一平面上ん領域Dに，一定の荷重（p．，p，，p．）がか

かったとする。このとき，点（x，y．z）にひきおこされ

る変位・応力は，（13）式のx，yをx一ξ，　y一ηでおき

かえD上でξ，ηに関して積分することによって得られ

る。

　そのときの変位（u．，u，，u．）は領域R3＼Dにおいて

Navierの方程式をみたす。

　変位，応力の一部を具体的に書き下すと

　　　　　　　　1
　u．（x．y，z）・　　　　　　　　　　　　｛［（3－4ン）f（x．y，　z）
　　　　　　16πG（1一レ）

　　　＋g（x，y，　z）］p罵＋h（x，y，　z）p7＋k（x，　y，　z）p零｝　　　　（14）

である。ここで

　　　　　　　　　　　1
f（X，y，Z）＝ ！∫－r，・・dξdη

　　　　　　　　　　（x一ξ）2
9（X，y，Z）＝ ！∫（（勘ξ）・＋（r，）・・、・）…dξdη

・α 噂（（x一ξ）il畿i）認ξdη

鰯・
μ（　　　　　（x一ξ）z（x一ξ）3＋（y一η）副…

である。

　変位不連続法の場合と同様にして，Dが3角形のとき

の（14）式をふくむ解を用いて，3次元の頒域Vにお

ける聾avier方程式の近似解を求めることができる。

資漁素材’93（秋季大会）　　　　　　　　　　　　（20）

　そのなかにあらわれる積分は（4）の積分と同様にし

て，たとえば

　　　　　　　　　　（x一ξ）2
9（X，y，Z）＝ ！∫（（r…＋（r…＋z・）・／・dξdη

　　　　　3yl＋ry‘
　　　　　　　　　　　｛109（Vl＋1＋Bl）－109（V‘＋A‘）｝　　　・－2Σ
　　　　　i＝1　L1

　　　　　3　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl＋盒一ly‘÷1－y且1

　　　　一Σ一｛sgn（y、バy）109
　　　　i＝1　2　　　　　　　　　　　　　　 rl＋1－lyl＋乳一yll

　　　　　　　　　　　rl←！－lyl＋1－ylI
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝　　　　＋　｛sgn（yi－y）109
　　　　　　　　　　　rl．1－lyl＋1－yd

となる。

ただ・・鋤（・）・ Uiii灘i

5．適用例

　報告者たちは，変位不連続法，仮想応力法およびそれ

らの連成解析コードを開発している。それらをもちいた

例についても報告する予定である3，4，。
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