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同値関係を表現するプール行列のいくつかの性質

橋 本 寛

Abstract

  An equivalence relation is a reflexive， symmetric， transitive binary relation. 

Equivalence relations are fundamental in the theory of relations and important in the

fields 'of applications.  ln the paper relations are represented by Boolean matrices， and

properties of Boolean matrices representing equivalence relations are examined.  Especially

equivalent conditions for equivalence relations are shown in the forrn of Boolean

matrices. 

1. はじめに

 同値関係は，反射的で，対称的で，推移的な二項関係である。同値関係は

関係の理論において基本的な関係であり，また，応用においても重要な関係

である。本論文では，同値関係を表現するプール行列のいくつかの性質につ

いて述べる。とくにプール行列で表現した場合の同値関係となるための必要

十分条件について考氏翌ｷる。

2. 演算の定義

 JC， yを0，1の値をとるものとするとき， x＞y＝max(x， y)， x〈y ＝＝ min(x，

y)，1＝1-xと定める。次にR＝［祠，S＝［副を0，1の要素をもつn次プー

ル行列とするとき

     R＞s一［rヶ＞3び］，R〈s一隔く副， R＝［司， R'＝［乃』(転置)

     RXS ＝ ［ (riiAsi」) V (rrzAs2j) V”'V (ri. As. j) ］

     R〈＞S ＝ ［(riiVsi」) A (ri2Vs2j) A”'A (ri. Vs. j) ］

     Rk＋1＝Rk＞くR (k＝1， 2， … )， Ri＝R
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     R' ＝RVR2VR3v…

     R＊＝IVR＞R2＞…(ただし1＝［δi」］，δgはクロネッカーのデルタ)

     R≦S⇔rOf≦3ヴ   (i，. ノ＝1， 2， … ， n)

 また零行列を0，すべての要素が1の行列をEで示す。このとき，反射的

な関係を表現する行列Rは1≦Rとなり，対称的な関係を表現する行列Rは

R≦R'となる。また推移的な関係を表現する行列RはR2≦Rとなる。したがっ

て，同値関係を表現するRは，1≦R，R≦R'， R2≦Rとなる。

 なお，本論文では0，1の要素をもつn次プール行列をR，S， T・一［'び］など

で表す。

3. 結果

 すでに述べたように，同値関係を表現する行列Rは，1≦R，R≦R'， R2≦R

となるが，以下ではこの条件の同値条件について，次の順序で考氏翌�sう。

 (1)単一の条件に関する同値条件について

   1≦Rの同値条件;R≦R'の同値条件;R2≦Rの同値条件

 (2)2つの条件の組合せに関する同値条件について

   1≦R，R≦R'の同値条件;1≦R， R2≦Rの同値条件;R≦R'， R2≦Rの

   同値条件

   ただし，(1)によって直接的に得られるものは除く。

 (3)3つの条件全体に関する同値条件について

   1≦R，R≦R「，1～2≦Rの同値条件

   ただし，(1)，(2)によって直接的に得られるものは除く。

 ここで関係式を変形する上で有用な主要な公式を整理しておく。いずれも

よく知られているものである［12，17，18］。

 (1)S≦Tを変形する公式

  S＄ TO St＄ TrO TSS O SAT-SO SVT一 TO SAT 一〇〇 S-VT-E

 (2)S＝Tを変形する公式

  S ＝ TO St 一 T，OS 一TO SS T， TSSO (SA T) V (SAT) 一〇
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(3)S-0を変形する公式

  s 一＝ oo s＄oo sss o sx s，s o st ＝ s， sa 一〇

(4)R〈S≦Tを変形する公式

  RASsTOR＄SVTOSSRVT
(5)R×S≦Tを変形する公式

  RXSS TO RS TQSr O SSR rOTO T，XRSSt O SX T，SRt

3. 11≦Rの同値関係

 反射性の同値条件，すなわち与えられたRが反射的関係を表現するプー

ル行列となるための必要十分条件について考氏翌ｷる。

［性質1］次の条件は同値である。

(1) ISR (4) RVI-R
(2)R≦ア                 (5)R〈1＝0

(3) RAI-1 (6) RVI-E
(証明)1≦RにS≦Tの変形公式を適用すればよい。       (証明終)

［性質2］［7］次の条件は同値である。

(1) 1＄R (4) R'SRXR'
(2) R一:一ESR-XRt (5) RtSRrXR

(3) R≦R'〉＜R

［'1生質3］ ［7］ (1) (R＞く］iiT')/＼. 1＝0            (3) (R t×R)/＼. 1＝0

       (2) (R「1，×R)〈1＝0            (4) (R＞＜Rt)/＼1＝0

［性質4］次の条件は同値である。

(1) 1≦R                        (4) Rt/＼1≦R＞〈R'

(2) 】憂/＼1≦】亜〉〈R'                 (5) 、R「/＼1≦R'〉くR

(3) RAISR，XR

(証明)(1)⇒(2)1≦RからR〈1ニ0となるので，R〈1ニ0≦R×R「とな

る。

 (2)⇒(1)性質3(4)によって(R×Rt)〈1＝0であるからR〈1＝Oすな
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わち1≦Rとなる。

 他の場合については省略する。               (証明終)

［性質5］次の条件は同値である。

(1) 1≦R                        (4) πノ＼1≦】亜〉〈R'

(2) R/＼1≦R＞くR'                  (5) π｝〈1≦Rf×】屯

(3) RAISR，XR

(証萌)性質4の証明と同様である。             . (証明終)

［性質6］(1)R≦R×R'⇒1≦R       (3)π≦R×R'⇒1≦R

     (2) RSR'，XR ＝〉 1＄R (4) R'rSRtXR' ＝〉 ISR

(証明)(1)性質3(1)によって(R×π)〈1＝0だからR〈1;Oとなり，1≦R

となる。(2)一(4)については省略する。           (証明終)

［注意1］次の命題は一般には成立しない。

      ISR 一 R＄RXR' ; 1＄R ＝〉 RfSRXR'

      ISR ＞R＄R'XR ; 1＄R ＝〉 RtSRfXR

いま

 圃

とおけば，1≦Rであるが，R≦R×π， R≦π×R，π≦R×R'

ずれも成立しない。

 しかし，性質2および性質5で示しているように

      1＄R O RsRXR' ; 1＄R O R，SRXRt

      ISR O RSR'XR ; ISR O RrSRtXR

および

      ISR O RAISRXR， ; ISR O R，AI＄RXR，

      ISR O RAISR'XR ; ISR O RtAISRtXR

は成立する。実際，上記の行列Rに関して

      RSRXRf ; R'＄RXR'

      RSR'XR ; R'SR'XR

π'≦R'×Rのい
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が成立する。また，明らかに

      RAISRXR' ; R'AERXRr

      RAISRtXR ; R'AISR'XR

が成立する。

［性質7］［8］次の条件は同値である。

(1) RAI-O (4) RXRtkR
(2) (万｝〉＜、R)/＼(R＞＜R-t)≧R           (5) (Rt＞〈、R)〉(R＞＜R')≧R

(3) RtXR)R

［性質8］次の条件は同値である。

(1) 1＄R (4) RXR')R
(2) (R'〉＜R)/＼(R＞〈R ')≧】亜          (5) (Rt×R)〉(R＞〈R ')≧R

(3) R'〉くR≧R

(証明)性質7においてRをRとおけばよい。          (証明終)

3. 2R≦R'の同値条件

 対称性の同値条件，すなわち与えられたRが対称的関係を表現するプー

ル行列となるための必要十分条件について考氏翌ｷる。

［性質9］［13，17，18］次の条件は同値である。

(1) RSR' (7) RVRt-R， '

(2) R'SR (8) RSRVRf
(3) R'＝＝R (9) R'SR'VR

(4) RAR，一R (10) RARtSR，
(5) RARt-R' (11) R'ARSR
(6) RVR'一R

［性質10］次の条件は同値である。

(1) RSR' (7) RVRt＝＝R
(2) iii＄R一' (8) RVRr :R，

(3) R7，Sli？ (9) RSRVR，
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(4) R，一R (10) R-ifSR，vR一
(5) Rノ＼R'＝R                     (11) R/＼R'≦≡R'

(6) RAR'一R' (12) R一'AR＄R一

(証明)R'一R⇔(R)'ニRであるから性質9においてRをRとおけばよい。

                                 (証明終)

［性質11］次の条件は同値である。

(1) R≦R'                       (5) R/＼ア≦R'/＼ア

(2) RVI≦R「＞1                   (6) R'/＼ア≦R/＼ア

(3) R'VISRVI (7) RAI'一R，AI一
(4) RVI-R'VI

(証明)(1)⇒(2)明らかである。

 (2)⇒(1)R＞1≦R'v1であるので(R＞1)〈ア≦(R'＞1)〈アとなりR〈7

≦R'〈1となる。ところでR〈1＝R'〈/だから(R〈1)〉(R〈1)≦(R'〈ア)〉

(R'〈1)となり，R≦R'となる。

 (1)⇒(5)R≦R'からR〈ア≦R'〈アとなる。

 (5)⇒(1)R〈ア≦R'〈アであり，またR〈1-R'〈1であるから(R〈ア)V

(R〈1)≦(Rt〈1)〉(R'〈1)となり， R≦R'が得られる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

 なおR≦R'の同値条件として，性質9から性質10を得たやり方と同じよう

にして，以下の性質12-14，性質16-19からも同様の同値条件を導くことがで

きるが，それらについては省略する。

［性質12］次の条件は同値である。

(1) R≦R'                       (4) R/＼ア≦Rt

(2) RSRtVI (5) RtA7:. si;R

(3) R'＄RVI

(証明)(1)⇒(2)R≦R'≦R'＞1

 (2)⇔(3)両辺を転置すればよい。

 (2)⇒(4)R≦R'VIからR〈ア≦Rtとなる。
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(4)⇔(5)両辺を転置すればよい。

(4)⇒(1)R〈ア≦R'であり，またR〈1-R'〈1であるから(R〈1)〉(R〈

1)≦R'〉(R'〈1)となり，R≦R'が得られる。

［性質13］次の条件は同値である。

(1) RSRf

(2) (RAR，)VI-RVI

(3) (Rノ＼R')＞1＝R'＞1

(4) RARfAI 一RAI

(5) RARtAI ＝R，AI

(証明終)

(証明)(1)⇒(2)⇒(4)R≦R「からR'＝Rとなるので(R〈R')VI ＝＝(R〈R)

＞1＝R＞1となり，(2)が得られる。これから((R〈R')V1)〈1＝(R＞1)〈1

となり，R〈R'〈ア＝R〈アとなって，(4)が得られる。

 (4)⇒(1)R〈R'〈ア＝R〈アであり，またR〈R'A1＝R〈1であるから(R

〈R'〈ア)V(R〈R'〈1)＝(R〈1)〉(R〈1)となり，R〈R'＝RしたがってR≦R'

が得られる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質14］次の条件は同値である。

(1) RSR， (4) (RVR，t)AI -R，AI

(2) RVRtVI-R，VI (5) (RVR，) AI -RAI

(3) RVR'VI-RVI

(証明)(1)⇒(2)⇒(4)R≦R'からR＝RtとなるのでR＞R'＞1一 R'VR'

＞1ニR'＞1となり，(2)が得られる。これから(R＞R'＞1)〈1＝(R'＞1)〈1

となり，(R＞R')〈ア＝R'〈アとなって，(4)が得られる。

 (4)⇒(1)(R＞R')〈ア＝R'〈アであり，またR〈1＝R'〈1であるので(R

＞R')〈1＝(R〈1)〉(R'〈1)＝(R'〈1)〉(R'〈1)＝R'〈1となる。したがって

((R＞R')〈ア)〉((R＞R')〈1)＝(R'〈1)〉(R'〈1)となり，R＞R'＝R'すなわ

ちR≦R'が得られる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質15］［3］ (1)1≦R'＞R        (5)R〈R「〈1→R〈R'

        (2) ISRVR-r (6) R，ARAI ＝＝R，AR



一 32 一 ( 1022 ) 山口経済学雑誌第57巻第6号

        (3) RAR，AI-O

        (4) RtARAI-O

［性質16］次の条件は同値である。

(1) RSR'

(2) RVISRVRt

(3) RtVI＄RtVR

(7) R'VRVI-RtVR

(8) RVR'VI-RVRMt

(4)R〈ア≦(R＞R')〈ア

(5) Rr/＼ア≦;(πV1～)/＼ア

(証明)(1)⇒(2)⇒(4)R≦R'≦R＞R'となり，また性質15(7)によってR

＞R'＞1＝R＞R'であるからR＞1≦R＞R'＞1＝R＞R'となり，(2)が得られ

る。これから(RV1)〈1≦(RVR')〈/， R〈ア≦(R＞R')〈アとなり，(4)が

得られる。

 (4)⇒(1)R〈1≦(R＞R')〈1であり，また性質15(1)によって1≦R＞Rf

であるので(RVR')〈1・＝1となる。したがってR〈1≦1＝(R＞R')〈1であ

るから(R〈ア)〉(R〈1)≦((R＞R')〈ア)〉((R＞R')〈1)となり，R≦πVR'が

得られ，性質9(8)，(1)によってR≦R'となる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質17］次の条件は同値である。

(1) RSR' (3) RtAI一:一S;R-fVR

(2) RAISRVRt

(証明)(1)⇒(2)R〈1≦R≦R'≦πVR'

 (2)⇒(1)R〈1≦R＞R'⇔R〈R〈ア≦R'⇔R〈ア≦R'となり，またR〈1

＝R'〈1であるから(R〈1)〉(R〈1)≦R'〉(R'〈1)となり，R≦R'が得られる。

 (2)⇔(3)両辺を転置すればよい。

［性質18］次の条件は同値である。

(1) R＄Rf

(2) (RARt)VISR'VI

(3) (RtAR)VISRVI

(4)R〈R-t≦R'〈ア

(5) Rt/＼】亜≦R/＼ア

(証明終)

(証明)(1)⇒(2)⇒(4)性質9(1)，(10)によってR≦R'のときR〈π≦R'

となり，したがって(R〈R')＞/≦R'＞1となり，(2)が得られる。これから
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((RAR，)＞1)〈ア≦(R'＞1)〈アとなり，R〈R'〈1≦R'〈1となる。ところで性

質15(5)からR〈π〈アーR〈πであるからR〈π≦R'〈アとなり，(4)が得ら

れる。

 (4)⇒(1)R〈R'≦Rt〈1≦R'となり， R〈R'≦R'だからR≦R'となる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質19］次の条件は同値である。

(1) R≦R'                      (3) R'ノ＼」R≦RV1

(2) RAR，＄R'VI

(証明)(1)⇒(2)R〈R'・・O≦R'＞1

 (2)⇔(3)両辺を転置すればよい。

 (2)⇒(1)R〈R'≦R'VIからR〈R'〈1≦R'となる。またR〈R'〈1＝R〈

πであるからR〈R'≦R'となり，R≦R'＞R'一R'となる。    (証明終)

［性質20］次の条件は同値である。

(1) R＄Rr (4) RAISRAR'
(2) RS(RAR')VI (5) R'AI＄RARr
(3) RtS (RAR' )VI

(証明)(1)⇒(2)R≦R＞1＝(R〈R')＞1

 (2)⇒(1)R≦(R〈Rt)＞1からR〈1≦((R〈R')VI)〈1となり， R〈1

≦R〈R'〈アとなる。ところでR〈1＝R〈R'〈1であるから(R〈1)V(R〈1)

≦(R〈R'〈1)〉(R〈R'〈1)となり，R≦R〈R'≦R'となる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質21］次の条件は同値である。

(1) RsR' (4) (RvR')AI SR'

(2) RVRtSRtVI (5) (RVR')AISR

(3) RVRt＄RVI

(証明)(1)⇒(2)R＞R'＝R'≦R'＞1

 (2)⇒(1)R＞R'≦R'＞1から(R＞. R')〈ア≦(R'V1)〈アとなり，(RV. R')

〈ア≦R'〈アとなる。ところで(R＞R')〈1＝R'〈1であるから((RVR')〈1)〉
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((RVR')〈1)≦(R'〈1)〉(R'〈/)となり， R＞R'≦R'すなわちR≦R'となる。

他の場合は省略する。                  (証明終)

［性質22］［5］次の条件は同値である。

(1) sST (6) (sxTr) AI＝＝o
(2) SAT -O (7) (一T，XS) AI-O

(3) S，AT，一〇 (8) (S，×一T)AI-O

(4) S＞T＝、E                    (9) (T＞〈S')/＼. 1＝0

(5) SfV T' ＝ E

［性質23］次の条件は同値である。

(1) S≦T                        (4) S'〉〈1”≦1

(2) S＞＜T'≦1                     (5) T＞〈S'≦1

(3) T'〉くS≦1

(証明)性質22(1)，(6)一(9)による。

［性質24］次の条件は同値である。

(1) RSR，

(2) RARf＝＝O

(3) R'AR-o

(4) RVRt-E

(5) RrVR＝E

(証明)性質22による。

［性質25］次の条件は同値である。

(1) R＄R'

(2) R＞＜R≦ノ

(3) R＞く、R≦1

(証明)性質23による。

［性質26］次の条件は同値である。

(1) R＄R，

(2) 1＄R〈＞R

(6) (R＞くR)〈. 1＝0

(7) (R＞〈R)/＼1＝0

(8) (R'〉＜R ')/＼1＝0

(9) (R'〉くR ・)〈1＝0

(4) RtxR一，＄7

(5) 、R'〉くR'≦. 1

(4) 1＄R一'〈C＞R'

(5) ISR，〈＞7i，

(証明終)

(証明終)

(証明終)
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(3) 1:. SR〈＞R

(証明)性質25による。                   (証明終)

［性質27］次の条件は同値である。

(1) RSRt

(2)1≦仮◇R)〈(R◇R)〈(R◇R')〈(R◇R')

(証明)(1)⇒(2)性質26による。

 (2)⇒(1)1≦R◇Rとなるので性質26(2)，(1)によってR≦R'となる。

                               (証明終)

3. 3R2≦Rの同値条件

 推移性の同値条件，すなわち与えられたRが推移的関係を表現するプー

ル行列となるための必要十分条件について考氏翌ｷる。

［性質28］'［13，18］次の条件は同値である。

(1) R2＄R (6) R'SRfOR
(2) RSR〈＞R-it (7) Rt＄ (］i？〈＞R，)A(R，〈C＞R)

(3) RSR一，OR (8) RVR2-R
(4) RS (ROii？一i，)A(RTtOR) (9) R2vR3SR

(5) Rt＄］iiOR t (10) R' ＝＝R

［性質29］［4］次の条件は同値である。

(1) R2≦R                        (5) R2＞くR'≦1

(2) 1≦R◇π＜＞R'                (6) R＞〈R'〉〈R≦1

(3) 1≦π◇、R◇π｝                 (7) R'〉く、R2≦1

(4) IS R-f〈〉］ii7t〈＞R (8) R＄ROR

［性質30］［4］次の条件は同値である。

(1) R2SR (3) RX(RAI)＄R
(2) (R/＼ア)2≦R                   (4) (R/＼1)〉くR≦R

推移性すなわちR2≦Rと同値な条件についてはここで示したもの以外にも
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多数の同値条件が知られている［4，6］。

3. 4 1≦R，R≦R'の同値条件

 与えられた関係が反射的でかつ対称的であるための必要十分条件について

考氏翌ｷる。反射的で対称的な関係は両立関係，同調関係(compatible relation)

［11］，また許容関係(tolerance relation)と呼ばれることがある。

［性質31］次の条件は同値である。

(1) ISR， RSRf (7) IVR-Rr
(2) 1＞R'≦R                     (8) 1VRt＝Rノ＼R'

(3) IVRSR， (9) IVR-RARf
(4) IVRtSRAR， (10) IV (RAR，) 一R

(5) IVR＄RAR， (11) IV (RAR，) 一R，

(6) IVR'一R

(証明)(1)⇒(10)R≦R'からR'＝Rとなり，また1≦Rなので1＞(R〈R「)

＝・ P＞(R〈R)＝＝ IVR＝Rとなる。

 (10)⇒(1)1≦Rとなり，また(1＞(R〈R'))'＝R'，1＞(R〈R')＝R'とな

るのでRニR'が得られる。

 他の場合は省略する。                  (証明終)

［性質32］次の条件は同値である。

(1) ISR， RSRt (3) RrVI-RVR'
(2) RVI-RVR'

(証明)(1)⇒(2)R'一RとなるからR＞1・R＝R＞R'となる。

 (2)⇔(3)両辺を転置すればよい。

 (2)⇒(1)1≦R＞R'だから(R＞R')〈1＝1となり，(R〈1)〉(R'〈1)＝1

となる。ところでR〈1＝R'〈1であるからR〈1＝1すなわち1≦Rとなり，

R＞1＝Rとなる。したがってRニRVR'となり， R'≦RすなわちR≦R'が得

られる。                          (証明終)

［性質33］次の条件は同値である。
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(1) 1≦R， 、R≦R'                 (4) 1≦Rノ＼(R◇R)

(2) ISRA(］i？T，〈＞R，) (5) ISRA(R〈＞R)

(3) ISRA(R，〈＞R，)

(証明)(1)⇔(2)R≦R'⇔R×1≦R'⇔1≦π◇R'であるから「1≦R，R≦

R・］⇔「1≦R，1≦R◇R'j⇔1≦R〈(R'◇R')となる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［‘t生質34］ 1≦1～， R≦R'⇔1≦」Rノ＼(R'◇R「)/＼(R'〈＞R')

(証明)(1)1≦R，R≦R'のとき

 R≦R'から1≦］iT'◇R'，1≦R'◇】亜'となり，1≦R〈(R'◇R')〈(R'◇R')となる。

 (2)1≦R〈(R◇R')〈(R'◇R')のとき

                                     (証明終) 1≦R，1≦R'◇R'となり，R≦R'となる。

［JI生馴35］ 1≦R， R≦R'⇔ 1≦R/＼((R'◇・R ')〉(R◇R))

(証明)(1)1≦R，R≦R'のとき

 R≦R'から1≦π'◇R'となり，1≦R〈((R'◇R')〉(R◇R))となる。

 (2)1≦R〈((R◇R「)〉(R◇R))のとき

 ISR， IS (R'，〈＞Rr) V (ROR)

るが，

なり，1≦R◇R'すなわちR≦R'が得られる。

                 となり，1ニ((R'◇Rt)〈1)V((R◇R)〈1)とな

   (R'〈C＞Rr)〈1＝(π◇R')'〈1ニ(R◇R)〈1であるので1＝(R'◇R')〈1と

                                    (証明終)

［注意2］一般には「1≦R〈((R'◇Rう〉(R◇R'))⇒R≦R'］とはいえない。

 闘

とおけば，1≦R〈((R◇R')〉(R'◇Rt))となるが， R≦R「とはならない。

［性質36］次の条件は同値である。

(1) ISR， RSRt

(2) 1＄RAR'A (R一'OR ') A (R '〈＞ll？”') A (R〈C＞R) A (R〈＞R)

(証明)(1)⇒(2)R≦R'から1≦R◇R'，1≦R◇R'なり，転置して1≦R◇

R，1≦R◇Rが得られる。また1≦Rから1≦R'となるから，

   ISRARtA (R一，〈＞R ，) A (R ，〈)＞R'/，) A (R〈＞R) A (R〈＞R)
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が成立する。

 (2)⇒(1)1≦R，1≦R◇R'となり，R≦Rtが得られる。

［性質37］［13］次の条件は同値である。

(1) ISR， RSR' (4) RVRtVI＄R

(2) RVR'VI-R (5) RVR，VISRt
(3) RVRtVI-R，

［性質38］次の条件は同値である。

(1) 1＄R， RSRr

(2) (R AR r) v (R' AI) 一〇

(3) (R tAR) V (R ，AI ) 一〇

(4) (R ，AR) V (R-AI ) 一 0

(証明)         一

(5) (RAR')v(R-tAD 一〇

(6) RA (RtVI) 一〇

(7) R，A (RVI) 一〇

(証明終)

    (1)⇔(2)1≦R⇔1〈R＝0であり，またR≦R'⇔R〈π'ニ0であ

るから「1≦R，R≦、Rり⇔「1〈R＝0， R〈】ず'＝0」⇔(1〈R)〉(R〈】可')＝0

⇔(R〈R')〉(R〈1)ニ0となる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

3. 5 1≦R，R2≦Rの同値条件

 与えられた関係が反射的でかつ推移的であるための必要十分条件について

考氏翌ｷる。反射的でかつ推移的な関係は擬順序(pseudo-order)または前順序

(preorder)と呼ばれる［14］。

［性質39］［2，8，10，12，13］次の条件は同値である。

(1) 1≦R， R2≦R                  (9)  R＞〈π'ニπ｝

(2) ISR， R2 ＝＝R (10) R一，XR-R7，

(3) IVR2SR (11) R-XR，一lii
(4) 1＞R2＝R                     (12) R'〉＜】亜二】亜

(5) R＝R◇R'                    (13) R＞〈R一'ニπ｝〉〈Rニπ'

(6) Rニ」R'◇R                    (14) R＞〈R'＝R'〉く】琵＝】臣

(7) Rt＝一R〈＞R， (15) R＊一R



同値関係を表現するプール行列のいくつかの性質 (1029)一39一

(8) R，一RtOR

［注意3］一般には，「R-R◇R'⇒R＝R◇R'］とはいえない。

 いま

     R一圃

とおけばR＝R◇Rtとなるが， RニR◇R'とはならない。

［性質40］［2］すべてのm(〃i＝2，3，…)に対して，次の条件は同値である。

(1) ISR， R2＄R (4) IVRMSR

(2) 1＄R， RMSR (5) IVRM-R
(3) ISR， RM-R

［性質41］すべてのm(〃z＝2，3，…)に対して，次の条件は同値である。

(1) 1＄R， R2＄R (3) 1＄R一， R一＄R

(2) ISRM， R一 ＝＝R

(証明)(1)⇒(2)R2 ・Rであるから1≦R＝Rm， Rm＝Rとなる。

 (2)⇒(3)明らかである。

 (3)⇒(1)1≦Rm≦Rだから1≦Rとなり，これから1≦R≦R2≦…≦Rmと

なる。一方Rm≦RであるからR＝R2＝…＝Rmとなる。     (証明終)

［性質42］すべてのm(〃1＝1，2，…)に対して，次の条件は同値である。

(1) ISR， R2＄R (3) ISRM， Rm＋2SR

(2) ISR一， Rm＋2 一＝R

(証明)(1)⇒(2)R2 ・・Rとなるから1≦RニRm， Rm＋2ニRとなる。

 (2)⇒(3)明らかである。

 (3＞⇒(1)1≦R一からR2＝1XR2≦Rm×R2ニR一＋2≦R， R2≦Rとなり，また

1≦Rm≦Rとなる。                     (証明終)

 反射的でかつ推移的な条件については上記の性質39，40，41，42以外に

も多数の条件が知られている［2］。
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3. 6 R≦R'，R2≦Rの同値条件

 与えられた関係が対称的でかつ推移的であるための必要十分条件について

考氏翌ｷる。対称的で推移的な関係はpartial equivalenceと呼ばれる。

［性質43］［1，12，13］次の条件は同値である。

(1) R≦R'， 、R2≦R                 (7) R＞〈R'＝、R

(2) RSR，， R2-R (8) R'XR-R
(3) R「＞R2≦R                    (9) R×、R'≦R， R'〉〈R≦R

(4) R'＞R2＝R                    (10) R＞＜R≦R， R＞〈R≦R

(5) (RVR，)2SR (11) R＝ (RVR')'

(6) (R VR ，) 2 一R

［性質44］次の条件は同値である。

(1) R＄R'， R2SR (3) RVR2＄Rt

(2) RVR2＝Rt

(証明)(1)⇒(2)R'・R，R2・Rとなるから， R＞R2 ＝R＞R＝＝RニR'とな

る。

 (2)⇒(3)明らかである。

 (3)⇒(1)R≦R'，R2≦1～'であり， R≦R'からR'＝Rとなるので， R2≦R'＝

Rとなる。                         (証明終)

［性質45］ (1)R2×Rt×R≦R⇒R2≦R

      (2) R2＞＜(Rt＞くR)m≦R ⇒ R2≦、R (〃1＝1， 2， … )

(証明)(1)r、k〈r、」 ＝1とする。このときr、k〈砺く恥く馬＝1であり，R×R×R'

×R≦Rによってrij ＝1となり， R2≦Rとなる。

 (2)r、k〈r、i＝1とする。 R'×Rの(i，ノ)要素を(R'×R)ijで示せば馬くr、」 ＝1

だから(R「×R)yi'＝1となる。また(R'×R)mの(i，ノ)要素を((R'×R)m) iiで示

せば(R'×R)，.  ・1によって((R'×R)り∬＝1となる。したがってr、k〈rkj〈((R「×

R)りか＝1となり，殉＝1が得られ，R2≦Rとなる。       (証明終)

［性質46］ (1)R×R'×R2≦R⇒R2≦R

      (2) (R×Rt)'〉くR2≦R ⇒R2≦R  (1＝1， 2， … )
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(証明)性質45の証明と同様である。             (証明終)

［性質47］1，〃z＝O，1，2，…に対して，

   (RxRr)iXR2× (R'XR)mSR ＝〉 R2SR

ただし(R×R')o＝(R'×R)oニ1とする。

(証明)1＝m＝0のときは明らかであり，1＝0，m≧1のときは性質45で，

また1≧1，〃zニ0のときは性質46ですでに示しているので，1，m≧1とする。

 rik＝r、j＝1とおく。R×R'， R r×Rの(i，ノ)要素を(R×R％，(R'×R)びで示

せば，r、k〈r、k ＝ 1，砺〈砺＝1によって(R×R')ii ・1，(R'×R)ガニ1となる。

また(R×R')t，(R'×R)mの(i，ノ)要素を((R×Rツ)ij，((R'×R＞m) ijで示せば，

(R×R').  ＝: 1，(R'×R)v'＝1によって((R×R')')，、＝1，((R'×R)つかニ1となり，

((R×R')1)ii〈r、k〈rkj〈((R t×R)m)，・ ＝1となるので(R×R')'×R×R×(R'×R)m

≦Rによってrび＝1となり，R2≦Rが得られる。

［性質48］〃z・・1，2，…に対して，次の条件は同値である。

(1) RsR，， R2SR (3) RSRt， R2MSR

(2) RSR，， R2m＝R

(証明)〃1＝1のときは明らかであるのでm≧2とする。

 (1)⇒(2)R2ニRであるのでR2mニRとなる。

 (2)⇒(3)明らかである。

(証明終)

 (3)⇒(1)r、k＝ri9・＝1とする。 R≦R'によってrj、 ・r、j＝1となり， R2(mff1)の

(i，ノ)要素を(R2(m-1))ジで示せば(R2(m-1))，・ ＝1となる。したがってr、k〈恥〈

(R2(m-1＞)∬＝1となり， rび＝1が得られ， R2≦Rとなる。      (証明終)

3. 71≦R，R≦R'， R2≦Rの同値条件

 与えられた関係が反射的で対称的で推移的であるための必要十分条件，す

なわち同値関係となるための必要十分条件について考氏翌ｷる。

［性質49］［9，10，13，15，16，20］次の条件は同値である。

(1) ISR， RSR，， R2SR (7) ISR， RtXR-R

(2) ISR， R2SRt (8) (RXRr)VISR
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(3) ISR， R2-R，

(4) ISR， RXR'＄R

(5) 1≦R， R'〉くR≦R

(6) ISR， RXR'一R

(9) (」R'〉くR)VI≦≡R

(10) (RXR，)VI＝:R

(11) (R tXR) VI 一R

(12) R 一 (R vR ') ＊

 なお，上の性質中の条件について，R2≦R「なるRで表現される関係は

circularであるといわれる［9，20］。またR'×R≦RなるRで表現される関係

はユークリッド的であるといわれ［15］，R×R'≦RなるRで表現される関係

はcotransitivityを有している，また第三者による相等の関係であるといわれ

る。

［性質50］次の条件は同値である。

(1) ISR， RSR，， R2＄R

(2) IVR，VR2SR

(3) IVRVR2SR，

(4) IVR，VR2SRt

(5) IVR，V R2 一 R

(6) IVRVR2-R，

(7) IVR，VR2 ＝:R，

(証明)(1)⇒(5)R'・＝R，R2ニRとなるので1＞R'＞R2 ・＝1＞R＞R＝1＞R＝R

となる。

 (5)⇒(2)明らかである。

 (2)⇒(1)1≦R，R'≦R， R2≦Rとなり， Rt≦RからR≦R'となる。

 他の場合は省略する。

［性質51］m＝1，2，…に対して，次の条件は同値である。

(1) 1＄R， RSRr， R2:ms;R

(2) 1≦Si＞＜S2＞〈・・。〉〈S. ， R≦R'， T，×T～＝R

(3) 1≦Si＞＜S2＞〈… ×S一， R≦R'， Ti＞くT2≦≡R

ただしS，('＝1，2，…，m)， T，， T，はRまたはR'である。

(証明終)

(証明)(1)⇒(2)R'＝R，R2 ・Rとなるので，1≦R＝RM ＝ Si×S2×…×Sm，

T，×T2＝R×RニRとなる。

 (2)⇒(3)明らかである。
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(3)⇒(1)R'ニRとなるから，R2 ・・Ti×T2≦Rとなり，また1≦Si×S2×…

×s. ニRm≦Rとなる。

［性質52］［15，19］次の条件は同値である。

(1) 1＄R， RSRr， R2SR

(2) ISRXR，， RSRt， R2SR

(証明)性質51による。

(3) ISR'XR， R＄R，， R2SR

(証明終)

                                   (証明終)

上の性質中の1≦R×R'なるRで表現される関係は連鎖律を満たす，また

は継続的(serial)であるといわれ［15］， それは行列Rの各行に1があること

を意味している。

［'li生質53］  (1) 1≦R， R≦Rt， R2≦R ⇒ 1≦R＞〈R'， R2ニR「

      (2) ISR， RSRr， R2SR ” ISR，XR， R2 ＝＝Rt

(証明)1≦R'となるから，1≦R×Rf，1≦R'×Rとなる。またR'＝R， R2＝R

となるのでR2 ＝＝ R＝R'となる。              (証明終)

［注意4］次の命題はいずれも一般には成立しない。

      1＄RXRt， R2＝Rt ＝〉 ISR ; 1＄R'XR， R2＝Rt ＝〉 R＄R'

      1＄R'XR， R2 ＝Rt O 1＄R ; ISRXR，， R2 ＝: R， 〉 R2SR

      ISRXR '， R2 ＝＝ R' ＝ RSR， ; ISRtXR， R2 ＝Rr 〉 R2＄R

いま

      欄

とおけば，1≦R×R'，1≦R'×R，R2＝＝ R'となるが，1≦R， R≦R'， R2≦Rはい

ずれも成立しない。

［'1生質54］  (1) 1≦≡R×Rf， R2≦R'⇒ R2＝Rt

      (2) 1≦≡R「〉くR， R2≦R'⇒ 、R2＝R'

(証明)(1)1≦R×R'からR×1≦R×(R×R' )となり，R≦R2×R'≦R'×R'＝

(R')2となる。したがってR'≦R2となり， R2≦R'だからR2＝R'となる。

 (2)1≦R'×Rから1×R≦(R'×R)×Rとなり，R≦R'×R2≦R'×Rtニ(R')2と
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なる。したがってR'≦R2となり， R2≦R'だからR2ニR'となる。 (証明終)

［性質55］m-1，2，…に対して，次の条件は同値である。

(1) 1≦R， R≦R'， 」R2≦R            (3) 1≦R， S1＞〈S2×… 〉〈S2m≦R

(2) 1≦≡R， Si＞＜S2＞〈… 〉〈S2m＝R

ただしS，(iニ1，2，…，2〃1)はRまたはR'であり，Sl'ニS2m， S2'ニS2m-1，…，

s. 'ニs。. 1となり，またあるiに対してs， ＝Rであるとする。

(証明)(1)⇒(2)R'＝R，R2＝RとなるからR＝R2M＝S，×S2×…×S2mとな

る。

 (2)⇒(3)明らかである

 (3)⇒(1)1≦Rから1≦R'となるので1≦S，(i＝1，2，…，2m)となり，

またあるiに対してS，ニRであるからSi×S2×…×S2m≧Rとなる。したがっ

てSi×S2×…×S2mニRとなる。また(Si×S2×…×S2m)'＝R'からS2。'×S2。一1'

×…×S2'×Sl'ニR'， Si×S2×…×S2m＝・、R'＝Rとなり， R2m＝Rとなる。1≦R

からR≦R2≦…≦R2mとなり， R2'n＝RによってR＝R2＝…＝R2mとなる。

                                   (証明終)

［性質56］1≦R，R≦R'， R2≦R⇒1≦Rt×R， R×Rt≦R

(証明)1≦R，R≦R'， R2≦Rのとき1≦R'， R'＝Rとなるから，1≦R'×R， R

×R'＝R×R＝R2≦Rとなる。                 (証明終)

［注意5］一般には，

     ISR'XR， RXR'SR ＝〉 ISR ; ISRtXR， RXRtSR O R2SR

     ISRtXR， RXRtSR O RSRt

とはならない。いま

     R一圃

とおけば，1≦R'×R，R×R'≦Rとなるが，1≦R， R≦R「， R2≦Rについては

いずれも成立しない。

［性質57］R×R≦R⇒R≦R2
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(証明)殉＝1とすれば，r誇γヴ＝1だから， R×R'≦Rによってrii＝1となり，

rii〈rヴ＝1となる。                     (証明終)

［性質58］1≦R，R≦R'， R2≦R⇒1≦R×R'， Rt×R≦R

(証明)1≦R'，R'＝Rとなるから，1≦R×R'， R'×R・・R×R＝R2≦Rとなる。

                                (証明終)

［注意6］次の命題はいずれも一般には成立しない。

   1＄RXRt， RtXR＄R ＞1＄R ; ISRXRf， R'XR＄R ＝〉 R2SR

   I＄RXRt， RfXR＄R ＝ R＄Rt

いま

     R欄

とおけば，1≦R×R'，R'×R≦Rとなるけれども，1≦R， R≦R'， R2≦Rはい

ずれも成立しない。

［性質59］R'×R≦R⇒R≦R2

(証明)ri」＝1とすれば，7びく均＝1だから， R'×R≦Rによってrb'＝1となり，

砺くrb'＝1となる。                      (証明終)

［性質60］〃1ニ1，2，…に対して，

 ISR， RSR，， R2SR O 1＄S，XS，×…XS. ， TiXT2＝R

ただしS，(i＝1，2，…，m)， Ti， T2はRまたはR'であり， Tl'＝T，であると

する。

(証明)(1)1≦R，R≦R'， R2≦Rのとき

 R'＝＝R，R2 ・ Rであるので，1≦R ＝Rm＝Si×S2×…×Sm， T，×Tz＝R×R＝R

となる。

 (2)1≦Si×S2×…×S一， T，×T2ニRのとき

(T，×T，)'＝R'からT2'×Tl'ニR'， Ti×T2 ・R'となりR'＝Rとなるので， R×R

＝R，1≦Si×S2×…×S. ＝Rm＝Rとなる。           (証明終)

［性質61］〃1＝2，3，…に対して，
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 ISR， RSR，， R2SR O ISS，XS，×…XS，. 一2， TiXT2×…XT2. 一2XT2. 一iX

T2m＝R

 ただしT，(i＝1，2，…，2m)はRまたはR'であり，またT，＝Si， T，＝S2，

…，T2。一2＝S2。一2， T2。一i ＝ R，乃。＝Rであって，さらにTl'＝ T2m， T2 fニT至。一1，…，

T。'ニT。. 1であるとする。

(証明)(1)1≦R，R≦R'， R2≦Rのとき

 R'ニR，RZニRとなるから1≦R＝ R2m-2＝Si×S2×…×S2m＿2，:T，×T，×…×

TZm. ， R2m ＝Rとなる。

 (2)1≦Si×S2×…×S2m-2， Ti×Tz×…×TZm＝Rのとき

 R2＝1×R2≦5・1×S2×＿×S2m＿2XR×R＿T，×Tz×…×T2m・R， R2≦Rとなり，

また(T，×Tz×…×TZm＿i×T2m)「ニR'からT2m'×T2m＿1'×…×Tz'×Tl'＝ R'， Tl×T2

×…×T2。. 1×T2m＝R'＝Rとなり，1≦R2m-2≦Rが得られる。    (証明終)

［性質62］m＝2，3，…に対して，

ISR， RSR，， R2SROI＄S，XS，×…XS，. ”2， T，XT2XT3×…XT2. 一iXT2iR

ただしT，('＝1，2，…，2〃1)はRまたはR'であり，またT，一R，T，＝R，

T3＝Si， T4＝S2，…， T2。，1＝S2。一3， T，m ・＝ S2m-2であって，さらにTl'＝T2m， T2'ニ

T，。一1，…，T。'・ Tm. 1であるとする。

(証明)性質61の証明と同様である。

［性質63］ ［8，12］ (1)1≦R'◇R

          (2) ISR〈＞R，

［性質64］次の条件は同値である。

(1) ISR， R＄R，， R2SR

(2) (R〈＞7？”') A (ROR一') ' 一 R

(3) (R〈C＞R )) A (R一 q＞R t) ＝ R

(3) ISR'〈＞R

(4) IS R〈＞R-Tt

(証明終)

(4) (RtOR)A(R-t〈＞R)t-R ［17］

(5) (R ，〈＞R) A (R ，〈＞R) 一R ［17］

(証明)(1)⇒(2)性質39によって「1≦R，R2≦R」⇔R◇π'＝Rとなり，ま

たR＝R'となるからR◇Rt＝R'，(R◇R') '＝ Rとなる。したがって(R◇動

く(R◇R')'・＝R〈R＝Rとなる。

 (2)⇒(1) (R◇π｝)〈(R◇πう'＝Rから((R◇πうく(R◇】7う')'＝R'， (R〈〉
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π)'〈(R◇R')＝R'となり，R'ニRとなる。性質63より1≦R◇R'であるから1

≦(R◇ftt)〈(R◇R')'＝Rとなり，またR≦R◇R'からR2≦Rとなる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質65］次の条件は同値である。

(1) /≦R， R≦R'， 」R2≦R            (3) R'〉くR＝R'

(2) RXR' ＝＝ R，

(証明)(1)⇒(2)R×R≦RからR≦R◇Rf， R×R'≦Rとなり，R≦R'からR'

＝RとなるのでR×R'≦R「が得られる。一方1≦Rから1≦R'であるから，R

×R'≧RニR'となり，R×R'＝R'となる。

 (2)⇒(1)R×R'＝πからR◇R'＝R'となり，性質63によって1≦R◇R'

であるから∬≦R'，1≦Rとなる。これからR≦R×R'＝R'となる。したがっ

てR≦π，R'≦R， R≦R'となり， R'一Rが得られる。またR◇R'一R'からR'

≦R◇πであり，R'＝RなのでR≦R◇R'となり， R×R≦RすなわちR2≦R

が得られる。

 他の場合は省略する。                   (証明終)

［性質66］次の条件は同値である。

(1) 1＄R， RSRt， R2SR (5) Rr〈＞R-R

(2) RXR'， ＝R (6) ROR，一R，
(3) R'〉く」R＝R                    (7) R'◇Rニ」R'

(4) R〈)＞R'一R

(証明)性質65による。                   (証明終)

4. まとめ

 同値関係の同値条件について考氏翌�ｨこない，従来よく知られている条件

について整理し，さらに若干の一般にはあまり知られていないと思われる条

件を示した。とくに同値関係の条件を構成する反射性，対称性，推移性の種々

の同値条件を調べているが，これらの条件を組み合わせることにより様々な

形で同値関係の条件を表現できる。
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