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あらまし 系列想起モデルにおける想起過程の厳密解を議論する．連想記憶モデルの想起過程を解析するため
の理論として，経路積分法や統計神経力学が提案されている．経路積分法は厳密解を与える理論であるが，系列
想起モデルでは，定常状態しか議論されていない．我々は想起過程を議論するために，クロストークノイズの時
間相関に注目し，過渡状態を含むすべての場合に適応可能な厳密解を求めた．驚くべきことに，クロストークノ
イズがガウス分布に従うと仮定した統計神経力学の結果とこの厳密解は一致する．クロストークノイズの正規性
を調べるために，クロストークノイズ分布のキュムラントの時間発展を調べた．その結果，パターンを想起する
ことに失敗した場合においても，3次と 4次のキュムラントは 0になっており，クロストークノイズが常にガウ
ス分布に従っていることを確認した．また，理論と計算機シミュレーションより得られる想起過程の結果は一致
している．更に，巨視的な不安定定常状態がセパラトリックスに完全に一致していることがわかった．

キーワード 経路積分法，統計神経力学，系列想起モデル，想起過程，厳密解

1. ま えが き

連想記憶モデルには大きく分けると自己想起モデル

と系列想起モデルの 2種類がある．自己想起モデル [1]

に対しては，平衡状態の理論 [2], [3]によってその記憶

容量や相図が求められてきた．一方，系列想起モデル

では，時間的に異なるパターン系列を想起するため平

衡状態は存在しない．しかしながら，巨視的に定常状

態を議論することによって記憶容量や相図を求めるこ

とができる [4]．

連想記憶モデルでは記憶したパターンが想起できる

かが重要であり，パターンの引込み領域や想起過程が

議論されている．経路積分法 [4]～[8]は想起途中の状

態を生成関数を用いて定式化する理論であり，想起過

程の厳密解を与える理論である．Düringら [4]は経路
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積分法を用いて想起過程の定式化を行った．しかしな

がら，彼らは定常状態しか解析的に求めることができ

なかった．一方，統計神経力学 [9]～[13]は想起過程の

長期的な振舞いを解析することができる近似理論であ

る．統計神経力学では入力をシグナル項とクロストー

クノイズに分け，クロストークノイズがガウス分布に

従うと仮定する．自己想起モデルに対しては，想起が

成功する場合において，クロストークノイズがガウ

ス分布に従っていることが大規模な計算機シミュレー

ションにより確認されている [11], [14]．

本論文では経路積分法を用いて，系列想起モデルの

想起過程の厳密解を導出する．また，統計神経力学に

よって，絶対零度（T = 0）の場合の系列想起モデル

の想起過程が求められている [15]．これまで，経路積

分法と統計神経力学の関係は不明であった．そこで，

導出した経路積分法による厳密解と，絶対零度の場合

の統計神経力学の結果と比較し，両理論の関係を明ら

かにする．更に，これらの理論を用いて，想起過程の

性質について議論する．

本論文は次のように構成される．まず，2.において

系列想起モデルを定義する．3.において，経路積分法

で系列想起モデルの定常状態を示す．更に，4.におい
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て，経路積分法を用いて系列想起モデルの想起過程を

議論するために巨視的状態方程式を導出する．5.にお

いて統計神経力学を用いて，絶対零度（T = 0）の場

合の巨視的状態方程式を示す．6.において，系列想起

モデルにおいては，経路積分法と統計神経力学からの

結果が完全に一致することを示す．7.において，想起

過程を理論と計算機シミュレーションより検証する．

2. 系列想起モデル

N 個のニューロンから構成される系列想起型連想記

憶モデル（系列想起モデル）を考える．各ニューロン

の状態は σi(t) = ±1 の値をとり，次の確率で同時に
更新される．

Prob [σi(t+ 1)|hi(t)]
=
1

2
[1 + σi(t+ 1) tanh βhi(t)] (1)

hi(t) =

N∑
j=1

Jijσj(t) + θi(t) (2)

ここで，β は温度 T の逆数である．絶対零度（T = 0）

のとき，状態 σi(t+ 1) は局所場 hi(t) の符号のみに

よって決定される．すなわち，

σi(t+ 1) = sgn [hi(t)] (3)

となる．また，θi(t)はニューロンのしきい値，若しく

は外部入力である．シナプス結合 Jij は p 個のパター

ン ξµ = (ξµ1 , · · · , ξµN)T を ξ1 → ξ2 → · · · ξp → ξ1 の

順に想起するように記憶し，

Jij =
1

N

p∑
µ=1

ξµ+1i ξµj (4)

で与えられる．ただし，ξp+1 = ξ1 である．記憶パ

ターン数 p は p = αN であり，α を記憶率と呼ぶ．

パターン ξµ の各成分は次の確率で ±1 の値をとる．

Prob [ξµi = ±1] = 1
2

(5)

初期状態 σ(0) は ξp に近い状態とし，時刻 s にパ

ターン ξs が想起される場合を議論する．

3. 経路積分法

3. 1 生 成 関 数

Düringら [4]は系列想起モデルを経路積分法によっ

て議論している．ここでは，彼らに従い有限温度モデ

ル（T > 0）に対する巨視的状態方程式を示す．式の

導出の詳細は文献 [4]を参照されたい．

想起過程を議論するために，次の生成関数 Z[ψ] を

定義する．

Z[ψ] =
∑

σ(0),···,σ(t)
p [σ(0),σ(1), · · · ,σ(t)]

× e−i
∑

s<t
σ(s)·ψ(s)

(6)

ここで，ψ = (ψ(0), · · · ,ψ(t− 1)) であり，σ(s) =
(σ1(s), · · · , σN(s))T は時刻 s におけるネットワーク

の状態を示す．また，p [σ(0),σ(1), · · · ,σ(t)] は初期
状態 σ(0)から状態 σ(1),σ(2), · · · を経て時刻 t の状
態 σ(t) になる確率を示す．式 (6)からわかるように，

生成関数は時刻 0から t までにネットワークが取り得

る 2N(t+1) 個の経路に関する和をとっているので，こ

の方法は経路積分法と呼ばれる．生成関数 Z[ψ] より，

モデルの巨視的な状態を表す変数として，想起してい

るパターンと状態の重なりを表すオーバラップ m(s)

と状態の変化のしやすさを表す帯磁率 G(s, s′)，状態

の時間相関 C(s, s′) をそれぞれ次のように求めること

ができる．

m(s) = i lim
ψ→0

1

N

N∑
i=1

ξsi
∂Z[ψ]

∂ψi(s)
(7)

=
1

N

N∑
i=1

ξsi 〈σi(s)〉 (8)

G(s, s′) = i lim
ψ→0

1

N

N∑
i=1

∂2Z[ψ]

∂ψi(s)∂θi(s′)
(9)

=
1

N

N∑
i=1

∂〈σi(s)〉
∂θi(s′)

(10)

C(s, s′) = − lim
ψ→0

1

N

N∑
i=1

∂2Z[ψ]

∂ψi(s)∂ψi(s′)
(11)

=
1

N

N∑
i=1

〈σi(s)σi(s′)〉 (12)

ここで，〈·〉は熱平均を表す．以上のことからわかるよ
うに，モデルの動的な巨視的性質を議論することは生

成関数を求めることに帰着される．ここでは，N → ∞
の極限を考え，鞍点法（ラプラス法）を用いて式 (6)

の Z[ψ] を計算する．

動作方程式 (1)より，ネットワークの状態遷移はマ
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ルコフ連鎖となるので，

p [σ(0),σ(1), · · · ,σ(t)]
= p [σ(0)]

∏
s<t

∏
i

1

2
[1 + σi(s+ 1) tanh βhi(s)]

(13)

で表すことができる．ここで，局所場 hi(s) をデルタ

関数の積分形，

δ(x) =

∫
dx̂

2π
eix̂x (14)

を用いて表す．また，ある時刻には一つのパターンの

みが想起されているとし，非想起パターンに関する補

助変数 xµ, yµ をデルタ関数で導入する．

1 =

∫
dh(s)

∏
i

δ

[
hi(s)−

∑
j

Jijσj(s)− θi(s)
]

(15)

1 =

∫
dx

∏
s<t

∏
µ |=s
δ

[
xµ(s)− 1√

N

∑
i

ξµ+1i ĥi(s)

]

(16)

1 =

∫
dy

∏
s<t

∏
µ |=s
δ

[
yµ(s)− 1√

N

∑
i

ξµi σi(s)

]

(17)

更に，巨視的変数を以下のように導入する．

1=

∫
dmdm̂

(2π/N)t
e
iN

∑
s<t

m̂(s)
[
m(s)− 1

N

∑
i
ξs

i σi(s)
]

(18)

1=

∫
dkdk̂

(2π/N)t
e
iN

∑
s<t

k̂(s)
[
k(s)− 1

N

∑
i
ξs+1

i
hi(s)

]
(19)

1=

∫
dqdq̂

(2π/N)t2

× eiN
∑

s,s′<t
q̂(s,s′)

[
q(s,s′)− 1

N

∑
i
σi(s)σi(s

′)
]

(20)

1=

∫
dQdQ̂

(2π/N)t2

× eiN
∑

s,s′<t
Q̂(s,s′)

[
Q(s,s′)− 1

N

∑
i
ĥi(s)ĥi(s

′)
]

(21)

1=

∫
dKdK̂

(2π/N)t2

× eiN
∑

s,s′<t
K̂(s,s′)

[
K(s,s′)− 1

N

∑
i
σi(s)ĥi(s

′)
]

(22)

これらの式を式 (6)に代入し，N → ∞ では Z[ψ]

をその平均値 Z[ψ] で置き換えることができるという

自己平均性を仮定する．この自己平均性の仮定以外は

近似を用いないので，経路積分法は厳密であるとされ

ている．これより，

Z[ψ] =

∫
dmdm̂dkdk̂dqdq̂dQdQ̂dKdK̂

eN{Ψ+Φ+Ω}+O(N
1
2 ) (23)

Ψ = i
∑
s<t

[
m̂(s)m(s) + k̂(s)k(s)−m(s)k(s)

]
+ i

∑
s,s′<t

[
q̂(s, s′)q(s, s′) + Q̂(s, s′)Q(s, s′)

+ K̂(s, s′)K(s, s′)
]

(24)

Φ =
1

N

∑
i

ln




∑
σ(0),···,σ(t)

pi (σ(0))

∫ {
dhdĥ

}

× e
∑

s<t
[βσ(s+1)h(s)−ln 2 coshβh(s)]

× e−i
∑

s<t
σ(s)[m̂(s)ξs

i+ψi(s)]

× e−i
∑

s,s′<t
[q̂(s,s′)σ(s)σ(s′)+Q̂(s,s′)ĥ(s)ĥ(s′)]

× e−i
∑

s,s′<t
K̂(s,s′)σ(s)ĥ(s′)

× ei
∑

s<t
ĥ(s)[h(s)−θi(s)k̂(s)ξ

s+1
i ]


 (25)

Ω =
1

N
ln

∫
dudv

(2π)(p−t)t
e
i
∑

µ>t

∑
s<t

uµ+1(s)vµ(s)

× e−
1
2

∑
µ>t

∑
s,s′<t

uµ(s)Q(s,s
′)uµ(s

′)

× e−
1
2

∑
µ>t

∑
s,s′<t

uµ(s)K(s′,s)vµ(s
′)

× e−
1
2

∑
µ>t

∑
s,s′<t

vµ(s)K(s,s′)uµ(s
′)

× e−
1
2

∑
µ>t

∑
s,s′<t

vµ(s)q(s,s
′)vµ(s

′)
(26)

と表される．

3. 2 鞍点方程式

式 (23) の積分値は，N → ∞ の極限で指数部

Ψ + Φ + Ω の極値によって支配される．そこで，

N → ∞ とし，鞍点方程式を導出する．積分変数

m, k̂, Q̂, q,K,k, m̂, q̂, K̂,Q でそれぞれ微分すると，
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s, s′ < t に対して次の式を得る．

k(s) = m̂(s) = 0 (27)

Q(s, s′) = q̂(s, s′) = K̂(s, s′) = 0 (28)

k̂(s) = m(s) = 〈ξs 〈σ(s)〉〉ξ (29)

q(s, s′) = C(s, s′) =
〈〈
σ(s)σ(s′)

〉〉
ξ

(30)

K(s, s′) = iG(s, s′) =
∂

∂θ(s′)
〈〈σ(s)〉〉ξ (31)

Q̂(s, s′) = −1
2
αiR(s, s′) (32)

ただし，〈〈f [{σ}]〉〉ξ は

〈〈f [{σ}]〉〉ξ

=

〈 ∑
σ(0),···,σ(t)

∫
dhdĥ

(2π)t
p (σ(0)) f [{σ}]

× e
∑

s<t
[βσ(s+1)h(s)−ln 2 cosh[βh(s)]]

× ei
∑

s<t
ĥ(s)[h(s)−θ(s)−m(s)ξs+1]

× e−
1
2α

∑
s,s′<t

R(s,s′)ĥ(s)ĥ(s′)
〉

ξ

(33)

で定義され，〈·〉ξ は ξ に関する平均を表す．また，

R =
∑
n>=0

[
(G)nC

(
G†)n]

(34)

である．これより，生成関数 Z[ψ] をオーダパラメー

タ m(s), C(s, s′), G(s, s′) で表すことができる．

以上より，h(s) = ξs+1m(s) + θ(s) + v(s)
√
α とお

くと，巨視的状態方程式

m(s+ 1) =

〈
ξs+1

∫
dve−

1
2v·R−1v√
(2π)t|R|

× tanhβ
[
ξs+1m(s) + θ(s) + v(s)

√
α
]〉
ξ

(35)

C(s+ 1, s′ + 1)

= δs,s′ + (1− δs,s′)
〈∫

dve−
1
2v·R

−1v√
(2π)t|R|

× tanhβ
[
ξs+1m(s) + θ(s) + v(s)

√
α
]

× tanhβ
[
ξs

′+1m(s′) + θ(s′) + v(s′)
√
α
]〉
ξ

(36)

G(s+ 1, s′ + 1)

= δs,s′+1β


1−

〈∫
dve−

1
2v·R

−1v√
(2π)t|R|

× tanh2 β
[
ξs+1m(s) + θ(s) + v(s)

√
α
]〉
ξ




(37)

を得る．ここで，〈v(s)v(s′)〉 = R(s, s′) より，行列
R はクロストークノイズ v の時間相関を表している．

式 (34)～(37)を数値的に求めることによって，ネット

ワークの時間発展を巨視的に議論できるはずである．

しかしながら，Düringら [4]は定常状態しか解析して

いない．これは式 (35)～(37)が t 重ガウス積分を含ん

でいるからであると思われる．ここでは，彼らの方法

に基づいて式 (34)～(37)の定常解を導出しておく．ま

ず，C(s, s′) = C(s− s′), G(s, s′) = G(s− s′)と仮定
すると，R(s, s′) = R(s− s′) となる．更に，t → ∞
で，m(t)→ m,C(t) → q,R(t) → r に収束すると仮

定する．これより，定常状態の方程式

r =
1

1− β2 (1− q)2 (38)

m =

〈
ξ

∫
Dz tanhβ

[
ξm+ θ + z

√
αr

]〉
ξ

(39)

q =

〈∫
Dz tanh2 β

[
ξm+ θ + z

√
αr

]〉
ξ

(40)

を得る．

4. 想起ダイナミックス

ネットワークの想起過程を議論するためには，各

時刻における R(s, s′) を求める必要がある．そこで，

我々は巨視的状態方程式 (34)～(37)を更に変形する．

まず，式 (34)において，我々は行列 C が対称行列で

あり，行列 G の要素が s′ = s− 1 の場合にのみ存在
することに注目した．その結果，次のように R(s, s′)

に関する漸化式を求めることに成功した．

R(s, s′) = C(s, s′)

+G(s, s− 1)G(s′, s′− 1)R(s− 1, s′− 1)
(41)

これより，各時刻における R(s, s′) を評価することが

できる．
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次に，我々は以下のように t 重ガウス積分をたかだ

か 2重のガウス積分形式に変形できることを示す．被

積分関数に積分変数 v(s− 1), v(s′ − 1) のみを含むの
で，その他の変数に対しては積分を計算することがで

きる．これより，m(s), G(s, s′) は 1重のガウス積分

形式にすることができる．

m(s+ 1) =

〈
ξs+1

∫
Dz tanh β

[
ξsm(s) + θ(s)

+ z
√
αR(s, s)

]〉
ξ

(42)

G(s+ 1, s) = β

{
1−

〈∫
Dz tanh2 β

[
ξs+1m(s)

+ θ(s) + z
√
αR(s, s)

]〉
ξ

}
(43)

ただし，Dz = dz√
2π
e−

1
2 z

2
である．また，C(s, s′) は

時刻 s, s′ に関する 2重ガウス積分形式にすることが

できる．

C(s, s) = 1 (44)

C(s+ 1, 0) = m(0)

〈∫
Dz tanhβ

[
ξs+1m(s)

+ θ(s) + z
√
αR(s, s)

]〉
ξ

(45)

C(s+ 1, s′ + 1) =

〈∫
dze−

1
2 z·R̂

−1
z

2π|R̂| 12
× tanhβ

[
ξs+1m(s) + θ(s) +

√
αz(s)

]
× tanh β

[
ξs

′+1m(s′) + θ(s′) +
√
αz(s′)

]〉
ξ

(46)

ただし，行列 R̂ は行列 R のうち時刻 s, s′ からなる

行列を表し，z = [z(s), z(s′)]T である．ここで，式

(42)より，オーバラップ m(s) を求めるためには行列

R の対角成分のみが必要であることがわかる．この場

合，R(s, s) = C(s, s) + G2(s, s − 1)R(s − 1, s − 1)
となり R の対角成分を求めるためには，行列 C の非

対角項は必要ではない．

次に，導出した巨視的状態方程式から定常状態を

求めてみよう．t → ∞ とすると，オーダパラメー

タ m(s), G(s, s′) はそれぞれ m(s) → m,G(s, s′) →

β (1− q) となる．また，C(s, s′)→ 1 より，R(s, s′)

は R(s, s′) → 1
1−β2(1−q)2

= r となる．これより，定

常状態の方程式 (38)～(40)と一致することがわかる．

5. 統計神経力学

統計神経力学によって，系列想起モデルに対する巨

視的状態方程式は絶対零度（T = 0）の場合について求

められている [15]．本論文では，その導出の概略を示

す．統計神経力学では想起パターンとクロストークノ

イズ zi(s)を分離して議論する．式 (2)と式 (4)より，

hi(s) = ξ
s+1
i m(s) + zi(s) + θi(s) (47)

zi(s) =
1

N

p∑
µ |=s

N∑
j=1

ξµ+1i ξµj σj(s) (48)

m(s) =
1

N

N∑
i=1

ξsi σi(s) (49)

となる．ここで，N → ∞ とし，クロストークノイズ

zi(s) は平均 0，分散 ρ2(s, s) のガウス分布に従うと

仮定する．これより，時刻 s+ 1 の想起パターンに対

するオーバラップ m(s+ 1) は

m(s+ 1)

=

〈
ξs+1

∫
Dzsgn

[
ξs+1m(s) + θ(s) + zρ(s, s)

]〉
ξ

(50)

となる．

次にクロストークノイズの共分散 ρ2(s, s′) =

zi(s)zi(s′) を求めよう．状態 σi(s) は ξµi と相関が

あるので，

σi(s)

= sgn

[
1

N

p∑
ν=1

N∑
j=1

ξν+1i ξνj σj(s− 1) + θi(s− 1)
]

(51)

= σ
(µ)
i (s)+

1

N

N∑
k=1

ξµi ξ
µ−1
k σk(s− 1)

{
σ
(µ)
i (s)

}′

(52)

と展開する．ここで，

σ
(µ)
i = sgn

[
p∑

ν |=µ−1

N∑
j=1

ξν+1i ξνj σj(s) + θi(s)

]

(53)
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である．これより，式 (48)は

zi(s) =
1

N

p∑
µ |=s

N∑
j=1

ξµ+1i ξµj σ
(µ)
j (s)

+
1

N

p∑
µ |=s

N∑
k=1

ξµ+1i ξµ−1k σk(s− 1)U(s)

(54)

と表すことができる．ただし，

U(s+ 1) =
1

N

N∑
i=1

{
σ
(µ)
i (s+ 1)

}′
(55)

=
1

ρ(s, s)〈∫
Dzzsgn

[
ξs+1m(s) + θ(s) + zρ(s, s)

]〉
ξ

(56)

である．したがって，クロストークノイズの共分散は

ρ2(s, s′) =
α

N

N∑
i=1

σ
(µ)
i (s)σ

(µ)
i (s′)

+ U(s)U(s′)zi(s− 1)zi(s′ − 1)

+ U(s′)
1

N2

∑
µ |=s,s′

∑
i

ξµi ξ
µ−1
i σ

(µ)
i (s)σi(s′ − 1)

+ U(s)
1

N2

∑
µ |=s,s′

∑
i

ξµi ξ
µ−1
i σ

(µ)
i (s′)σi(s− 1)

(57)

となる．ここで，式 (52)より，式 (57)の第 3項は，

1

N2

∑
µ |=s,s′

∑
i

ξµi ξ
µ−1
i σ

(µ)
i (s)σi(s′−1)

=
1

N2

∑
µ |=s,s′

∑
i

ξµi ξ
µ−1
i σ

(µ)
i (s)σ

(µ−1)
i (s′−1)

+ U(s− 1)
1

N2

∑
µ |=s,s′

∑
i

ξµi ξ
µ−2
i σ

(µ)
i (s)σi(s′−2) (58)

となる．ただし，ξµi と ξ
µ−1
i は σ(µ)i (s)，σ(µ−1)i (s′−1)

に独立であるので，ξµi ξ
µ−1
i σ

(µ)
i (s)σ

(µ−1)
i (s′ − 1) = 0

となる．これより，式 (52)を繰り返し式 (58)に適用

すれば，式 (57)の第 3項は 0になる．また，第 4項

も同様に 0になる．したがって，

ρ2(s, s′) = αC(s, s′) + U(s)U(s′)ρ2(s− 1, s′ − 1)
(59)

となる．

6. 経路積分法と統計神経力学の関係

経路積分法から得られた結果と統計神経力学か

ら得られた結果を比較しよう．ここでは，絶対零度

T = 0 (β → ∞) の場合を議論する．{tanh[βx]}′ =
β
(
1− tanh2[βx]

)
であり，β → ∞ で tanh[βx] →

sgn[x] となるので，式 (43)は

G(s+ 1, s)

=

〈∫
Dz

{
sgn

[
ξs+1m(s) + θ(s)

+ z
√
αR(s, s)

]}′〉
ξ

=
1√

αR(s, s)

〈∫
Dzzsgn

[
ξs+1m(s) + θ(s)

+ z
√
αR(s, s)

]〉
ξ

(60)

となる．ここで，式 (41)と式 (59)より，ρ2(s, s′) と

αR(s, s′) を対応づけてみよう．この場合，式 (56)と

式 (60)より，U(s + 1) = G(s + 1, s) となる．また，

式 (41)と式 (59)より，ρ2(s, s′) = αR(s, s′) となる．

更に，式 (42)と式 (50)より，オーバラップ m(s) は

完全に一致する．

これより，系列想起モデルの場合はこれらの理論は

同じ結果を与えることがわかる．したがって，系列想

起モデルの場合は，想起に失敗する場合においてもク

ロストークノイズがガウス分布に従い，統計神経力学

より得られた巨視的状態方程式は厳密解を与えること

がわかる．

7. 想 起 過 程

系列想起モデルの想起過程を調べてみよう．二つの

理論から得られた巨視的状態方程式は一致したので，

これよりは m(s), U(s), ρ(s, s′) を用いることにする．

ただし，オーバラップ m(s)を求めるときには，s′ = s

の場合だけでよいので，αr(s) = ρ2(s, s) とする．ま
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図 1 記憶率 α = 0.20, 0.28 の場合のオーバラップ m(t) の時間発展を示す．実線は理論
値を示し，破線は計算機シミュレーション（ニューロン数 N = 100000）の結果を
示す

Fig. 1 Time evolution of overlap m(t) with the loading rate α = 0.20, 0.28 are

shown. Solid lines denote theoretical results and broken lines denote results

by computer simulations with N = 100000.

た，θ(s) = 0 とし，ξ に関する平均をとると，巨視的

状態方程式は次のようになる．

m(s+ 1) = erf

(
m(s)√
2αr(s)

)
(61)

U(s+ 1) =

√
2

παr(s)
exp

(
− m

2(s)

2αr(s)

)
(62)

r(s+ 1) = 1 + U2(s+ 1)r(s) (63)

となる．ここで，

erf (x) =
2√
π

∫ x

0

dte−t2 (64)

である．

図 1にオーバラップの時間発展を示す．実線は導出

した巨視的状態方程式 (61)～(63)から得た理論値で

あり，破線は計算機シミュレーションより得た値であ

る．ニューロン数は N = 100000 であり，記憶率は

α = 0.20, 0.28 である．このときの系列想起モデルの

記憶容量は αc = 0.270 である．これより，想起に失

敗する場合や記憶容量 αc を上回る場合についても，

理論は想起過程をよく表していることがわかる．

自己想起モデルでは，想起に失敗する場合に，クロ

ストークノイズがガウス分布に従わないことことが知

られている [11], [14]．しかしながら，系列想起モデル

では，経路積分法より，巨視的状態方程式がガウス積

分形式で表されることが示された．また，図 1より，

理論と計算機シミュレーションの結果が一致しており，

クロストークノイズがガウス分布に従っていることが

推測される．そこで，クロストークノイズの分布を検

証するために，4次までのキュムラント C1, C2, C3, C4
を求めた．ガウス分布に従うならば，3次以上のキュ

ムラントは 0になる．キュムラントは次のように定義

される．

C1 = 〈x〉 (65)

C2 = 〈x2〉 − 〈x〉2 (66)

C3 = 〈x3〉 − 3〈x〉〈x2〉+ 2〈x〉3 (67)

C4 = 〈x4〉 − 3〈x2〉2 − 4〈x〉〈x3〉+ 12〈x〉2〈x2〉
− 6〈x〉4 (68)

ただし，確率密度を f(x) とすると，〈xn〉 は x の n

次モーメント

〈xn〉 =
∫
dxxnf(x) (69)

である．C1, C2 はそれぞれ平均値と分散になる．

図 2にオーバラップとキュムラントの時間発展を示

す．記憶率は α = 0.20, 0.28 であり，想起に失敗す

る初期状態 m(0) = 0.2 から想起した場合を示す．実

線はオーバラップ m(t) とクロストークノイズの分散

r(t) の理論値を示す．それぞれ計算機シミュレーショ

ンより得られたオーバラップとキュムラント C2 に一

致している．また，想起の初期から 3次と 4次のキュ

ムラント C3, C4 は 0になっており，クロストークノ

イズはガウス分布に従っているといえる．したがって，

系列想起モデルに対しては，想起が失敗する場合や記

憶容量以上の場合についても，経路積分法から得られ
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図 2 記憶率 α = 0.20, 0.28 の場合のキュムラント C1, C2, C3, C4 とオーバラップ m(t)

の時間発展を示す．初期オーバラップは m(0) = 0.2 である．実線は理論値を示し，
破線は計算機シミュレーション（ニューロン数 N = 100000）の結果を示す

Fig. 2 Time evolution of cumulants C1, C2, C3, C4 and overlap m(t) with the

loading rate α = 0.20, 0.28 are shown. Initial overlap is m(0) = 0.2. Solid

lines denote theoretical results and broken lines denote results by computer

simulations with N = 100000.

るとおり，C3 = C4 = 0になる．また，統計神経力学

が用いていたクロストークノイズがガウス分布に従う

という仮定は，系列想起モデルに関しては常に成り立

つことがわかる．

図 3にオーバラップ m(s) とクロストークノイズの

分散 αr(s) より得られる状態遷移の様子を示す．実

線は理論値を示し，破線は計算機シミュレーションよ

り得た値を示す．ニューロン数は N = 100000 であ

り，記憶率は α = 0.20 である．図より，想起状態を

示す m ≈ 1 と非想起状態を示す m = 0に安定定常状
態がある．これより，想起の成否が決まる臨界オーバ

ラップ mc が存在することがわかる．臨界オーバラッ

プ mc 以上であれば想起に成功し，それ以下では想起

に失敗する．すなわち，図 3に示すように初期オーバ

ラップが mc である想起過程の軌跡上にセパラトリッ

クスが存在し，そのセパラトリックスを時刻 t = 1 で

通過する．一般的には，巨視的状態方程式 (38)～(40)

の不安定解は，動作方程式 (1)のセパラトリックスに

は一致しないが，図中の十字で示すように，この系に

ついては両者が一致することがわかった．

図 4に引込み領域を示す．横軸は記憶率 α を示し，

縦軸はオーバラップを示す．実線は理論から得られた

値であり，下側の線が臨界オーバラップ mc を示す．

また，上側の線は記憶パターン自身を初期状態として

与えたとき（m(0) = 1）の定常状態におけるオーバ

ラップ m∞ を示す．mc と m∞ が一致する記憶率が

記憶容量 αc を与える．この mc と m∞ で囲まれた領

域が引込み領域である．破線は式 (38)～(40)の不安定

図 3 記憶率 α = 0.20 の場合のオーバラップ m(t)

とクロストークノイズの分散 r(t) を示す．実線
は理論値を示し，破線は計算機シミュレーション
（N = 100000）の結果を示す．初期オーバラップは
m(0) = 0.10, · · · , 0.30, 0.38, 0.39, 0.40, · · · , 1.0

である
Fig. 3 Overlap m(t) and variance of crosstalk noise

r(t) with α = 0.20 are shown. Solid lines

denote theoretical results and broken lines

denote results by computer simulations with

N = 100000. The initial overlap is m(0) =

0.10, · · · , 0.30, 0.38, 0.39, 0.40, · · · , 1.0.

解を与える m を示している．エラーバーは計算機シ

ミュレーションより臨界オーバラップ mc と m∞ を

11回求め，そのメジアンと第 1，第 3の 4分位数の値

を示す．ニューロン数は N = 10000 である．これよ

り，引込み領域は理論によって定量的に求められてい

ることがわかる．
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図 4 実線は引込み領域の理論値を示し，エラーバーは 11

回の計算機シミュレーション（N = 10000）より得
られたメジアンと第 1，第 3の 4分位数の値を示す

Fig. 4 Solid line denotes basin of attraction obtained

by the theory. Error bars denote median, and

first and third quartile over 11 trials by com-

puter simulations with N = 10000.

8. む す び

経路積分法は厳密解を与える理論である．Düring

ら [4]は経路積分法を用いて，系列想起モデルの定常状

態を議論した．しかしながら，想起過程については議

論していない．モデルの動的な特性を知るためにはモ

デルの想起過程について議論する必要がある．そこで，

我々は系列想起モデルの想起過程を経路積分法 [4]～

[8]を用いて解析した．想起過程を議論するために，ク

ロストークノイズの時間相関を詳細に調べた結果，時

間相関に関する漸化式を導出することに成功した．ま

た，巨視的状態方程式をたかだか 2重のガウス積分形

式にできることを示した．これにより，各時刻におけ

る巨視的状態方程式を求めることができ，想起に失敗

する場合を含むすべての場合の想起過程を厳密に議論

することができた．

統計神経力学はクロストークノイズがガウス分布に

従うと仮定する近似理論である．絶対零度（T = 0）

の場合の系列想起モデルの巨視的状態方程式は，統計

神経力学で導出されている [15]．そこで，経路積分法

と統計神経力学より得られた巨視的状態方程式を比較

した．その結果，系列想起モデルの場合にはそれらが

完全に一致することがわかった．

系列想起モデルに対しては，経路積分法により，い

かなる場合でもクロストークノイズはガウス分布に従

うことが示された．そこで，計算機シミュレーション

を行い，クロストークノイズの分布を調べた．4次ま

でのキュムラントを求めた結果，3次と 4次のキュム

ラントは 0となりガウス分布に従っていることが確認

できた．これより，系列想起モデルに対しては，統計

神経力学は厳密解を与えていることが証明された．

想起の成功と失敗を分ける臨界オーバラップ mc を

求め，引込み領域を求めた．その結果，理論と計算機

シミュレーションの結果はよく一致し，想起過程を定

量的に議論できることがわかった．更に，想起過程を

オーバラップ m(s) とクロストークノイズの分散 r(s)

を用いた (m, r)–平面上で状態遷移を解析すると，セ

パラトリックスが存在し，定常状態の方程式から得ら

れる不安定解に一致した．

本論文では，経路積分法で有限温度モデルの巨視的

状態方程式を導出した．更に，統計神経力学と比較す

るために，絶対零度の場合の想起過程を議論した．今

後，有限温度モデルの想起過程を議論する予定である．
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